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Il n'y a pas à distribuer de papier millimétré.
Les trois parties peuvent être abordées indépendamment.
Ce problème étudie des exemples de phénomènes de transport dans

le formalisme de l'équation de BOLTZMANN que l'on va préciser dans
cette introduction.

On donne une population d'un très grand nombre de particules
identiques de masse m. La position et la vitesse d'une particule dans
le référentiel (L) du laboratoire, supposé inertiel, sont respectivement
notées r = 0M et o. La population est décrite en chaque point M
et à chaque instant t par la fonction de distribution f (r, o, t) telle

que
fff

f d o = n où n est le nombre de particules par unité de

volume en M et à l'instant t et où l'intégration porte sur l'espace
des vitesses (d3 u est une notation condensée pour l'élément de volume
de cet espace).

A l'équilibre, la population étant homogène et à température T
uniforme, la fonction f est égale à une fonction f.
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En statistique de MAXWELL-BOLTZMANN, on prendra
m y2

/ m \/2 - _____
J e 2kBT\ 2akT /

où k est la constante de BOLTZMANN (distribution maxwellienne).
En statistique de FEax1I-DJac

1
= 2 (-)

\ h / -(T)

eT +1
1

où E = - m u2 et où . (T) est le potentiel chimique ( à O K est

le niveau de Fiiaiei EF).
A partir d'une situation d'équilibre décrite par la fonction f0,une petite perturbation quelconque modifie la distribution décrite

par b, de sorte que la nouvelle fonction de distribution est
--4-4 -4-*

f (r, u, t) = f0 + ,f (r, u, t)
où f est la modification apportée par la perturbation sur la distri
bution d'équilibre to.

-4--4
La fonction f (r, u, t) satisfait à l'équation de BOLTZMANN qui, dans

l'approximation dite « du temps de relaxation », s'écrit
--> f- + v" grad. f + ' grad. f = -

at r y
-4 --4 --4où ' est l'accélération d'une particule et où grad f et grad f cor-

r y
respondent respectivement à des dérivations par rapport aux coordon-
nées de r et aux coordonnées de u. Le temps de relaxation dépend,

--4
en général, de la vitesse u.

L'équation de BOLTZMANN sert de base à chacune des trois par
ties du problème.

Pour les calculs d'intégration, on utilisera les résultats suivants
2 L3.5...(2n-1)/ a \1/2I,,= x2ne'dx=

J_, 2" \a2n+l
/ x \1/2et '0= (
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I. OSCILLATIONS DE PLASMA
On considère, dans cette partie, un plasma homogène et à tem

pérature uniforme T constitué d'une population d'électrons (masse m,
charge - e), le nombre d'électrons par unité de volume étant n, et
d'une population ionique de même densité particulaire, le plasma
étant ainsi neutre la masse des ions est très supérieure à celle des
électrons. La fonction de distribution f des électrons à l'équilibre est
supposée maxwellienne, de même que celle des ions.

On étudie la perturbation apportée sur la distribution d'équilibre
-*

des électrons par un champ électrique E = E0 ez (kx-t) ou E0 est un
-4vecteur indépendant de r et t suppose en outre parallèle au vecteur

- - -* , -pk = k u (u étant le vecteur unitaire de l'axe Ox). Le champ L est
de la sorte longitudinal. La température du plasma reste uniforme et
le plasma reste homogène, mais la fonction de distribution f0 des

-*
electrons est perturbée par le champ E, de sorte que la nouvelle
fonction de distribution est f f0 + 8f où 8f est considéré comme
petit devant f0.

1.1. a) Ecrire à partir de l'équation de BOLTZMANN, l'équation satis-
faite par 8f, l'accélération étant due au seul champ électrique

8f
A quelle condition peut-on négliger le terme de relaxation -? On

'r
supposera dans toute cette partie I que cette approximation supplé
mentaire est valable.




-4 -4
b) On pose 8f = F (v) e (kx-t) Etablir la relation entre F (u)

-4 . -4 .et E0. On exprimera grad., f0 en fonction de f0 et on négligera ici le

terme en grad., 8f en expliquant cette approximation.V
c) Montrer que la densité volumique de charge du plasma

est égale à
fff

-eöfd3v.

On pose = n1 e e1 (kx-wt) Etablir en utilisant une des équations
de MiXWELL, la relation entre k, n1 et E0 (E0 est parallèle à k).

On tiendra compte du fait que la densité volumique de charge
des ions reste pratiquement constante (expliquer rapidement pourquoi).

-41.2. a) Exprimer la relation entre F (u), k v, n1, o, T, f0 et les
constantes e, kB et o.
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b) En déduire la relation de dispersion liant et k, soit

fff

iokv
nkBTk2 = mo)29 f d3 v

JJ.J w-kv
n e2

OÙ (J)29 =




m

1.3. On suppose que la vitesse de phase v,, du champ est très
supérieure à la vitesse moyenne des électrons. De la sorte, on peut
négliger dans une première approximation les électrons dont la vitesse

vx
est supérieure ou égale à v, et considérer en outre le rapport -

vi)comme petit.
a) Montrer que dans cette approximation, la relation de dis

persion s'écrit
0)2 = o2, + k2 u2

où u est la vitesse quadratique moyenne des électrons.
b) Donner la relation entre la vitesse de phase, la vitesse de

groupe et u. Interpréter le résultat.
c) On donne n = 1012 cm-3 et l'énergie cinétique moyenne

d'agitation thermique d'un électron est 3 eV. Calculer numérique
ment coi, et u. On prendra e = 1,6. 10-19 C, m = 9,1 10-31 kg,
kB = 1,38. 10-23 J K-1.




Vq
On impose la condition - > 10. A quel domaine appartient w

u
dans ce cas? Calculer numériquement la longueur d'onde minimale km
et la vitesse de groupe correspondante.

Dans les conditions décrites ci-dessus, . 10-' s ; est-il légitime
de négliger le terme de relaxation ?

d) Montrer que la densité de courant électronique j dans le

plasma est de la forme j = rE avec o = t (o. Calculer numérique
ment l'ordre de grandeur du module de a, (J) appartenant au domaine
défini en 1.3. c.

II. CONDUCTIBILITE ELECTRIQUE DES METAUX.
EFFET DE PEAU ANORMAL. MAGNETORESISTANCE

Dans cette partie, on étudie la conductibilité électrique des métaux
non ferromagnétiques dans différentes conditions.

11.1. a) On considère un métal homogène à température uniforme T
dont les électrons de conduction (masse m, charge -e) sont soumis
à un champ électrique uniforme stationnaire E. La fonction de dis-



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 5

tribution f étant supposée maxwellienne, écrire l'équation satisfaite
-4

par ôf supposée stationnaire en considérant l'action de E comme une

perturbation. On exprimera gr f0 en fonction de f0 et on négli-

--4
gera ici le terme en grad ..,bf en expliquant la raison de cetteV
approximation.




-3
b) Calculer la densité de courant j des electrons en fonction

- - -
de E. On mettra j sous la forme j = o E e on supposera ' indépen-
dant de la vitesse o des electrons. On exprimera en fonction de
n, , e, m.

c) Pour le cuivre à la température ordinaire T = 300 K, on
a o = 5 .107 fl-i. m-i. On suppose qu'il y a un électron de conduc
tion par atome. La masse volumique du cuivre est = 8,93 g. cm-3
et sa masse molaire atomique A = 63,5 g. mol-1. On donne la constante
d'Avogadro lt = 6,02 1023 mol-i. Calculer numériquement '. Don
ner dans ce modèle une estimation numérique du libre parcours
moyen des électrons du métal à cette température. On donne
ni = 9,1 l0-3i kg, e = 1,6. l0-' C et kB = 1,38. 10-23 J K-i.

11.2. a) On suppose maintenant que le champ électrique est
toujours uniforme mais dépend du temps. Ecrire l'équation vérifiée
par ôf en supposant toujours f0 maxwellienne.

-
b) En prenant E = E0 e-' ° ou E0 est uniforme et indépen

dant de t, trouver la solution particulière telle que ôf = F e et
donner l'expression de F. En déduire que = a-,* et calculer le
module de 00* en fonction de o-0, w et r.

11.3. On revient maintenant au cas où est uniforme et indé
pendant de t, mais on suppose que 10 est une distribution de FERMI
DutAc (voir introduction).

Onposera : w=
k T

a) Etablir à partir de l'équation de BOLTZMANN, l'équation satis
faite par ôf en négligeant toujours le terme en grad bf. On fera

V
dg0 1

intervenir la dérivée - où g0 =
dw ew+1

b) On suppose que . dépend de façon isotrope de la vitesse
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En outre, on se place dans le cas où kB T ,,(T), de sorte que
1 dg0---.,- peut être approximé par la « fonction» de Dntc (s

k8 T dw
Expliquer rapidement ce dernier résultat. Calculer la densité de

courant j et en déduire l'expression de la conductivité électrique c
en fonction de e, m, h, j. (T) et de la valeur de r pour y =

tel que i = - m V2.
2

e) Pour des températures moyennes, on peut assimiler ,. (T)
au niveau de FEnsu, E valeur de à 0 K. Calculer EF en fonction
de h, m et n nombre d'électrons de conduction par unité de volume.
On rappelle que dans l'espace des quantités de mouvement, pourun cristal de volume V, le nombre d'états par unité de volume en

2V
tenant compte du spin est égal à -'. En déduire c en fonction de

h3
n, m, e et ., et comparer ce résultat avec celui obtenu pour j maxwel-
lienne (voir 11.1. b).

d) On donne pour le cuivre n = 8,5 1022 cm-3. Calculer EF et
E

le rapport -. On prendra h = 6,62 l0-' J s.
k8 T

Pour T = 300 K, on a pour le cuivre o = 5 " 102 fi-i. rn-1. Calculer
numériquement le libre parcours moyen A des électrons qui inter
viennent dans la conductibilité électrique et comparer au résultat
du 11.1. e).

11.4. On suppose maintenant dans le métal (homogène à tempéra
-. -*

ture uniforme T) un champ électrique E = E0 (kz-»t), l'axe Oz étant
perpendiculaire à la surface (plane) du métal et dirigé vers l'intérieur;
-
E0 est un vecteur uniforme et indépendant du temps, parallèle à Ox
(perpendiculaire à Oz). La fonction f0 est une distribution de FERMI-
Dirsc et on recherche des solutions de l'équation de BOLTZMANN telles
que bf = F e1 (kz->t)

a) En supposant que kB T (T) et que est une fonction
-

écrire l'expression .isotrope de y, écrire l'expression de bf en fonction de (s - ), z, E,
-. -*
k = k u, o, m et h.

b) En déduire l'expression de la conductivité électrique o (o, k).
On écrira o (o, k) = cro (D (tû, k) où o est la conductivité calculée en
11.3. c) et (e), k) une fonction qu'on laissera sous la forme d'une

-. -*
intégrale en , étant l'angle entre u et C.

11.5. a) Rappeler qualitativement en quoi consiste l'effet de peau
dans un métal.
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b) On considère un métal de conductivité o (w, k), c'est-à-dire
dans les conditions de la question 11.4. Ecrire l'équation de
propaga-tiondans le metal du champ électrique E = E0 e' (kz-t)"

I c2
c) En supposant que » 1 (on justifiera cette hypo

(Û

thèse), montrer que k - (1 + j) et calculer & en fonction de
Op

u0, 0., (J) (on rappelle que o Lo C2 = 1).
d) En utilisant cette expression de k, donner sous forme d'une

intégrale portant sur la variable Œ l'expression 'I (e, k) en fonction
de w, O et du libre parcours moyen AF des électrons.

11.6. a) A quelles conditions sur F et -i--- retrouve-t-on la conduc

tivité o ? Interpréter.

b) On suppose AF mais pas nécessaire ' -. En
(t)

déduire dans ce cas l'expression de 0. et retrouver le résultat obtenu
en 112. b).

11.7. a) On suppose &p - mais au contraire AF » 0,
(t)

On donne

f(1

- u2) du 1
-=- Log (1 + au) -
l+au a

1 ri 1- I-(1 + au)2 -2(1 + au) + Log (1 + au) I + C.
a3 L2 J

Exprimer 0. en fonction de 0.0, 0, et AF- Calculer O en fonction
de n, e, m, <o et u vitesse des électrons qui ont l'énergie . La
conductivité 0. dépend-elle du libre parcours moyen des électrons ?

Quelle est la signification physique de O,,?
b) Pour le cuivre, on donne n 8,5 " 1022 cm-3 et EF = 7 eV.

La température est basse et telle que 0.0 = 5 " 102° f-1. rn-1. On prend
op

<o = 100 rad. s-1. Calculer O,,, AF, - puis 0. et conclure. On pourra

utiliser les résultats numériques du 11.3. d). Est-il légitime de négli-
ger 1o.F?

11.8. On revient au cas où est un champ électrique uniforme
indépendant du temps ou pour lequel on peut négliger les variations
spatiales et temporelles. Le métal homogène est toujours supposé à
température T uniforme. On applique au métal supposé non ferro-
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magnétique un champ magnétique B uniforme et indépendant du
temps.




a) En supposant la distribution f maxweflienne, écrire l'équa-
tion satisfaite par of.

b) On suppose parallèle à Oz. En considérant ' indépen
dant de la vitesse des électrons, montrer en utilisant l'expression de
0f que les composantes et j, de la densité de courant satisfont
aux relations

Ix = cro E - 11C
j = o E, + wc i,

et donner les expressions de o et de (oc (on effectuera des intégra
tions par parties).

En déduire l'expression vectorielle de 7, densité de courant per-
pendiculaire a B en fonction de E, B, oO, et œc.

c) En quoi consiste le phénomène de magnétorésistance? A
-

partir de quelles valeurs de B intervient-il ? Interpreter physique
ment ce résultat.

d) On utilise un long ruban métallique dont le plan est per
pendiculaire a B et qui est allongé suivant Ox. Il est parcouru par

densité uniformeun courant permanent de densité uniforme j = j u,. Calculer la

constante de HALL RH = -. Donner la relation entre j et E et en
i B

déduire que le phénomène de magnétorésistance n'intervient pas.
L'expérience ne vérifie en général pas ce dernier résultat. A quoi
attribuez-vous le désaccord ?

On donne a = 0,5 cm, b = 0,1 mm (fig. 1), n = 8,5. 1022 cm-3;
l'intensité dans le ruban est j = 0,5 A et B = 0,2 T. Calculer la
différence de potentiel de HALL.

y 7-
0 CI-

-=Ï-Ji
Fig. l
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III. EFFETS THERMOELECTRIQUES
111.1. On considère un métal homogène où il existe un champ

électrique ainsi qu'un gradient de température supposés uniformes.
et stationnaires.

On prend pour f une distribution de FERMI-DIRAC et on suppose

que le temps de relaxation ' dépend de la vitesse des électrons de

façon isotrope. Outre le vecteur densité de courant électrique on
définit le vecteur densité de courant d'énergie

*

fJJlnI)2f7)*d3v
et le vecteur densité de courant thermique

= -in p2 v d3 iy
fff

où (T) est le potentiel chimique. La densité de courant thermique
permet de calculer la variation d'entropie d'origine électronique par
unité de volume.




.4 _ L
a) Démontrer que J = j + - j (- e est la charge de

l'électron); e

b) Calculer tif créé par le champ et le gradient de
température.




df0
On fera intervenir la dérivée - avec w et on

dw ICBT
gardera cette dérivée dans les équations sans l'expliciter ni l'approxi-

--4 --4
mer. On négligera les termes en grad. tif et grad, tif en justifiant
cette approximation. r y

. -* --4
c) Exprimer j et j en fonction de E et de grad T. On est

ainsi amené à écrire




-4 .-. -4
j = L1 E + 1,12 grad T

-4 --4
L21 E + L, grad T

On pose
4 r df0

H, = . 1)2 1, .(u)-dv.
3 Jo dw dy.

Exprimer les coefficients L.1 en fonction de e, m, 1L, , k, T
et des intégrales de type H,,. dT

111.2. a) En l'absence de courant électrique, on introduit le
coefficient de conductibilité thermique électronique K, tel que
-> -4
j0 = - K grad T. Exprimer K en fonction des coefficients L.1.
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df0
b) Montrer que si l'on suppose - proportionnel à la «fonc

dw
tion » de Diac ô (s - ) (comme il a été fait en première approxi
mation dans la question 11.3. b) lorsque kB T < u.), on trouvé K = O.
Cette approximation n'est donc pas suffisante.

m2 H32 - H2 H4
e) Etablir que K = - _______

4kBT2 FI2
111.3. a) On définit les coefficients d'ONsAGER par

-4 - -
j = £11X1 + 212X2
-4 -4 -4
i0= 2 X1 + 222X2

avec:




-4 --4
. E grad T 1 d
X1=-.----+T e T dT

X2 = -- grad T.
T2

dt
Calculer les coefficients 2j,. en fonction de e, m, , -, T et

dT
des intégrales H et vérifier la relation de réciprocité d'ONSAGER
212 = £21-

b) On a approximativement pour l'expression du potentiel
chimique en fonction de la température

2 kB2 T2
(T) EF--12 EF




dT
On suppose que grad T est réduit à une seule composante -.

dx
dT

Calculer en fonction de- le terme homogène à un champ électrique
dx

introduit dans X1 par le terme dépendant de u Pour le cuivre
E = 7 eV. Peut-on en général négliger ce terme?

111.4. a) Montrer que la variation locale d'énergie par unité de
volume et par unité de temps dans le conducteur a pour expression

du -4-4- = -divj + E .j." dt "

b) Montrer que la variation locale d'entropie ar unité de
volume et par unité de temps dans le conducteur vaut

ds 1
- = -=--- div f + j.X1dt T
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où est défini à la question 111.3. a), cette relation étant valable
même si on ne suppose pas la stationnarité du courant électrique.
En supposant la stationnarité du courant électrique et grad T uni
forme, montrer que

ds 1 .. 1 dK
- j2 + -- (grad T)2 grad T
dt TL11 T dT

où K est le coefficient de conductibilité thermique (voir 111.2. a) et
a un coefficient qu'on calculera en fonction de

d /s\ d/1 H3\- I - -I ----- }, m, e.
dT \T J dT\T H2




-4 -* -
c) On définit la densité de courant d'entropie j par J = Tj

en un point où la température est T. Etablir que
.. ds

divj + - = j.X1 + jo.X2>0dt
et discuter la signification physique de cette relation. On établira
en particulier que le signe du second membre est positif.

111.5. On considère maintenant un contact entre deux conducteurs
cylindriques d'axe Ox constitués par des métaux différents. On admet
que les propriétés de cette jonction varient en fait de façon continue
entre deux sections d'abscisses x1 et x2 où on passe progressivement
du métal I au métal 2. La température est supposée uniforme dans
la jonction et il règne dans cette zone de contact un champ élec-

trique uniforme stationnaire E parallèle à Ox. La fonction f0 est
toujours supposée être une distribution de FEaxn-DIatc.




df0a) Etablir l'équation vérifiée par b/. On fera apparaître -
dw

avec w = et on notera que u. dépend de x.
kT

--
b) Exprimer j et jç en fonction de E et de grad . On fera

intervenir les coefficients L1 définis en III.!. c). Montrer que 7 = ri 7
où II est un coefficient que l'on exprimera en fonction L11 et L.
Quel phénomène décrit cette dernière relation ?

d /H\
c) Vérifier que a = - j - où a est le coefficient

dT \. T /
défini en 111.4. b).
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SOLUTION

I. OSCILLATIONS DE PLASMA

1.1.a) L'équation de BOLTZMANN s'écrit
a ------*
-(to + 0f) + u.grad- (fo + 0f) + grad- (fo + 0f) =
at r y

Soit, compte tenu de ce que fo ne dépend pas de t, ni de r
_ eE

(puisque T est uniforme) et avec y = -
m

-
a eE_., of
-(0f) + v.grad- Of--grad- (f0 + 0f) = -- (1)
at r in

Pour pouvoir négliger le terme de relaxation, il faut que
a joti
-(0f) » , soit pour des phénomènes harmoniques
at




I 0f
de pulsation w : w 0f » ou : » 1. Cette condition

signifie que la période du phénomène étudié est petite devant
le temps de relaxation du plasma.

1.1. b) On pose : 0f = F ) e (kx-ot) d'où: 0f =ik0f:

Pour une fonction to maxwellienne : grad, to = - to V,
k8T

0f est la perturbation apportée par le champ donc 0f I
eE

et le terme -- grad, 0f est de l'ordre de E2, donc négli
m

geable. Dans un calcul au 1er ordre en j, après simplification
par e (kx-t)




eE0 / m \
-iwF + ikvF--" ---f.,




= O
in \ ICBT J

d'où




eE0
V to

kB T
F= . (2)

i(w- k v)
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1.1. c) La densité volumique de charge du plasma vaut

= - e
ffi,

telectrons d3 V + e
fff

d V.

On peut considérer, que du fait de leur masse élevée, la
perturbation de la densité volumique de charge des ions est
négligeable, de sorte que

fff
fions d

fff
to d3 y = n

d'où




Q = Qions + Qel = -e
fffitd3v.

Remarque D'après (2), on pourrait penser, à première vue,
que f ne dépend pas de la masse des particules considérées, ce
qui rendrait caduc le raisonnement précédent. En fait, la masse
intervient dans la relation par l'intermédiaire de la fonction to.

w
Si on suppose par exemple - » v, comme il est fait en 1.3,

k
on trouve que la perturbation apportée à la densité volumique
de charge ç d'un certain type de particules varie comme m-1, où
in est la masse du type de particules considéré. Ainsi, si la masse
des ions du plasma est environ 2000 fois celle des électrons, on

1
a dans le cas étudié : Qjons I Qe1ec . (Le calcul sera

2000
présenté à la fin de la question 1.3).

L'équation de MAXWELL-GAUSS : div E = Q/Eo avec ici
n1 e 1

= - n1 e e (kx-,t) donne E e (kx-st) soit
o ik

nie
E0 =i k. (3)

00 k2

1.2. a) En remplaçant dans (2) la valeur de E0 donnée par (3)
n1 e2 kv to

F= . (4)
to k2kBT w-kv

1.2. b) On a --nie = - e
fff

F d3 y d'où la relation de

dispersion demandée reliant w et k
rrr fo kv

nk5Tk2 = ni co2 J I J d3 v (5)
JJJ w-kv
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n e2
avec : «,2 = (, est la « pulsation de plasma «).

°o m




(J)
1.3. a) La vitesse de phase de l'onde est = -. On sup-

pose donc o » kv, k
La relation (5) s'écrit en effectuant un développement, limité
kv

en

n kBTk2 =
mop2[_JJJvxfod3v

+
[fjv2fod3v

k3 k4
+

_JJJ
v3fod'v +

-.i--fff
vtod'v + ...

}
Les intégrales de degré impair sont nulles.

On a :
fff1x21od3

y = nu avec -"-- in u2 kT

(u est la vitesse quadratique moyenne des électrons) et

fff
iJ4 to d3 y n u'.

On en déduit
m u2 [k2 1 k 1
n-k2 = lno)p2j___nu2 + -----nu4 +...

3 [.u2 3 4 3
d'où f k2 U2




1
u2 = (J)2 + + '-. + k2 u2 (6)

L u2 j
Complément Dans cette approximation

= -
eJJJ

öt d3 y = - e
JJJ

F d y

crc ('('f' eEo
avec J F d y = J J f d3 y.

JJJ JJJ k5 T i(w-kv)
k v,

En effectuant un développement limité au 1cr ordre en
il vient u
I'rr (['C eE 1 / k v\
f I f F d li = f I I fo - i (1 +
JJJ JJJ ik,,T u 0) /

eEo k 1 neE0k
n u2

ikT w2 3 imu2
où k est donné en fonction de u par (6).
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Pour les ions, l'intégrale correspondante serait égale de la
ne E0 k

même façon à (M masse d'un ion). On vérifie bien
i M 2

que I J. L'approximation faite, consistant à négli
ger et conduisant de la sorte à la relation de dispersion (5)
est donc justifiée.




d0)
1.3. b) On a u, = - et = -. En différentiant (6)

k dk
(i) do = k dk u2, d'où

VgV,p = U2 (7)
Dans l'approximation considérée u, » u, d'où u0 u, ce qui

signifie que l'énergie se transporte dans le plasma à une vitesse
très inférieure à la vitesse moyenne d'agitation thermique des
électrons.




n 101836x109
13. c) o = e = 1,6 10-19

E0 M 9.10_31
= 5,67 1010 rad. e-1

/2
u avec o = 3eV




2" 3 "1,6 10-
d'où tt =1,03 106 m.

9"

La condition vp.> 10 u conduit à
(0>10 ku soit 0)2>100 k2 u2 ou0)2>100 (22)

100
d'où : O) < - (0p = 1,0050 (Op.

V 99

On considère donc des ondes de pulsation très voisine de
la pulsation de coupure œp op < 0) < 1,0050 œ.

/ 100 (Op
On a: knia I!

V 99 10 Il




2r 99 lOu
d'où : = = 2.t --

kmax 100 (Op
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99 3,2 1
1m = 2t - 10" 10-10 1,14 l0- m.

100 3 3,2 %It
Le domaine correspondant des longueurs d'onde est donc

compris entre le mm et l'infini (o = COp 1 infini).
- 103, donc il est légitime dans ces conditions de négli

ger le terme de relaxation.

1.3. La densité de courant électronique a pour expression

7 = - e
fffVF

d e

d'où. = Jz = O et J - e
fffv

F 13 u & (kxt)

= _± If(v
E9 j J J

ne ccc
E0 = j - et n1 J J J F d3 u

ii.)

fff
vFci3u

d'où finalement j = t k 0c E.

fff

La conductivité o a donc pour expression

fff
v F d u

cy=jk0




fff
F du

JJJ
2 to d3 u +

jjj
to il3 V +

iko




fJJ

k2 k4
u2 to il3 + Vx4 to d3 u +

(,~~ fjf
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1010
soit = I FO w ; - = 0,1 f2'. m'.

10h
Remarque sur la partie I : La relation de dispersion (5) (équa-

tion de VLASOV) fait apparaître une divergence pour o = k v,
c'est-à-dire pour les électrons dont la vitesse v est égale à la

0)
vitesse de phase de l'onde -, du moins si on suppose w et
k réels. k

Cette description est en fait insuffisante pour ces électrons.
Une étude plus approfondie montre que l'action des électrons tels

0)
que u se traduit par une absorption dite « absorption

k
LANDAU ». Cette absorption est d'autant plus faible que la lon
gueur d'onde est grande devant la longueur de DEBYE du plas-

/ EOkBT\'/,
ma, ô = ( ) (ô = l0 m avec les données numériques

\ ne2 /
du problème). Pour les longueurs d'onde considérées

( > ? = 10-i m),
on a bien » ô et l'absorption LANDAU est négligeable.

II. CONDUCTIBILITE ELECTRIQUE DES METAUX.
EFFET DE PEAU ANORMAL. MAGNETORESISTANCE

11.1. a) En négligeant le terme en lit du 2me ordre (voir
I.!. b), l'équation (1) s'écrit simplement ici

-4eE _ of
---------grad. fo = -

DI

car - (0f) = O (stationnarité) et grad, ôf = O (E uniforme,
at

T uniforme).




1H _.
On a grad, to = - to V (to maxwellienne)

kBT
-4
eE lit

d'où "f0 v =
ICBT

11.1. b) = - e
fff

v 0f d3 u
=JJJ(

") fo d u
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-4 -*

Posant E = E u et notant que les intégrales du type

fff
:vYtod::

sont nulles, on obtient u avec
e2. rrr

ix = - E J I v2 f0 d3 y = E.
kT JJJ

1 1 3
L'intégrale vaut - n u2 avec - m u2 = - kB T. On en

3 2 2
déduit le résultat très classique

n e2
00= . (8)

m
u. 8,93-106

11.1. c) n = ---- = 6,02 1023. 8,5 1028 rn-3
A 63,5

m c0 9.10-31.5.107
= = 2-10




-14 s.
n e2 8,5" 1028. (1,6 10_19)2

Le libre parcours moyen a pour ordre de grandeur

/ 3kBT
A0=u= t l/ =

V m




3 x 1,38 " 10-23. 3. 10
2"10-' 235l0-9m.

9.10_31

11.2. a) Il faut garder dans l'équation de BOLTZMANN le terme

ce qui donne




e _
-E- E.vf0 =

ICBT
-4 -4

11.2. b) Avec E = E0 e- et f = Fe-i,', l'équation pré-
-4 -4 1

cédente conduit à F = E0 yb ,d'où j = c E
kBT 1-i0)

avec = . I o =
l-lt0) 72 2
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11.3. a) On a




/ on \3 dg0 __ / in \3 dg0 im
grad. to = 2 (-) - grad- w = 2 (-

\ h / dw \ h / dw kB T
et l'équation de BOLTZMANN s'écrit

of 2 e / in \ dg0- = (-) - E.v (w =
kBT \ h / dw kBT
dg0 e" 1

11.3. b) - = - d'où
w

dw (1 + e')2 4 ch2
2

1 dg0 1 1_____ - = . Si kB T p., la fonction
w

k8 T dw 4kBT ch2
2

1 dg0- ______ - présente un pic centre sur o = j, de largeur très
kBT dw

inférieure à p. et tel que
1 dg0 dg0 F 1+- -do=-( -thv=- g0 =1

J_, kBT dw J_div
assimilable à la « fonction » de DIRAC ô (o -

On a

T=
_eJJJTofd3v

2e /m\3 rrr--e (-) (-kT) J J J E.vc13v
kBT\h/ JJJ

Supposant E parallèle a Ox, j se réduit à sa seule composante sur cet axe car les intégrales en v,v.,, v u. sont nulles.
On trouve ainsi

7f
e2

_(
.
ExJfJ:x2

ô (o - ) dv dv dv

= 2e2 F E (o -!L) 4 x y2 du ii.
3-fo

L'intégration se fait en prenant pour variable o =
2
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et on trouve pour valeur de l'intégrale : 2 d'où

/2
= (2g)

3 h3
II.3.c) En raisonnant dans l'espace des quantités mouvement:
N 4 1

n = - = 2 x - x PF3 - où P est le rayon de la sphère
V 3 h3

de FERMI. La quantité de mouvement PF est reliée à EF par
PF2

EF = soit, compte tenu de la relation entre n et PF
2 in




h2 /3n\2/3
EF = f-) (9)

2m \8t/
d'où




8 t e2 s/ni / h2 \/2 3 n n e2
00= (---1 -= (10)

3h \ni/ 82t ni
expression de même forme que l'expression classique (8), mais
dans laquelle ' est remplacé par '.

11.3.d) Avec les données numériques
EF = 7,05 eV F = 1,57 106 m s-1 AF = VF F 300 Â

valeur très supérieure au résultat classique (ILL c). On notera
aussi que AF est très supérieur à l'ordre de grandeur des dis
tances interatomiques du métal. Tout se passe comme si les
électrons de conduction ne « voyaient » pas le réseau ionique du
métal.

11.4. a) L'équation de BOLTZMANN s'écrit ici

, e
+ v.grad8f------gradfo =

at r y

dans laquelle apparaît un terme en f car le champ , donc

f dépendent de z. On en déduit par substitution, et compte tenu
de l'approximation k T (T)

'm"3 1I \= -2e(----.--J 8(E-)E"v
\h/




1 i (o - k u)
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11.4. b) On en déduit




-* - -*
/ m

j = - e
fffvö

d3 u = 2 e2
ffff

d3 u
k"

d'où:
/ in V r r r E (v2 + v v + v)= 2e2 -) j j j (sp)dl)xdvydvz\h/JJJ l-in+i'ku

et: jy:=jz__o.
La conductivité a pour expression

7m \3rrvx2+t2xuy+vxvz)o- = 2e2 t) I J dvdv>,dv.
1-i'rû+ikuz

/rn)3 rr/' &v2ö(E-)= 2 e2
(\-JJJ

dv, dv dv,h 1-iO)+i.kvz
On a




u,? + v,2 = u2sin2ft et v = vcos
d'où, après intégration sur la variable angulaire q

/ m 'Y r r 1 u2sin2*3(¬ -j.)2itu2sindvd
o-=2e2(-) I I

fi /Jj 2 1-iw+i'rku"cosŒ

(d3 y = u2 sin dv d dq),
on en déduit

2terF i; /2 r sin3
(2)

e de

h3 Jo 1- iTF (0) - k 0F COS )
de la forme




o- = o-0 1 (o, k)
avec




3 r sin3 d*
(w,k) = _J . (11)

4 Jo 1-i-p(w-kvFcosü)
11.5. a) L'effet de peau consiste en la non pénétration d'un

champ électrique variable dans un métal. La profondeur de péné
tration est d'autant plus faible que la fréquence du champ est
plus grande et que le métal est plus conducteur. L'effet de
peau est une conséquence des phénomènes d'induction électro
magnétique.
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11.5. b) A partir des équations de MAXWELL
-*

rot B=oj+ootto-, rot E=--, divE=-=O,
at at

on obtient l'équation de propagation
aJ 1 2E

AE = - + - soit, compte tenu de la loi d'Ohm
at 2 at2

-
_ 1 2E
AE = o- + - . (12)

at c2 atz
- -

11.5. c) Posant : E = E0 e (kz-t), on obtient; en remplaçant
dans (12)




2 / '02 \




(13)
c2\ w /

prenant o- = 5 10 l. m, i0 o- 5 10 »(J) usuel. L'équa-
tion de dispersion (13) prend donc la forme plus simple

k I L o- (J)
soit




k = - ) (14)
\ Y /

d'où




/2

I' .Loo-O)




z
Cikz contient ainsi un facteur d'atténuation e

On notera que d'après (14), o- et donc l,, sont ici complexes.
Le choix du signe + dans (14) en extrayant la racine respecte
la continuité avec le cas où o- est réel ; dans ce dernier cas, il
faut effectivement choisir un tel signe si l'on veut qu'il y ait

attenuation du champ E.
1 bpi est l'épaisseur de peau.
11.5. d) En utilisant (11), on obtient

3 f sin3 * d*
I

4 f AF"z0 + 1(1 + i)-cos*



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 23

11.6. a) Pour retrouver la valeur = o, il faut à la fois que
AF

'F' et




op
La première inégalité impose que la période de l'onde soit

beaucoup plus grande que sur un intervalle temps de
l'ordre du temps de libre parcours des électrons de conduction,
la variation du champ est négligeable.

La seconde inégalité impose que le libre parcours moyen AF
soit très inférieur à l'épaisseur de peau.

1
11.6. b) Si 'F J O, J, (o) et on retrouve le

1 F
résultat 11.2. b) avec . = p, soit

=a 00

11.7. a) On a, dans cette approximation
3 sin3 df

P(k)=- I
4 1

,] cos*

L'intégrale est de la forme

£1

(j U2) du

1 1±au




AF
enposant : ti =cos et a =-(i---1).

op
1 (1 - 112 du 2 / 1 1 \ 1 + (t

I = - + (----)Log
1+ au a3 \ a a3/ 1-a

1+a
lorsque : a » 1, Log Log (- 1) = e et

l- a

r 1 (l-u2)du 1

J -i l+ au a AF l+i
On en déduit




3 O, 1
- 7r 0.0 (15)
4 AF 1 +t
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2
comme ,2 =




.LO
8 (1 + i) AF n e2

op3=_ avec
3i1 0o)C0 ill

compte tenu de ce que AF = VF TF
8 (1 + i)mvp= - . (16)
3t oone2

11.7. b) Avec les valeurs numériques
mo /= 2lO11s, " =/ = 1,57106m.s'
n e2 V in

AF - 3,110-5 m
3 1-




A
bpi =Ig/ - 8.l0-7m.

i bpi 3 8 1
- 2,5 10-2 I = cû - - 4,5 10_2 o

AF 4 AF 2

On a en outre O) &F - 2. 10-2 1; ii est légitime de négliger
co .. Lorsque ' AF, on constate donc que la conductivité
est très inférieure à a (effet de peau anormal). Dans ce cas, les
électrons qui participent le plus à la conduction du courant sont
ceux pour lesquels le libre parcours moyen est situé dans l'épais
seur de peau. Ces électrons sont d'autant moins nombreux que

op I




est plus faible. Tout se passe comme si on avait une den-
AF

sité volumique neff de tels électrons telle que
e2rr e2

O=fleff
in in

Avec les résultats numériques précédents : fleff = 4,5 10 n.

11.8. a) Dans l'équation de BOLTZMANN, il est cette fois indis-

pensable de tenir compte du terme en grad0f si l'on veut que
le champ magnétique intervienne. V
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fif obéit ainsi à l'équation
8f e _-_ e _= ----- (E+vAB)"grad- fo -- (vAB).grad_ bf

in V jfl 1'
-9

In O)
où grad. to - to (to maxwellienne).

kBT
Soit

--9--4
f evE e
= fo--("AB)gradf. (17)

kBT in

11.8. h) 7 - e
fff

f d3 V = to d3 y
kB T fff

e2 r r r- - - -
- I I I v[v A B).grad_ Jf] d3 v (18)

kBT JJJ V

Le premier terme de la somme est précisément égal à o
-4

On obtient à partir de (18) ; pour B //à Oz
eB rrrr 1= o E - ( f f V IJy - Vx2 f dU,, du du0
m JJJ eu,,

d'où, en intégrant par parties (variable u,,)
e2'rB rr

Ix = roE-
JJ

vuöfdu,dv

-fff
8f dv dv dv -

[JjV;dVZ]= 1:

Considérons dans l'équation (17) le terme u E fo; ce
kB T

-9
terme tend vers O lorsque u devient infini. On en déduit que-+ 0 lorsque y -* oc. Le même raisonnement montre qu'il en
est de même d'un terme tel que v, 8f. Pour cette raison, les
termes à intégrer sous les intégrales doubles sont nuls, de sorte
que




e2B
j. =




arc E +
iff

v 8f dv,, dv du0

soit encore




Ix = - 'tc7y et de même
ly = oo Ey + °c Ix (19)
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eB
avec = - (pulsation cyclotron de l'électron dans le
champ B). m

On en déduit




oo (E - ' o E)
Ix




1 + 0),2,U2
oo(E + 'rweEx)

1 + w22
soit




B
jI -AE (20)

1 (,)2 2 B

11.8. c) Les expressions précédentes des composantes de j
expriment le phénomène de magnétoconductivité la densité de

-* -
courant dépend du champ magnétique. j et E ne sont plus co
linéaires. Ce phénomène traduit l'action du champ magnétique
sur le mouvement des électrons de conduction ; il intervient
lorsque l'on a au moins 1. En gros, cette condition exprime
qu'en moyenne entre deux chocs successifs, l'électron décrit au
moins une orbite cyclotron autour d'une ligne de champ magné
tique (r T période cyclotron).

11.8. d) Dans les conditions imposées j = O. On en déduit
E 1

RH=




jB cr0B ne
et = ooE.

Le phénomène de magnétorésistance n'intervient pas pour
cette géométrie particulière.

Le modèle utilisé ici est trop sommaire il s'agit d'un modèle
de gaz d'électrons libres obéissant à la statistique de MAXWELL
BOLTZMANN. En réalité, il faudrait utiliser la statistique de FE1MI
DIRAC et considérer les orbites électroniques des électrons au
voisinage de la surface de FERMI du métal.

On a




eB 1 j iB
E = - j = - --- = -

m Oro ab neab
La d.d.p. de HALL vaut

iB
AV = E a = 10--8 V (résultat classique).

neb
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III. EFFETS THERMOELECTRIQUES

" -* r r r - -
111.1. a) On a = JE - j. I I I f u d3 u = J, + - j.

JJJ e
Remarque. - On notera que le transfert de chaleur défini

par le vecteur (densité de courant thermique) ne se réduit
pas à un transfert d'énergie cinétique. Si on considère l'énergie
interne U comme fonction des variables extensives S (entropie)
et N (nombre de particules du système) (on néglige la variation
de volume), on a




/aU\
dU ,rr(-l dS +(-) dN = TdS + idN (21)

\SJN 2N s
par définition de la température T et du potentiel chimique .

De cette relation, on déduit en termes de densités
_; -* - -*
= j + IN avec j = T is

(Is : densité de courant entropique)
qui est la définition proposée. Le terme IN n'intervient que si
le système considéré échange des particules avec l'extérieur (sys
tème ouvert). Dans le cas considéré, il s'agit d'un échange d'élec
trons. On notera aussi que les relations précédentes n'impliquent
pas nécessairement la réversibilité des transformations.

111.1. b) L'équation de BOLTZMANN s'écrit

-+ -- e ISf
u'grad-fo--Egrad, fo = --r m

- --p
les termes gradôf et gradif sont du second ordre en grad T

et E respectivement.
On a

mu df0
grad.f0 = - et

kBT dw




- df0 1 d'.,. df0
grad.. f0 grad T- -- grad T

kB T2 dw Jc T (IT dw
d'où finalement

-e df0 . dfo I - d.,. 1-= -E.v + + - IugradT.
kB T dw k8 T div T dT J
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-4
111.1. c) On a pour la densité de courant j

rrr
j = - e

j j j
y if d3 y = L11 E + L12 grad T

avec
e2 rer df0 e2

L11 = - I I J v2r(v) - d3 v = H7
kBT JJJ dw kBT

(après intégration sur les variables angulaires).
et de même

e df0 du.
L17 = - I I I p2 (u) - + - d u soit

kBTJJJ dw T dT
e 7 i du.\ ni

L12 = ( -- + -)H2 + -H3
kBT \ T dT/ 2T

-4
La densité de courant thermique j0 s'écrit

=
fff

( -d3 u = L21+ L22 grad T

avec




e rrr df0 em
L21 = I I I v2 (u) [ - iil - d3 p = H2 - 143

kBT JJJ dw kT 2kBT
et




1 1112 W11 il 2 ni du. dg
L22=- -H4---H3+-H2+--H3-j.---H2

kBT 4T T T .2 dT dT
soit

1122 in
L22=- HI -

4kT kBT\ T 2 dT/
A / A d\

+




kBT\. T dT/
- -4

111.2. a) En l'absence de courant électrique, j = O, d'où
L1

E = -- grad T
L11

/ L12 L21
et j = - ( - L22 J grad T

\ L11 /
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soit, pour le coefficient de conductibilité thermique
L12 L21 - L11 Ln

K= . (22)
L11

111.2. b) L21 et Ln contiennent C - u en facteur sous le signe
df0

somme et s'annulent donc si on approxime - par une « fonc-
dw

tion » proportionnelle à ( -. ). Il en est de même de K. Une
telle approximation ne convient donc pas pour rendre compte
de la conductibilité thermique.

111.2. c) On remplace les coefficients L1 par leurs expressions
en fonction de H», dans l'expression (22) de K

Le calcul donne l'expression demandée
in2 H32 - H2 H4

K=- . (23)
4kBT2 H2

111.3. a) On a posé : j = X1 + £12 X2
-* -* -4
10 = 221 X1 + £22X2

avec




-4 -4
E grad T 1 d

X1 = - + --et
T e T dT




X2 = -- grad T = grad-.
T2 T

On a




e2 e dp. ' in 1
H2E+

k8 T kBT L\ T dT/ 2T j
-4 --4

e2 H, [ E I dg grad T 1 e / in \ f= I - +--- 1+ -( H2 --
H3)

grad -
kB J T T dT e j kB \ 2 / 1 T

d'où, par identification
e2 H, e / in

= et 212 = - -- H3
kB kB\ 2
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De même
- / et,. em
je=l H2- H3)E

\kT 2kBT /
m2 in f u. 1 dp \

H4-
E. 4kT2 kBT \ T 2 dT/

L f . c4t\
+ (-- + - JH2 grad T

kBT \ T dT/
soit




-
e / in \/ E 1 4 grad T

je = - j.H2-H3 II- + -- _____
2 /\T T dT e

/ m2 2 \/-* 1
+ ( H, -- H3 + - H2 )( grad-
\4kB kB / T

e! m \
d'où : 221 = - f iH2 -- H3 ) = 212

kB \ 2 /
m2 inp

et : 2 = H4 -- H3 + - H2-
4 kB kB kB

On vérifie effectivement la relation de réciprocité d'ONSAGER
£12 = 221 (noter qu'une telle relation n'est pas satisfaite par les
coefficients L12 et L21.

111.3. b) Le terme homogène à un champ électrique dans
est
d iT t2kB2T 1 dT

dT e 6E e dx
2k / kBT \ 1 dT / kBT \ dT

I )----104f
6 \EF/e dx \EF/dx

kB T
Pour T = 300 K : 3,7 10-3. Le terme considéréest

EF
dT

donc de l'ordre de 10-v - en général négligeable.
dx

Dans la littérature, on trouve souvent écrites les relations (23)
E 1

avec X1 = - et X2 grad -' soit
T T
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- 1
J = L' - + L'12 grad -

T T




(24)
a -*
f E . 1

IQ - + 2' grad -
T T

pour lesquelles, en toute rigueur, L'12 221 (contrairement à ce
-4

dg grad T
qui est parfois écrit). Si le terme - est effectivement

dT e
-4

négligeable devant E, il n'y a alors pas d'inconvénient à confondre
les L' et les 2. Dans ces conditions, on peut écrire 212 221.

du
111.4. a) La relation - = - div J + E j exprime le bilan

dt
d'énergie par unité de temps et par unité de volume. Le terme
- div correspond à l'énergie transférée (par unité de tempset de volume) par les électrons du fait de leur mouvement ; le

-4-4
terme E J est égal à la puissance volumique fournie par le

-4
champ électrique E aux charges en mouvement.

111.4. b) De la relation T dS = dU - dN (rappelée en
111.1. a), on déduit la relation locale

ds 1 du p. du

dtT dt T dt
par unité de temps et par unité de volume.

n est le nombre d'électrons par unite de volume, d'où
dn 1 d 1 /- = ----- = -divj (div! =
dt e dt e




du
On en déduit, compte tenu de l'expression de -

ds 1 -4 1
- = -- (div j. + - div j) + - E.j
dt T e T

soit




ds 1 .___3 I
= --(div j0--.gradp.) + - E1

dt T e T



32 BULLETIN BE L'UNION DES PHYSICIENS

-4 -4
(puisque j, = 10 -- 1).

e
On a donc




ds 1
- = --div Jo + jX1 (25)
dt T

qui exprime le bilan entropique.
-4 --4

Nous supposons j stationnaire et grad T uniforme.

La relation
ds 1
- = -- div J + j"X1 s'écrit
dt T

ds 1 -4- = --div (j, + -1) +
dt T e

-4 --4
/ E grad T 1 di.\--

e T dt/
-4

ds 1
- = -- div], + j- (26).
dt T T

compte tenu de div7 = O puisque, dans ces conditions
p_ 1 __. 1 d _

div- J = - grad ' j = - - grad T j.e e e dt
On a




-4
(L21- - L11) E + (L22 -- L12) grad T

e e

eili
H3E+...

2 k, T

[

in2 in / c4\- H4- ( --- + - )H gradT
4/caT2 2kBT \ T aT /

et




-4
..... j L12




E = --- grad T (27)
L11 L11
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d'où




in H3
-----1 +

2e H2
/ in

em




\ T dT/ 2T
H3 grad T

2k8T e H2
soit
__ in H3 / m2 in2 H32 \ _
j, = --- j + ( - -H4 + - grad T.

2 e H2 \ 4 k T2 4 kB T2 H2 /

Compte tenu de ce que div j = O et que grad T ne dépend
pas des variables spatiales, la relation (26) s'écrit
ds I in d /H3\- = -------1-) j"grad T +
cit T 2e dT\H2J




m2 dl H32\_
-( H4-- (grad T)2

4kBT3 dT \ H2 /
1 .. 1 L12

+ j2---------j"grad T
TL,, T L11

où on a utilisé l'expression (27) de E.
On en déduit la relation demandée

ds 1 _ 1 dK_
= j2+ --(gradT)2--IL1"grad T (28)

dt TL,, T ciT
avec

I [L2 in d 7H3(L = - I--- -I -
T [L11 2e dT\H2

1 { ni / 1 H3 d / H3

»]

1 / dj.
= -I-----I----l-------+- --+-

T [2e \ T H2 dT\H2 e T dT
soit encore

I d /L ni H3\
u = --(--- ) (29)

e dT \ T 2 TH2 /
On remarque que le signe des deux premiers termes est indé-

pendant du sens de j et de grad T (termes d'irréversibilité) alors

que le signe du 3- terme change avec le sens de j ou de grad T
(réversibilité).
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- .111.4. c) La densité de courant entropique js est liée a j par- -

la relation : T Is = j au point M où la température est T.
On a




/l\ 1 1
div Is = div( - divj0 + j0-

grad-\T / T T
soit

ds
div Is -- + j -XI + j" X2 [en utilisant (25)).

dt
Le bilan entropique local, se met donc sous la forme

. ds .- __
divis + - = jX1 ± JQX2 (30)

Le terme




-* - - -
= j X1 + JQX2 (31)

représente l'entropie créée par unité de temps et de volume au
point considéré du fait de l'irréversibilité (terme de source entro-

-4
pique). Le terme divis correspond au transfert d'entropie he a

--> 1
l'échange thermique (is = - je). Le second principe de la

T
thermodynamique exige que es > 0. Vérifions-le par le cas par
ticulier présent.

On a




f £12 X2 £/X2\2= £11X12 Il + 2---- + -(
£i X1 £11\X1
e2 H2

avec: Lii = >0
kB

(2 TL,, ; L11 représente la conductivité électrique, nécessai
rement positive).




X2
Pour que le trinôme en- soit toujours positif, il est néces

Xl
saire que son discriminant A' soit négatif, soit

L21i< 222
ou

e2 / ni \2 e2 H2 / ni2
-( H--H3 ) < ( -H4-rniH3
kB2\ 2 J kB2\ 4



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 35

ni2
ou encore : - (H,2 - H, H4) < 0, soit compte tenu de l'expres-4
sion du coefficient de conductibilité thermique K : - K < 0, ce
qui est effectivement satisfait puisque K > 0.

La relation (30) établit sur un cas particulier, la forme du
bilan entropique dans le formalisme général de la théorie
d'ONSAGER.

111.5. a) L'équation de BOLTZMANN s'écrit ici
- --4 e _ ___
v"grad. fo--E"grad- f0 = --

m
avec




-41 df nu' df0
grad- f = - _____ - grad ~t et grad- fo

kB T div y k T dit,
d'où




' e df0 ' df0 _.
= -E"v + -grad t"v.

ICBT dw kBT dw

111.5. b) On en déduit
-+ cer-
j =

_eJJJ
vfd'v L11 (E + - grad it)

ÉPI' _ -4 1__-4
iQ=JJj(o_t)vôfd3n=L2l(E+_gradL)e

L,1
soit : 10 II j avec II = -.

L11
Cette relation traduit l'effet PELTIER : dégagement de chaleur,
ou absorption de chaleur, selon le sens du courant électrique à
la traversée d'une jonction entre deux métaux.

1 / in H,\
111.5. c) On a: H = - ( it--- et un simple calcul

e \. 2 H,!
permet de vérifier la relation de THOMSON

d/ll
cL = -(-

dT \. T
Le coefficient u est lié à l'effet THOMSON qui est un effet de

couplage entre le courant électrique et le gradient de tempéra-- --4
turc [terme en 1 . grad T dans (28)].
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Note sur les questions 111.4.

On obtient une expression explicite de rs en fonction de la

densité de courant 7 et de grad T. Le calcul (élémentaire) donne
1 - K

us =




-j2 + -(grad T)2 (32)
TL,, T2
>0 >0

Le premier terme (en 12) traduit la création d'entropie
liée à l'effet JOULE, qui comme l'on sait, est essentiellement
irréversible.

Le second terme [en (grad T)2] traduit la création d'entro
pie liée à la conductibilité thermique qui est également un
phénomène essentiellement irréversible.

On notera qu'il ne peut apparaître dans l'expression de c5
de terme en j grad T, dont le signe dépendrait du sens de j
ou de grad T. Le coefficient a n'apparaît pas dans o, cela tra-
duit le fait que l'effet THOMSON est un phénomène réversible.

- -
Le fait qu'un terme en j grad T apparaisse dans l'expres-

ds
sion (28) de -, est lié à l'échange d'entropie accompagnant

l'échange thermique. En comparant (28) et (32) et en utilisant
la relation




ds -
- + div is =
dt

on obtient




- /K\_div is = - (- (grad T)2 - a j. grad T
dT \ T /

qui montre effectivement que le terme d'échange d'entropie
(exprimé par div is) fait intervenir la conductibilité thermique
et l'effet THOMSON.




G. AUBERT (Grenoble), H. GIE (Paris).
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Agrégation
OPTION CHIMIE *
SESSION DE 1979

Epreuve C

COMPOSITION DE CHIMIE
(Applications)

(Durée 6 heures)
Matériel à prévoir papier millimétré (3 feuilles).

DONNÉES
Constante des gaz parfaits : R = 8,314 J. mol-1. K-1.
Formule de STIRLING in N -N in N - N.
Intégrales




-x2IlrzzXI e dx=-jt

12 = x4 e X2 dx =

NOTA. - Le jury ne prendra en considération que les valeurs
numériques suivies d'une unité, pour tous les résultats qui doivent
en comporter une.

A. THERMODYNAMIQUE DES SOLUTIONS
I

On réalise une solution binaire en mélangeant n1 moles du consti
tuant liquide S et n2 moles du constituant liquide

1. On considère cette solution comme parfaite.
1.1. Donner l'expression des potentiels chimiques et 2 de

S1 et S2 dans la solution. On fera intervenir les fractions molaires X1et X2 de S1 et S2-
1.2. Comment peut-on montrer expérimentalement qu'une telle

solution est parfaite ?

N.D.L.R. : Les auteurs de l'épreuve A de l'agrégation de chimie 1979
(question de cours portant sur les propriétés du zinc) ont établi un cor
rigé de cette épreuve. II ne nous a pas été possible de joindre ce
texte au présent bulletin. Par contre, nous avons fait faire une photo
copie. Les collègues intéressés peuvent en recevoir un exemplaire en
écrivant au secrétariat de l'U.d.P. Joindre un timbre à 3 francs pour
les frais d'envoi.
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1.3. Donner l'expression de l'enthalpie libre de mélange AG,,,.
1.4. En déduire l'expression et la valeur de l'enthalpie de

mélange AH,, et du volume de mélange AV,,,.
1.5.a) En déduire l'expression de l'entropie de mélange AS,,,.

b) Retrouver cette expression de AS,, par un calcul de
thermodynamique statistique.

2. Nous nous proposons d'étudier maintenant le cas des solutions
pour lesquelles AH,,, n'est pas nul mais dont AS,,, a même valeur
que pour les solutions parfaites correspondantes. Pour les calculs
ultérieurs, les hypothèses suivantes doivent être faites : les tailles des
molécules de S1 et 2 sont voisines; dans les corps purs ou dans le
mélange, une molécule quelle qu'elle soit a z voisins quels qu'ils
soient; les interactions sont limitées aux z plus proches voisins (mo
dèle des solutions régulières).

On appellera respectivement 22 12 les enthalpies d'interaction
(positives s'il y a attraction) par mole de liaisons intermoléculaires
S,-S,, S,-S,, S,-S,.

2.1. a) Calculer les enthalpies d'interaction H1 et H2 de n1 moles
de S1 pur d'une part et 2 moles de S2 pur d'autre part.

b) Calculer l'enthalpie d'interaction 1112 du mélange de n1
moles de S1 et n2 moles de S2.

c) En déduire que l'enthalpie de mélange est égale à
ni n2 1

AH,,, = z A avec As = -(511+ 22)12.
2

2.2. a) Donner l'expression de l'enthalpie libre de mélange AG,,,.
On posera zAs = RT x, x étant le paramètre d'interaction S1-S2.

b) En raisonnant sur une mole de mélange, tracer le graphe
AG,,, = 1(X2). Le mélange est-il toujours possible ? Donner une inter
prétation qualitative.




II
On considère une solution homogène de n2 moles de polymère P

dans n1 moles de solvant S. Cette solution est supposée régulière.
Chaque molécule de P est formée de x monomères. Comme précédem
ment, certaines hypothèses doivent être faites: les tailles des molécules
de S d'une part et du motif monomérique d'autre part sont très
voisines; dans les corps purs ou dans la solution, une molécule ou
un motif xnonomérique a z proches voisins quels qu'ils soient; les
interactions sont toujours limitées aux z proches voisins; l'état de
référence est n1 moles de S liquide et n2 moles de P liquide. Les
notations sont celles de la partie I.

V2
1.1. Calculer le rapport - des volumes molaires partiels V2

VI
et V1 du polymère P et du solvant S.
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1.2. Le nombre f1 de complexions d'un mélange de N1 molé
cules de S et N2 molécules de P, calculé selon le modèle du réseau
liquide de FLORY est donné par la formule

N1 N2xIn £2 = - N1 In -,--- - N2 ln- + N-, f (x, z)
N0 N0

où f (x, z) est une fonction indépendante de N1 et N2 et où
N0 = N1 + N2 x.

a) Donner l'expression de l'entropie de mélange AS,,.
b) Si on prend comme variables les fractions volumiques r1

et P2 définies par




n V
Pi =

ni V

montrer que l'expression précédente AS,,, peut se mettre sous la
forme AS. = - R (n1 In + n2 In 2).

13. Montrer que l'on peut retrouver facilement les résul
tats de I.

2. On se propose de déterminer l'expression de l'enthalpie de me
lange AH»,. Les interactions solvant-solvant, solvant-motif monomérique,
motif monomérique-motif monomérique, sont définies comme dans la
partie I, en utilisant les mêmes notations. Montrer que

AH», = RT X i 2
où est le paramètre d'interaction motif monomérique-solvant. On
précisera qualitativement l'approximation relative à la valeur de z,
que l'on est amené à faire pour obtenir cette valeur simple.

3.1. a) Donner l'expression de l'enthalpie libre de mélange AG»,.
b) Montrer que x est une fonction simple de la tempéra

ture dont on donnera la forme.
3.2. a) Calculer Aps (2) = i' - ,.i°, différence entre les poten

tiels chimiques de S dans la solution (U.1) et à l'état pur
b) Que devient l'expression de Ag (c2) dans le cas de

solutions diluées (sf2




III. APPLICATIONS
1. Pression osmotique.
La solution macromoléculaire précédente est séparée de S pur par

une membrane perméable au seul corps S.
1.1. a) Montrer que l'équilibre de S de part et d'autre de la

membrane nécessite une différence de pression H, appelée pression
osmotique.




b) Exprimer II en fonction de A (voir définition en 11.3.2.).
e) Donner l'expression de II en fonction de sf2 dans le

cas de solutions macromoléculaires diluées.
1.2. La solution macromoléculaire est définie pal- sa concentra

tion massique C en polymère P de masse molaire moléculaire M (nous
avons vu que le degré de polymérisation est x).
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a) Etablir la relation entre 2 et C.
Montrer que l'expression de la pression osmotique peut se mettre

sous la forme II = RT (A1C + A2C2). Expliciter A1 et A2.
b) Montrer que dans le modèle utilisé (partie II) A2 ne

dépend ni de M ni de C.
1.3. L'étude expérimentale de solutions diluées d'un polysty

rène dans le cyclohexane conduit aux résultats du tableau ci-après.

H (Pa)

C (g. 1-') 30,C 40,C 50,C

3 36,3 39,3 41,5
5 59,5 66,5 72
8 ...........................92,8 109,6 121,6
10 113 139 157
15 162 216 255

a) Calculer la masse molaire moléculaire M de ce polysty
rène (on utilisera une méthode graphique).

b) Calculer les valeurs de A2 aux trois températures
considérées.

c) En déduire la valeur de la température qui annule A2.Cette température, notée , est la température de FLORY.
Donner pour T = la valeur du paramètre d'interaction x.
Calculer ce paramètre d'interaction x à 30, 40, 50 "C. La solution

est-elle régulière ? Justifier votre réponse. On donne le volume mo
laire du solvant 110 cm3. mol-1 (on ne considère pas la variation de
ce volume dans le domaine de température envisagé).

1.4. En fait, le polymère utilisé est polydispersé les n2 moles
de polystyrène ont des masses molaires moléculaires différentes ; la
distribution des masses molaires est telle que n moles ont une
masse M de degré de polymérisation X1, x variant de 1 à l'infini.

Montrer que la masse molaire moléculaire déterminée « par pres
sion osmotique o est en fait la masse moyenne

ii M
M=




ni

2. Température critique de démixtion.
2.1. Donner l'allure du graphe àx = f () pour deux valeurs

particulières du paramètre d'interaction X (Xi = O, X2 = 0,6) pour
un polymère que l'on suppose monodispersé.
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Montrer que dans un seul cas que l'on précisera, il y a possibilité
de démixtion. A quel cas correspond la température la plus élevée
pour un couple polymère-solvant donné?

2.2. a) Que devient la courbe = f ('ct2) à la température
critique Tc dont on rappellera la définition.

b) La valeur de x est alors x = xc Exprimer xc en
fonction de x.

c) Vers quelle limite tend xc quand x devient très grand ?
Compte tenu des résultats précédents, montrer que Tc est alors

égal à b.
2.3. On considère les résultats expérimentaux donnant la tem

pérature critique de démixtion de solutions de polystyrène dans le
cyclohexane en fonction de la masse molaire moléculaire

Tc (K) 293,1 296,0 300,0 303,0 304,4

M " lO (g. MOI-') 0,85 1,40 3,20 7,0 11,0




a) Calculer Xc pour chacune des valeurs de Tc ; en déduire
la valeur de la température b.

b) La solution est-elle régulière ?

IV. CHAÎNE MACROMOLÉCULAIRE
Une macromolécule linéaire, dans sa structure de chaîne flexible,

est caractérisée, entre autres, par son écart quadratique moyen, racine
carrée de la moyenne des carrés des distances qui existent entre les
extrémités de la chaîne (2)1/2 A la température , les dimensions
macromoléculaires sont imperturbées (d'un point de vue physique il
y a compensation des interactions entre polymère et solvant d'une
part et entre motifs monomériques d'une même molécule d'autre
part) : la probabilité pour que les deux extrémités de la chaîne soient
séparées par une distance comprise entre s et s + ds est

d P (s) = 4 at s a exp (. 132 s2) ds (statistique gaussienrie)
3

a et (3 sont des constantes; 32 = -, 1 étant la « longueur> d'un
motif monomérique. 2 xi2

1.1. Etablir la relation qui existe entre a et 13.
1.2. a) Calculer la distance s la plus probable.

b) Calculer l'écart quadratique moyen (2)1/2.
2. L'excès de viscosité d'une solution macromoléculaire par rap

port au solvant pur, très important même aux faibles concentrations,
est caractérisé par la viscosité intrinsèque

lso1ution solvant
[ii] = urn

C-so "C0 solvant
(C est la concentration massique, i la viscosité de la solution,

ilo celle du solvant).
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Il a été montré que [11]3, viscosité intrinsèque à la température L
cb (i2)3/2

égale où est une constante indépendante du couple
M

polymère-solvant considéré ; L = 2,7. 1023 mol-l.
a) Selon quelle puissance de M varie []?
b) Les résultats expérimentaux ci-après sont les variations

de la viscosité intrinsèque de solutions de polystyrène dans le cyclo
hexane en fonction de la masse molaire moléculaire à la température a:

[](cm3.g1) 22 36 44 52 116 184

M " 10 (9. mol') 63 180 280 350 1 600 4400

Vérifier la relation de dépendance entre {] et M.
Calculer 1; discuter.

B. CHIMIE DE QUELQUES DERIVES PHOSPHORES
I. SOLUTIONS AQUEUSES D'IONS PHOSPHORIQUES ET POLYPHOSPHORIQUES
On donne les pK suivants, à 300 K, en solution aqueuse de force

ionique constante
acide phosphorique H3PO4:

pK1 1,9 pK2 = 6,8 pK3 = 12,5
acide diphosphorique H4P207

pK1 = 0,9 pK2 = 1,5 pK3 = 5,8 pK4 = 8,2.
1. Montrer que pour pH > 4, il est inutile d'envisager tous les

équilibres acido-basiques de H3PO4.
2. Ecrire la formule développée de l'acide diphosphorique. On

ajoute à une solution 0,1 M de cet acide de la soude concentrée
(volume pratiquement constant) jusqu'à pH = 7. Calculer, à l'équi
libre, les molarités des espèces contenant l'élément phosphore; regrou
per les résultats dans un tableau.

3. En fait, l'acide diphosphorique et les diphosphates sont hydro-
lysés lentement en acide phosphorique et ions phosphates selon le
schéma
(1) PP +H20±r2P.

On désigne par [PP] la somme des molarités de toutes les espèces
diphosphoriques et par [P1 celle de toutes les espèces phosphoriques

[PI
à l'équilibre. A pH = 7, est très grand.

[PP]
Déterminer, lorsqu'on part d'une solution dc H4P2O7 0,1 M en

tampon pH = 7, les formules et les molarités des deux espèces majo
ritaires à l'équilibre.
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4. Le spectre RMN du phosphore 31 d'un ion polyphosphate linéaire
ne contenant que P et O est constitué de deux doublets de même
« poids » présentant des déplacements chimiques respectifs à 4,7 et
16,9. 10-6 (référence : solution de H3P04 à 85 %). Quel est le nombre
d'atomes de phosphore dc l'ion considéré ? Justifier votre réponse,

5. On considère, en solution aqueuse, l'équilibre homogène
[CI [DI

A+BC+D K=




[A] . [B]
En fait, les réactifs et les produits sont susceptibles de donner

un ou plusieurs équilibres acido-basiques successifs symbolisés par
A A- +H-- KA,
A-±A2--+H+ KA,

D =±D- + H-- K01
D-D2_+H+ KD2

On désigne par A' le mélange à l'équilibre A, A--, A2- par D'
le mélange D, D-, D2-,

[C'] . [D']
a) A pH donné, exprimer K' = en fonction de

[A']. [B']
K, [H-f] et des constantes d'acidité

KA1...KD1..., avec [A'] = [A] + [A-] + ...,etc.
b) On appelle enthalpie libre standard apparente de la

réaction à pH donné la quantité AG»' = -RT in K'; celle-ci dépend
bien évidemment du pH. Calculer lorsque le milieu passe de pH, à
pH, ([H-f]1 = h1 à [H+]2 = h2) la variation AGO'2 - AGo'1 correspon
dante en fonction de h1, h2 et des constantes d'acidité.

c) L'hydrolyse de l'adénosine triphosphate (noté ATP3-)
est considérée par les biochimistes comme une source d'énergie
irremplaçable ; elle fournit l'adénosine diphosphate (ADP2-) selon
l'équilibre
(2) ATP- + H20 ADP2_ + H2PO4-.

u) Exprimer pour la réaction (2) la variation
AGo'11 - AGO'7

de l'enthalpie libre standard apparente, entre pH = 7 et un pH
quelconque supérieur à 4, en fonction de [H+], de la température
Kelvin T et des constantes d'acidité. On donne

ATP3- :± ATP4- + H+ KATP 1,1 l0
Jp2- ADP- + H+ KADP = 2,1.10-7.

13) A 300 K, AGO'7 = -30,6 kJ. mol-'. Calculer, en
kJ. mol-1, à 300 K, AGO'011 aux pH 4, 5, 6 et 8. Grouper les résultats
dans un tableau et tracer l'allure de la courbe AG°'011 = f (pH).
Conclure.
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II. PHOSPHORE PENTACOORDINÉ
A. Stéréochimie statique.

La) Calculer le nombre I d'isomères lorsque n ligands mono
dentés différents sont liés à un atome central dans une structure
polyédrique déterminée sans élément de symétrie.

b) Dans le cas où la structure polyédrique présente des éléments
de symétrie, indiquer le nombre d'isomères en fonction de l'ordre h
du groupe de symétrie du polyèdre et du nombre n de ligands.

2. Dans le cas du phosphore pentacoordiné (n = 5), la structure
polyédrique envisagée est la bipyramide trigonale régulière (B.P.T.)
où on distingue les ligands axiaux et équatoriaux.

Dénombrer et représenter, dans chacun des cas suivants, les iso
mères chiraux et achiraux

- 3 ligands sont identiques (1, 1, 1, 2, 3);
- 2 couples de ligands sont identiques (1, 2, 2, 3, 3).

3. Dans la bipyramide trigonale (B.P.T.), les isomères n'ont pas
tous la même stabilité. Ceci est dû à des effets électroniques et sté
riques. Pour les substituants les plus électronégatfs les directions
axiales sont privilégiées. Interpréter ce résultat. Représenter les iso
mères de P (CH3)2 F3 et les classer par stabilité décroissante.

B. Stéréochimie dynamique.
1. a) L'étude structurale de PF5 par diffraction électronique et par

infrarouge montre que ce composé a une structure B.P.T. A la tem
pérature ordinaire, le spectre de RMN du 19F de PF5 ne présente qu'un
seul doublet correspondant au couplage 31 - 19F.

Montrer que ce résultat est compatible avec une permutation des
ligands.

b) L'étude par RMN du 31 de (CH3)2NPF4 (N, N-diméthylamino
tétrafluorophosphorane) a été effectuée à différentes températures. On
obtient les résultats suivants




1" -




-

Fig. 1
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A - 100 OC, le spectre se présente sous la forme d'un triplet de
triplet (J_ = 750 Hz ; JP-F' = 900 Hz), et à -50 OC, sous la forme
d'un quintuplet.

Justifier l'allure de ces spectres, c'est-à-dire le nombre et l'inten
sité relatives des raies à -100 OC et à -50°C.

2. Différents mécanismes ont été proposés pour interpréter la per
mutation des ligands sans rupture de liaison autour d'une structure
B.P.T. Examinons la pseudorotation de BERRY (PAS.).

Dans ce mécanisme, un ligand équatorial joue le rôle de pivot
et ne se déplace pas. Les angles de liaison des quatre autres ligands se
déforment, l'ensemble passe par un intermédiaire pyramide à base
carrée. Par rotation de 90° autour de l'axe du pivot et déformation
inverse de la pyramide carrée, on aboutit à une nouvelle B.P.T. dans
laquelle les deux ligands axiaux de départ sont devenus équatoriaux.

a) Représenter dans l'espace le passage de l'isomère A à un
autre isomère en choisissant la liaison 3 - P comme pivot ; dessiner
cet isomère en disposant verticalement les liaisons axiales et en pla
çant en haut le ligand d'indice le plus faible.




A

Proposer une représentation « de type NEWMAN » de la P.R.B. appli
quée à l'isomère A.

b) Dessiner, en utilisant la convention ci-dessus, l'ensemble des
isomères que l'on peut obtenir par une seule PAS. à partir de
l'isomère A.

c) Un mécanisme de type PAS. pourrait être appliqué à une
structure tétraédrique pour rendre compte d'une inversion de configuration de l'atome central sans rupture de liaison

représenter dans l'espace un tel mécanisme,-
- indiquer, en justifiant la réponse, si un tel mécanisme est conce

vable pour le carbone.

III. RÉACTIONS DE SUBSTITUTION NUCLEOPHILE
SUR LE PHOSPHORE TÉTRACOORDINÉ

Les réactions S.N. sur le phosphore tétracoordiné passent par un
intermédiaire pentacoordiné de structure B.P.T. et suivent les règles
ci-après
- le réactif nucléophile attaque sur une face du tétraèdre;
- le groupe partant quitte la B.P.T. selon une direction axiale.

1. Dans la substitution nucléophile résultant de l'attaque de N sur
la face L1 L2 L3 de X P L1 L2 L3 où X est le groupe partant, montrer
qu'au niveau de l'atome de phosphore, la réaction peut avoir lieu soit



46 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

avec une inversion de configuration sans P.R.B., soit avec rétention en
mettant en jeu 3 P.R.B.

2. Hydrolyse de phosphate.
L'hydrolyse de l'éthylène phosphate a été étudiée en milieu acide

dans H2 180.

c2/°\ H+ T_ H0CH1-CH20P00H2

CHZ\ / [ CH./O\0 P018011 + H20
CH2\0/

Ecrire, sans considérations stéréochimiques, le mécanisme de for
mation de chacun des produits.

Sachant que dans une B.P.T. ayant un ligand bidenté, engagé
dans un cycle à 5 atomes, celui-ci occupe une position axiale et une
position équatoriale, montrer que l'obtention de l'un des deux pro
duits nécessite une P.R.B.

IV. SYNTHÈSE D'UN PHOSPHATE CHIRAL
METHYL (R) - (160, 170, 180) PHOSPHATE

Pour permettre l'étude de la stéréochimie de la réaction de trans
fert d'un groupe phosphate, une méthode générale de synthèse des
phosphates chiraux vient d'être publiée (1978).

H H H

-çy
co

(c) s-'o3 hcnc.

H




\ ,Ot1
-'-e +

1. Indiquer, pour les étapes 1 et 2, les réactifs utilisés, le méca
nisme et les conditions de chaque réaction. Proposer une méthode
de préparation de la benzoïne et indiquer une voie d'accès possible
à la (S)-benzoïne.

2. L'étape 3 est une étape de réduction effectuée par LiA1H4 ; elle
conduit au seul composé représenté.

a) Interpréter ce résultat.
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b) L'hydrobenzoïne provenant de la réduction de la (S)-benzoïne
par LiA1H4 présente, en spectrométrie de masse, un ion moléculaire
à 214 et deux pics importants à 107 et 108 dc structures CHOH+ et
CH2OH+. L'hydro-benzoïne (2H, 180) provenant de la réduction de

la (S)[180] benzoïne par LiAID4 présente un pic à 217 et quatre pics
à 107, 108, 110 et 111.

Déduire de ces résultats que le marquage à 180 de la (S).[180]
benzoïne se situe exclusivement sur le carbonyle.

3. Dans l'étape 4, on isole le seul diastéréo-isomère représenté. Ce
composé est obtenu par réaction de l'hydro-benzoïne marquée sur
170 = Pd3 en présence de pyridine, suivie d'une méthanolyse dans
la pyridine.

Ecrire les différentes réactions de l'étape 4. On ne demande pasde justifier la formation d'un seul diastéréo-isomère.
4. L'étape 5 est effectuée par hydrogénolyse (H2-Pd), et le mé

thyl (R)_[160,170,180] phosphate chiral obtenu est isolé sous forme de
sel de sodium. Le spectre de dichroïsme circulaire du sel de sodium
est le suivant




14
12
10




200 250 nm

Fig. 2
a) Indiquer brièvement le principe du dichroïsme circulaire et

définir la grandeur portée en ordonnée.
b) Calculer max pour le sel de sodium chiral optiquement

pur sachant que l'oxychlorure de phosphore marqué provient de PCI5
qui a réagi avec un équivalent d'eau contenant, pour les atomes
d'oxygène : 160 1,8 % 170 : 44 % 180 : 54,2 O/

V. BIOSYNTHÈSE OU SQULÈNE
1" Lors de la biosynthèse du squalène, la construction du sque

lette carboné est réalisée à partir d'esters diphosphoriques. C'est ainsi
que le couplage des deux unités isopréniques ci-après conduit au di
phosphate de géranyle.
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CH3 Cil3

H3C/CC/2\OPP + rllciC\cHl/CH2\oPP
H




Cil3 CH3
I CH2OPP

H3C/C/\CH2HOPP

H Il
Deux mécanismes ont été proposés pour ce couplage

- SN1 (ionisation - condensation) ± élimination
- SN2 + élimination.

Pour choisir entre ces deux mécanismes, des études cinétiques ont
été effectuées sur des dérivés de I et de II.

CH3\/CHIOH CH3\ /CH2OH
CH/ H CF,/ C\H

I II
a) Synthèse du E-trifluorométhyl-3 butène-2 ol-1 (II).

Le schéma de synthèse est le suivant

Cil1 CHZ\ /COIEt CFI\ /COIEt
CF >=

± 3P=CHCO2Et CF/ "H CHl/CH
97% E 3% Z

LiAlli4

Ecrire le mécanisme de chacune des étapes.
Pour la réaction de WrrrIG, indiquer le mode de préparation du

réactif phosphoré et interpréter la formation majoritaire de l'iso-
mère E.

b) Etude cinétique à 20'C.




Rapport des constantes
Substrat Réactif kOE3

de vitesse =
kcH3

Méthane sulfonate de I eau + acétone 1,8- 10-6Méthane suifonate de II 92 % acétone/eau
Chlorure de I I- dans
Chlorure de II l'acétone anhydre
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Lorsque le diphosphate de II est mis dans les conditions du
couplage biologique, il est 106 fois moins réactif que le diphosphate
de I.

Interpréter ces résultats et écrire un mécanisme pour le couplage
conduisant au diphosphate de géranyle.

2. Les études de biosynthèse sont maintenant facilitées par l'utili
sation de la RMN 13C. Partant de l'acide mévalonique marqué au
soit sur le carbone 5, soit sur les carbones 3' et 4, on obtient du
squalène marqué. Sur le schéma suivant, le double marquage est
indiqué




DII
H -




tiij(:11"

Indiquer comment s'effectue l'enchaînement des unités isopré
niques pour conduire au squalène.



50 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

SOLUTION

A. THERMODYNAMIQUE DES SOLUTIONS
I

1. 1.1. Par définition,
= éjol + RT in X1 et t2 = O2 + RT In X2.

1.2. La solution est parfaite si elle vérifie la loi de RAOULT
Pi P X.

1.3. AG,,, = G0i110 - Girntia
= T.,,j - E,, = RT [ni In XI + n2 In X21.

1.4. Les relations de la thermodynamique permettent
d'écrire

/ AG,,, AH,,,
aT \. T2 / T2




lAG,,,
soit AH,,, = O et =

ap
lAG,,,

1.5.a) AS,,, = - = -R (ni In X1 + n2ln X2).

b) S = k in W, W étant le nombre de complexions.
(N1 + N2) !

Pour le mélange, S12 = k in , N1 et N2 étant les
N1! N2!

nombres de molécules. Pour S et S2 pris à l'état pur (référence)
S1 = S2 = 0, d'où
AS,,, = S12 - S - S2

k [(N1 + N2) in (N1 + N2)-N11nN1-N21nN2]...
= - R [n1 in X1 + n2 In X2].

2. 2.1. a) Une molécule S1 a z voisins soit une énergie d'in-
z

teraction de - ( étant relatif à une mole). Pour N1 molé
N
N1 N1 z 1

cules, il y a - paires, soit H1 = -- = - z n1 iii.
2 2 N 2

1
De même, H, = - z 22

2
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n'
b) S1 a z voisins -+ z SId'où

n1 + n2
1 n12

une énergie - z E11
2 ni +n2

S2 d'où
i + fl2

1 ni n2
une énergie - z F12

2 n,+n2

Le calcul est identique pour S2 et l'on obtient
1 n12 1 n2l ni n2

H12 = - z E11 + Z E + Z F12-2 n1 + n2 2 n1 + n2 n1 + n2
n1 n2

c) AH, = H + H2 - H,2 = z AE
n1 + n2

1
avec = -. (E11 + E22) - F12

2
2.2. a) AG,, = AH, T AS,

I 12 A
= RT I z - + n in X, + 112 In X2

L n + 112 RT

que l'on peut écrire




r n12
AG,, = RTI x + ni lnX, + n2lnX2

L ni +n2

b) On peut tracer
AG,,

= x X, X2 + X, in X1 + X2 in X2.
RT

Si X < O, AGm est négatif et le mélange est toujours possible (cas
sans intérêt). Si X > O, soit !\Hm > O (solutions endothermiques),
ce cas correspond aux solutions macromoléculaires étudiées par
FLORY. AG,, est négatif si x < 2,77.

II




V2
1.1. On trouve facilement, x = -.

VI
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1.2.a) AS,,, = S,,,-S1-S2 avec: Sm = kin Ii...

r N1 xN2
-k i NI ]ln-+N21n--N2f(X,Z)

L N0 N0
S1 = O, mais S2 = N2 f (x, z) (S2 est l'entropie configurationnelle
du polymère). On en déduit

r n1 x n2]
AS,,, = k N1 In - + N2 in soit : (n0 = n1 + X 112)

non0 no J

ni xn2
AS,,, = - k n1 in + n2 in

n0 11

b) On calcule
ni VI n1

(fi= =
ni VI + n2 V2 n1 + x n2

x n2 xfl2
...et 2 =

ni + 11X2 n0
L'entropie de mélange peut alors s'écrire

AS,,, = - R [ni in Pi + n2 in 2]
1.3. Si l'on fait x = 1, 5 et P ont la même taille et l'on

retrouve q1 = X1 et cç2 = X2, c'est-à-dire les résultats de I.
ni 112

2. On avait trouvé, AH,,, = z Ac. Comme le poly
fi + f2

mère renferme X monomères, ii suffit de remplacer n2 par x 112,
ni x fl2

ce qui conduit à AH,,, = z Ac = x RT n1 P2.
ni + Xfl2

Ce calcul suppose en fait une approximation : en effet, dans
le réseau liquide, un motif monomérique a z voisins, mais seu
lement z - 2 molécules du solvant, de sorte que l'on est amené
à remplacer z - 2 par z, ce qui n'est valable que si z est élevé.

3.1. a) AG,,, = RT Ex ni cp2 + n1 ln qi + n2 in P2].
3AG,,,

b) La relation fondamentale AS,,, = - doit

A
toujours être vérifiée, ce qui entraîne- (xT) = O soit x = -:

aT T
le paramètre d'interaction est inversement proportionnel à T,
dans le modèle du réseau liquide de FLORY.
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3.2.a) Par définition, le potentiel chimique est défini par
/ EG

Lti = 1-
\ T, P, n1

/ SAG,,,
On en déduit = u.-.s.°i =




\ ail, )T, P, n2
Le calcul conduit à

= RT In +
(1
- 2 + X

(P221

b) Pour une solution diluée, In q = Ç2 - - et
2

Ç2= - RT - + (0,5 - x) W22
X

III. APPLICATIONS
1. Pression osmotique.

1.1. a) La condition d'équilibre, de part et d'autre de la
membrane, se traduit par l'égalité des potentiels chimiques du
solvant S, seule substance pouvant diffuser à travers la mem
brane. L'activité du solvant n'est pas la même dans les deux
compartiments (à cause de la présence du polymère dans un
seul des compartiments), ce qui entraîne une différence de pres
sion appelée pression osmotique (la température étant la même).

b) L'influence de la pression, sur le potentiel chimique

se traduit par - = VI, V1 étant le volume molaire partiel du

solvant. Si celui-ci est supposé incompressible, on déduit
= V1 P + p (T), ce que l'on peut écrire

°(T,P) = !Lo (T,Po) + VI (P-Po)
pour le solvant pur, Po étant la pression de référence
(Po = 1 atm).

La condition d'équilibre de S se traduit par
i°(T,Po) + VI (P1-Po) = °(T,Po) + VI (P2-Po) + RTlna,
a étant l'activité du solvant en présence du polymère P.

On déduit
= RT In a = - V1 (P2 - P1) = - tV1 soit = -
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c) En remplaçant A, par son expression trouvée en IT,
on peut écrire




RT

[

2
= - - + (O,5 ---x) 'p22

VI X

in x V,
1.2. a) On a C = - et l'on peut écrire : q2 = C

V M
L'expression de t peut ainsi s'écrire

rC
= RT J - + (0,5 - X) - V, C2

1M M2
On tire




1 x2
A, = - et A2 (0,5 - x) - V1

M W

b) M est proportionnel à x, donc A2 ne dépend pas de
M, ni de C bien sûr.

1.3. a) On calcule - = RT (A1 + A2 c). On peut donc
C

J'
tracer - en fonction de C. Dans les trois exemples donnés, on

C
obtient trois droites (ce qui est une vérification expérimentale

RT
du modèle choisi) dont l'ordonnée à l'origine est égale à -.

M
On trouve

t,°C 30 40 50
M, g mol-' 203 000 203 000 206 000
Ces trois valeurs sont parfaitement cohérentes et nous pren

drons M = 204 000 g mol-'.
b) Le calcul de la pente de chacune des droites est

aisé. On trouve
A2 (30) = - 41,7 10- g-2 1 A2(40) = 38,4 10 g-21 et
A2 (50) = 96,8 10-e g-2 I.

c) On trace A2 en fonction de t. On constate que A2
s'annule pour t = 34'C soit = 307 K. Pour cette température,
x = 0,5. On calcule x à partir de l'expression
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A2 / M
= -(-

V1 \. x
M




= ni étant la masse moléculaire de motif styrène (soit
X

104 g mol-'). On trouve : = 0,504, X40 = 0,496 et x,i = 0,490.
On constate que le produit xT n'est pas constant rigoureusement (153, 155 et 158) la solution n'est pas rigoureusement régulière, mais l'écart est très faible.




ci
1.4. On peut écrire : C = C1 et t = RT-, d'où

M
ci
M1 lui C1- = RT , or : n, = - '-S - et l'on peut écrire

C 1: ci M, M,
X i',, 1- =

1 ni Mi
RT = RT - avec M =

C Xn,M, M In,
2. Température critique de démixtion.

2.1. Si x 0, la pente de Ait, en fonction de (P2 est
constamment négative et il n'y a pas de démixtion.

Par contre, pour x = 0,6, la dérivée s'annule deux fois
5 4,17

Pour (P2 = - et pour (P2 = 0,17 - ii ayant la même
X X

valeur pour deux valeurs de q2, il y a démixtion.
2.2.a) Pour T = Tc, il y a début de démixtion. Si, pour

cette température T, on augmente x (à partir de la valeur 0),
la démixtion apparaît à partir du moment où la courbe At1 = t (c)
admet une tangente inflexionnelle horizontale.




2(A1)
b) Il faut traduire : -(A1) = O et = 0,

P2 P22
ce qui conduit à la valeur critique de x

1 / 1 V
Xc = ( 1 +

2 \.

c) Si x devient très grand, Xc = 0,5 et Tc s'identifie
avec la température de FLORY, ii.



56 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS




M
2.3. a) Pour chaque valeur de M, il faut calculer x = -

(in = 104 g mol-') et en déduire ensuite x,.

On trouve

Tc
_j

293 296 300 303 304

Xc 0,536 0,528 0,518 0,512 0,510

On trace xc en fonction de Tc et par extrapolation, on lit, pour
xc = 0,5, la valeur = 308 K (on note le bon accord avec la
valeur précédente).

b) La constance du produit T xc montre que la solu
tion est régulière.




IV. CHAÎNE MACROMOLÉCULAIRE
1.1. dP (s) étant une probabilité, il en résulte que

I dP(s) = 4ta s2 exp ( 32 2) ds = 1 soit =
Jo fô

1.2. a) La distance s la plus probable correspond au maxi-

dP d2P 1 /i
mum de -, soit- = 0. On trouve : s = - = - L

ds ds2 13 3

b) Par définition,
['ce 3

= 4 .ir a
J

s4 exp ( 32 2) ds = - = x 12

d'où : (2)1/2 =

2 132

23/2 x312 M
2. a) [] = = iI , or x =-,soit

M M in

[ii] =




13 -
/M. [ii] est donc proportionnel à \/M.

b) Il suffit de tracer [TI] en fonction de \/M. On obtient
effectivement une droite d'équation [] = 0,088 / M avec

13
0,088 = . On en déduit 1 = 7,0 Â.

m312
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Cette valeur est nettement supérieure à la distance entre
deux carbones consécutifs (1,54 À).

Il en résulte que, dans la théorie de FLORY, le motif n'est pasnécessairement le monomère de la chaîne macromoléculaire.

BIBLIOGRAPHIE
Chimie macromoléculaire » sous la direction de G. CHAMPETIER.

CHIMIE DE QUELQUES DERIVES PHOSPHORES
I. SOLUTIONS AQUEUSES D'IONS PHOSPHORIQUES ET POLYPHOSPHORIQUES

H2P04 K1
1. A pH = 4 = - = 126 ; on peut considérer

113 PU4 1-il
que la première ionisation de H3 PU4 est totale à pH > 4.

2. A pH = 7, on obtient le tableau des molarités suivant

Espèces H4P207 H3P2Or H2P2072 HP2O7- P2074
Molarités 11,4-10-14 1,8.10-8 5,6.10-3 8,9 10-2 5,6

1033. PP =H2O±2P.
A pH = 7, les deux espèces majoritaires sont : HP042 et H2P04-.
HP042- 10-68

= = 1,58 ; P/PP grand - tout le phosphore est
H2P04- 10-v

sous forme phosphorique -+ 0,2 = H2P04- + HP042- ; d'où l'on
tire




HP042- = 0,12 M; H2PO4- = 0,08 M.
4. Le spectre RMN du phosphore 31 est celui de l'anion

O- U- O-




0

-0-P-0-P-0-P-0-P-0

0-
I I

O- O- O-

5. a) [A'] = [A] + [A-] + [A']
F K KA. KA2
F H (H+)2

ctc, pour B, C, D,
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/ lc1 Ic1 Kc2 \ / KD1 KB1 Krj2
+ I.( l+-+ +

H+ (H--)2 / \ H'- (H-'-)2-+ K' K
/ KA1 KAI"KA2 \ / KB, KB, "KB,

+)"I 1+-+
(H-'-)2 / \ H± (H+)2

b)
-

/ Kc1 K1 K2
\ h2 h22 /

= -RT in




/ KA1 KA1KA2

- 'l h h22 /
/ K1 K1K2

-

\ 111 h12 /

/ KA1 KA1 KA,,

\. h h12 / -

c)




/ KADP \ / K2 K2 K3 \ / KATP
(1 + ). (1 + - + . t 1 +

FI-- / \ H (H--)2 J lO-
AG0'PH - AG0'7 = - RT in




/ KADP'\ / K2 K2 K3 \ / KATP
1.11+

\ 10-v / \ 10-7 10- / \.

D'où le tableau, où AGo'11 est exprimé en kJ. mol-1

pH 4 5 6 7 8

AG0'pH -27,3 -27,3 -27,8 -30,6 -35,8

La réaction d'hydrolyse de l'ATP est beaucoup plus impor
tante à pH = 7 (milieu vivant) qu'à pH acide.

II. PHOSPHORE PENTACOORDINÉ
A. Stéréochimie statique.

1. a) I = n!
n!

b) I = -.
h
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2. 3 ligands identiques : 4 isomères achiraux (fig. 1).

t
N

Z 2 -

Z d.




Fig. 1

2 couples de ligands identiques 4 isomères achiraux (fig. 2 a)
et un couple d'énantiomères (fig. 2 b).

t Z

I I .
L- Z_

L I

I I
©

3-f




Fig. 2
3. Dans la B.P.T., les liaisons équatoriales ont un caractère

sp2 » et les liaisons axiales « un caractère pd ». Ces dernières,
caractérisées par une forte densité électronique, assurent donc la
liaison avec les atomes les plus électronégatifs. D'où le classe
ment, par stabilité décroissante, des isomères de P (CH3)2F3
(flg.3)




F

I "l1e. ..Ftie > >

f Jti

Fig. 3

B. Stéréochimie dynamique.
1. a) L'existence d'un seul doublet indique que tous les fluors

sont équivalents. Comme cette équivalence ne résulte pas d'une
symétrie interne à la molécule, c'est qu'il y a permutation des
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ligands à une vitesse telle que la RMN ne voit qu'une position
moyenne.

b) La molécule est dessinée à la fig. 4 : A -100 "C, la molé
cule est figée : 31 est couplé avec deux F axiaux 1er triplet
détriplé par couplage avec 2 F équatoriaux. A -501C : il y a
permutation des fluors P est couplé à 4 F identiques -+ quin
tuplet 1-4-6-4-1.

( 11"
Fig. 4

2. a) On prend la liaison 3-P comme pivot (fig. 5) : on
obtient deux isomères par 2 PRB successives.

J4

I I
k) z

iPRB
4
+

'L
Fig. 5

b) La fig. 6 représente les isomères obtenus, à partir de A,
par une seule PRB, soit en prenant 4-P comme pivot (fig. 6 a),
soit en prenant 5 - P (fig. 6 b).




t.




PR5
+

II 4 Z.
t

L

Z. 1. 4
Fig. 6
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c) L'inversion de la configuration du carbone, sans rup
ture de liaison, nécessiterait un passage par une configuration
plan-carrée incompatible avec l'absence d'orbitales d.

III. RÉACTIONS BE SUBSTITUTION NUCLÉOPHILE
SUR LE PHOSPHORE TETRACOORDINE

1. La substitution s'accompagne, soit d'une inversion, soit
d'une rétention de configuration (fig. 7)

j L1
L

I 2.

?9f,

X




N L3'N t L1

2R L_fL J




r(Ej'o,%.

Fig. 7
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2. Hydrolyse de phosphate.
Mécanisme




-
OH




KO -H
I 8

robfrot




-x




IOH
H Ii-Q H-o

eH-o




110H OH
OH

Remarque L'oxygène O = P du produit final peut être mar
qué à 'SO.

Stéréochimie Les deux mécanismes passent par la forme
protonée (I) de l'éthylène phosphate (fig. 8).

I I




1 / D
'e_I . N

1-0




' I OHON IIIGOH,.
(I) (I)




Wolf

Fig. 8

(II) conduit, par expulsion de H20'8 en position axiale, au
phosphate cyclique non marqué, alors que le produit obtenu est
marqué. Il faut donc appliquer une PRB à (II) pour que le
substituant portant l'oxygène 18 quitte la position axiale (fig. 9).
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(1)

'

OH ®O141_
Fig. 9

IV. SYNTHÈSE D'UN PHOSPHATE CHIRAL
1. Etape 1 : Blocage classique avec l'éthylène glycol

HO-CH2-CH2-OH.
Etape 2 C'est l'ouverture acide d'un dioxolanne en mi

lieu H+/H2018.
La (S)-benzoïne utilisée est obtenue par dédoublement du

mélange d'énantiomères fourni par la réaction du cyanure de potassium sur le benzaldéhyde.
2. a) L'hydrobenzomne obtenue résulte de l'attaque du carbo

nyle de la benzoïne, par l'ion A1H4-, du côté le moins encombré,
comme l'indique la fig. 10.

o- Co..fr.aI%ok
tora




Fig. 10

b) Les pics à 107 et 108 correspondent aux ions
+

CH = 0H (107) et [CH20H]+ (108)
Ceux à 110 et Ill correspondent à

+
C2H = l80__H (110) et [-CH2H--'80H] (111)

Ceci montre que 2H et 180 sont portés par le même carbone, ce
qui exclut la possibilité de benzoïne marquée à 180 sur O- H.

3. Les mécanismes demandés sont classiques et largement trai
tés, à propos de la réactivité des alcools, dans de nombreux
ouvrages.

4. a) Voir le dichroïsme dans les ouvrages de physique.
b) Désignons par les indices D et G les circulaires droite

et gauche
1 jo 1 I

0=-Ln-; G=-Ln---*
l"c 'D l"c 'G




I 'G= D 'G = - La -
l"c 1r
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1 /IG\
AF, (mesuré) = - Ln ( J ; pour le mélange utilisé ici

/ " c \ 'D /mesuré
C = C(chiral) + C(achiral) -* C(chiral) = kC (k < 1).

Soit tu pour le sel de sodium chiral optiquement pur
1 /IG\ 1

tu = Ln(-} =-.tu(mesuré); on ak=0,44
k 1 c \ 'D /mesuré k

AF, = 12,2. l0- - = 2,77" 10-s.
0,44

V. BIOSYNTHÈSE DU SQUALÈNE
1. a)




o
cu I

, +
rc/ Hf37 CI 40,




IlCok
-




, .-"t
F, c

Du point de vue stéréochimique, les groupes électro-attracteurs
(CF3 et CO2Et) se placent le plus loin possible l'un de l'autre.
Pour la préparation du réactif phosphoré, on utilise le mélange
triphénylphosphine et bromacétate d'éthyle, puis traitement par
une base (soude aqueuse ou NaH).

b) Résultats cinétiques : Le couplage conduisant au di
phosphate de géranyle s'effectue vraisemblablement par un méca
nisme SN1.

2. Le double marquage montre
( isoprène + 1 isoprène
) géranyle;- Un enchaînement tête-queue




i 1 geranyle + 1 isoprene
farnésy1e

- Puis un enchaînement queue-queue 2 farnésyles - 1 squalène.

J.-C. DEPEZAY (Université Paris),
R. DIDIER (Lycée Thiers, Marseille),

C. DUFOUR (Rectorat, Paris),
G. FONTAINE (Lycée Charlemagne, Paris).
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Agrégation
SESSION DE 1979

OPTION PHYSIQUE APPLIQUEE

Epreuve C

PROBLEME D'ELECTRICITE, D'ELECTRONIQU E, D'ELECTROTECHNIQUE
ET D'AUTOMATIQUE

(Durée : 6 heures)

Matériel 4 feuilles de papier calque.
Le sujet aborde l'étude générale d'une boucle à verrouillage de

phase. Les applications concernent surtout la démodulation d'une
onde modulée en fréquence.

Le problème comporte 4 parties
I. Détecteur de phase : deux types de détecteurs sont étudiés.

II. Fonctionnement en petits signaux.
III. Fonctionnement en grands signaux, pour une boucle de

premier ordre, puis pour une boucle de second ordre, et
un détecteur à caractéristique triangulaire.

IV. Influence des imperfections des éléments constitutifs du
filtre, pour une boucle fonctionnant en petits signaux ou
en grands signaux.

Les quatre parties sont largement indépendantes; toutefois les
concepts traités dans l'ensemble du problème, ainsi que la terminologie
utilisée sont définis dans la première et la seconde partie.

Les notations de l'énoncé devront impérativement être respectées.
Une grandeur quelconque, de valeur instantanée YE, faisant appa

raître une valeur de référence Y et une variation ye, sera notée
YE - E + Ye.

Les transformées de Laplace seront notées avec des majuscules
à indices minuscules; exemple

Y, (p) = Lap [YE (t)]
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p étant la variable complexe qui apparaît dans les fonctions de trans
fert des systèmes étudiés, la variable complexe normalisée, égale à
p
-, sera notée s.
(Ûn




Dans tout le problème, u (t) désigne la fonction échelon unité,
égale à zéro pour t < Q, à 1 pour t > O.

On pourra éventuellement utiliser le formalisme de la distribu
tion de Dirac

ô (t) = O si t O ; ô (t) dt 1; ô (t) dérivée dc u (t)

ô (at) = -.ô (t) si a>O; t.ô(t) = Q
a

Une boucle à verrouillage de phase comprend (fig. 1)
- un détecteur de phase (D.P.) qui, s'il était parfait, élaborerait en

toutes circonstances une tension proportionnelle à la différence des
phases instantanées de ses entrées;

- un filtre (F) jouant le rôle de réseau correcteur;
- un oscillateur commandé par tension (O. C. T.), dont la fréquence

instantanée de sortie varie proportionnellement à la tension issue
du filtre. (Dans ce problème, on ne se préoccupera pas des limita
tions à cette proportionnalité.)

détecteur dephase UDfiltre

UR 41




oscillateur com..ndé
par tension

Fig. 1

On posera




UE = UE-sin Ew0t + tE (t)]
tiR = UR.cos [w0t + 'CPR MI

(ÇER(t) = E (t) - (PR (0-
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L'oscillateur commandé en tension est tel que
d '(PR
-(t) = K<.u1dt

avec Z IF UF + Uf.
Quand la boucle est «verrouillée », la différence ÇE (t) - q (t)

est constante; les fréquences de UE et de 1R sont donc égales.
Le point de repos est tel que la pulsation de l'oscillateur vaut o

quand les tensions de sortie du détecteur de phase et du filtre F
valent respectivement Un et Up.

On rappelle que la pulsation instantanée de x = X " cos [fI (t)J
Il le

est




dt
Sauf précision contraire, on supposera les conditions initiales (à

t = O-) nulles.




I. DETECTEUR DE PHASE
1.1. Un premier type de détecteur (fig. 2) comporte un dispositifréalisant la multiplication des deux tensions d'entrée WD = U

suivi d'un filtre passe-bas tel que seules les composantes à basse fré-
quence (c'est-à-dire de pulsations très inférieures à o) issues de WD
composent le signal u0.

jfMultiplieur

passe-bas

J
Fig. 2

La constante kd est positive.
1.1.1. Exprimer UD en fonction de UE, UR, et ka.

Tracer, pour ER quelconque, la courbe représentative de la fonc
tion PER - Un - f (q) lorsque ER est constante.

Ce type de détecteur est appelé «à caractéristique sinusoïdale»;
pourquoi?

1.1.2. Citer un montage permettant de réaliser ce type de
détecteur

1.2. Un second type de détecteur constitué par
- un dispositif de mise en forme qui transforme les tensions UE (t)

et uR(t)




DE (t) = V" sign [uE(t)]
v. (t) = V.sign [u(t)]
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par exemple (fig. 3)




v(t)

Fig. 3
- un multiplieur suivi d'un filtre passe-bas (fig. 4), comme pour le

détecteur de phase décrit à la question 1.1.

UE mise multiplieur I passe-
'Lforme j

D
J

ba

.R R X

Fig. 4
1.2.1. Citer un dispositif permettant de réaliser la mise en

forme.




St St
1.2.2. Donner, pour -- < ç < + -, l'expression de 11D

2 2
lorsque est constante, en fonction de Va, VE, ka, et PERS

1.2.3. Tracer, pour ÇÇER quelconque, la courbe représentative dc
la fonction 'PER - U = f (pER), lorsque 'PER est constante.

Ce type de détecteur est appelé « à caractéristique triangulaire >';
pourquoi?

1.3. Dans toute la suite du problème, on désignera par domaine A
le domaine de définition de la variable (PER constitué par la réunion

St St
de l'intervalle - -, + et de ceux qui s'en déduisent par des

2 2
translations égales à un nombre entier de fois 2 St.

De même le domaine B sera constitué par la réunion des
intervalles

[ St 3St {5St 7jt

il
[ St 3St

I-,...
- + 2n.'t, -- + 2flSt

2 2 2 2
On utilisera en outre le changement de variable suivant

Dans le domaine A, x = ÇER' modulo 2 St.
Dans le domaine B, x = (PER - t. modulo 2 St.
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[tLe domaine de définition de x est donc 1 --, +-
1.2 2

3Tt 5 it
(Pour - on a par exemple : X = VER 2.,r, tandis

2 2
X

que pour - ÇER -, X = PER
2 2

1.3.1. Pour un détecteur à caractéristique triangulaire, montrer
que
- dans le domaine A, on a U = X,
- dans le domaine B, on a UD = - Kd X.

Exprimer Kd en fonction de kd, VE et VR.
1.3.2. Pour un détecteur à caractéristique sinusoïdale, montrer

X
que l'on a des relations du même type, à condition que x J




2
1.3.3. On supposera que les relations précédentes sont encore

valables lorsque PER est une fonction du temps de la forme
VER (t) = èco.t pourvu que

Estimer la fréquence de coupure du filtre passe-bas du détecteur
de phase pour qu'il en soit ainsi lorsque w = 2 " 10 rad/s et

f0 = - = 10,7 MHz.
2x




II. FONCTIONNEMENT EN PETITS SIGNAUX
Dans toute cette partie, on considère que




X
- avec un détecteur à caractéristique triangulaire, VER <-"

2

- avec un détecteur à caractéristique sinusoïdale, PER




2
On considère donc un fonctionnement de la boucle en petits

signaux.
Le point de repos choisi est caractérisé par Un = 0-

11.1. La fonction de transfert du filtre est notée F (p).
11.1.1. Donner, en fonction de F (p), K0 et Kd, l'expression des

fonctions de transfert




er U1
T(p)=- et H(p)=-,
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On posera K = K0. Kd.
Dessiner un schéma général de la boucle où ne figurent que les

variables 1'e' r' er et Ut.
Montrer que les fonctions de transfert T (p) et 11 (p) ont un ordre

supérieur de une unité à celui de F (p).
11.1.2. Déterminer les erreurs de phase en régime permanent,

(PER (.c), pour les entrées suivantes
WE 1(t) = A.u(t)
fpE2(t) =

= 'y.t2.u(t).
A quelle (s) condition (s) doit obéir la fonction de transfert F (p)

pour que l'erreur (PER (co) soit nulle
a) Pour l'entrée WE i (t),
b) Pour les entrées (PE l (t) et Wa
e) Pour les entrées WE 1(t), WE 2(t) et Wa

11.1.3. Montrer que les filtres les plus simples conduisant à
des erreurs WER (o) nulles, et pouvant faire partie d'un système stable,
pour les entrées a), b), c) de la question précédente sont
- une liaison directe, c'est-à-dire F (p) = 1 dans le cas a),
- un filtre « à action proportionnelle et intégrale » (» P.1. ») tel que

A
F (p) = a + - dans le cas b),

p




A B
- un filtre tel que F (p) = a + - + -dans le cas c).

p p2
11.2. La fonction de transfert du filtre est F (p) = 1; la boucle

est donc du premier ordre.
11.2.1. Montrer que les grandeurs (PER et (Pa sont liés par l'équa

tion différentielle du premier ordre
d(PER d(PE
dt dt

Exprimer K en fonction de Kd et Ko.
Ecrire de même l'équation différentielle vérifiée par UF (t).

11.2.2. Déterminer les réponses (PER et (PER 2 respectivement
aux entrées suivantes




WE1(t) = u (t)
'(PE 2(t) =

Préciser dans les deux cas la valeur de l'erreur de phase en régime
permanent (PER (o)..
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dçE(t)112.3. Soit la nouvelle variable d'entrée WE (t) =




lit
ut (p)

a) Montrer que la fonction de transfert est la
ne, (P)

même (à une constante multiplicative près) que celle du filtre passebas dessiné ci-après (fig. 5)

UI _LE. 2

Y

Fig. 5
b) La variation de fréquence 'WE (t) de UE (t) est propor

tionnelle à un signal modulant s (t) dont le spectre occupe la bande
(0, fm = 5 kHz).

On a f0 = - = 10,7 MHz; K = 1,4. 106 rad/s.
2

Montrer que la boucle à verrouillage de phase constitue un bon
démodulateur de fréquence. (On s'attachera à démontrer que le signal
de sortie UF (t) n'est pas déformé par rapport à s (t)).

C) Comparer les pulsations de coupure des filtres passe-bas
successifs que sont le filtre du détecteur, la boucle elle-même lorsque
l'entrée en est 'WE (t), et le filtre que l'on place toujours à sa suite
pour isoler le signal utile, lorsqu'elle est utilisée en démodulateur de
fréquence. Commenter brièvement.




A
11.3. La fonction de transfert du filtre est : F(p) = a + -; la

p
boucle est donc du second ordre. Les coefficients a et A sont des
constantes positives.

11.3.1. Déterminer, les équations différentielles liant les gran
deurs ER et (PF d'une part, uF et ÇE d'autre part.

11.3.2. Quelles sont les erreurs de phase en régime permanent,
(PER (to), (PER2(o), et 'çR3(co) pour des entrées
WE (t) = A1 . u (t), Pa 2(t) = . t . u (t) et Ça (t) = y. t2. u (t) ?

11.3.3. En considérant que la grandeur d'entrée est
d WE (t)

WE (t) = , ' ,
dt
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U1 er
montrer que les fonctions de transfert H' (p) = - et T' (p) = -

11e
sont respectivement celles d'un filtre passe-bas et d'un filtre passe
bande.

Normaliser ces fonctions de transfert en posant n2 = A. K.
1 s

Montrer que l'on obtient en particulier : T' = -.
cj s2+2ms+l

11.3.4. On choisit les valeurs numériques suivantes
un

ni = 0,5; f,, = - = 225 kHz; K0 = 106 Hz/V; K = 2V/rad.

Déterminer A et a.
Tracer, en amplitude seulement, les diagrammes de Bode de

H' (s) et de T' (s).
11.3.5. Le signal modulant, s (t) = a. cos (o,,,. t) a une fré

quence maximale fm égale à 5 kHz.
Justifier l'expression correspondante de cç (t), qui est la phase

du signal modulé UE (t) reçu à l'entrée de la boucle
Aœe=




Ù)m
Quelle doit être l'excursion maximale de fréquence

(tA0e)max
(Ve)max = 2x

correspondant à la fréquence im, qui permet d'obtenir une tension
u0 (t) d'amplitude 1 V à la sortie de la boucle?

Evaluer la largeur spectrale occupée, dans ces conditions, par tiE (t).
Quelle est l'amplitude de l'erreur de phase correspondante ?

III. FONCTIONNEMENT EN GRANDS SIGNAUX

On s'intéresse maintenant au comportement d'une boucle pour
des signaux d'entrée pouvant conduire à des valeurs qER telles que

IPER I >
2

111.1. La boucle est du premier ordre; le détecteur est à caracté
ristique triangulaire.

Le filtre est une simple connexion F (p) = 1.
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111.1.1. Montrer que, dans le domaine A, pour une entrée cp (t)
dx

nulle et un coefficient K positif, les points x = O, = O sont des
dt

points d'équilibre stables. Montrer par contre que dans le domaine B,
dx

dans les mêmes conditions, les points x = O, - O sont des points
dt

d'équilibre instable.
(On rappelle que les domaines A et B ont été définis à la question 1.3. et le coefficient K à la question 11.2.).

111.1.2. On se propose de représenter, dans le plan ÇER'
d (PER

y (plan de phase), l'état de l'erreur (0ER (t) accompagnant
dt

divers types d'entrées PE (t), avec K > O. On portera (PER en abscisses
et y en ordonnée.

Quelle est, pour q (t) = - t . u (t) la nature des trajectoires de
phase dans les domaines A et B ?

Dans quel sens ces trajectoires sont-elles décrites ?

En application numérique, tracer les trajectoires correspondant à
Kir 3Ka

(0E 1(t) = -'t-U(t); o 2(t) . t . u (t)
4 4

avec K > O, sachant que dans les deux cas qER(O) = O.
Dans le deuxième cas, on dit que l'acquisition n'est pas réalisée.
Quelle est, en fonction de K, la plus forte variation de fréquence Af

qui, dans le cas d'une entrée en échelon de fréquence, permette
l'acquisition?

Calculer Af pour K = 1,4 " lO rad/s.

111.1.3. On considère une entrée (fig. 6) définie par
d a

PE (O-) = O, - = Aù) - [u (t) - u (t - T)]
dt

On prendra : A» = K "avec K > O.
a) Tracer les trajectoires du point représentatif de l'état de

la boucle dans les deux cas suivants

-<CPER(T)<Jr; xER(T)<.2 2
Dans les deux cas, on prendra pER (0) = O.
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b) Calculer, dans le cas < ÇER(T) < -, la date T'
2

à laquelle PER(T) = t.
Application numérique : K = 1,4 106 rad/s.

c) Déduire des trajectoires dans le plan de phase, dans
les deux cas, la forme de la tension de sortie 0F (1).

w d(PE ( t)

O T t

Fig. 6

N.B. On peut, sur le plan de phase, superposer la courbe repré-
santative de la fonction (PER -* ur «VER)-

On indiquera la date T sur les courbes représentatives de u 1 (/)
et uF2(t).




d) Compte tenu des spectres prévisibles de UF 1(t) et de
tIF 2(t), montrer que le filtre passe-bas qui suit la boucle à verrouil
lage de phase donnera un signal de sortie beaucoup plus important

JE
dans le cas où - < (PER (T) < t que celui qu'on obtiendra si

2
3J1

< WERC') < -.
2

111.1.4. Les entrées WE (T) ayant la forme envisagée précédem
ment constituent en réalité une forme de bruit gênante. On désire en
éliminer les effets au niveau du filtre de sortie, donc se placer dans

le cas où t < (PER (T) <
2

Montrer que si toutes les entrées de bruit perturbatrices WE (t)
avaient la même configuration caractérisée par Au et T, il faudrait
pour éliminer le bruit du démodulateur, que la constante K soit infé
rieure à une certaine valeur K1 que l'on ne cherchera pas à déterminer.
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Application numérique : Montrer que pour K = 1,4. 106 rad/s,
Au = 106 rad/s et T 2 " 10-6 s, la condition précédente est
réalisée.

111.1.5. La condition précédente étant réalisée, montrer que si
l'état de repos de la boucle, avant arrivée de l'impulsion de fréquence,
est caractérisé par qER (0-) 0, plus particulièrement si ER (0-) est
de signe contraire à celui de Au, le bruit à la sortie du démodulateur
ne sera pas éliminé.

111.2. La boucle est du deuxième ordre; le détecteur est à carac-
A

téristique triangulaire. Le filtre est du premier ordre : F (p) = a + -.
p

111.2.1. Ecrire, pour les domaines A et B, l'équation différen
tielle reliant x (t) et q(t). (On rappelle que la variable x a été
définie à partir de VER à la question 1.3.)

Normaliser ces équations en effectuant le changement de variable
défini par




= w,, " t correspondant à s = -
(On

On conservera des notations analogues à celles de la question 11.3.;
le facteur d'amortissement, notamment, sera noté rn

111.2.2. On se propose d'étudier, dans le plan de phase, les
trajectoires du point représentatif de l'état de la boucle, pour des
entrées en échelon de fréquence telles que pE (t) = Ao. t. u (t).

dx
On pose pour cela y = - et on considère le plan x, y.

d.

a) Ecrire, pour ' > O les équations vérifiées pair y(-,)
et x(.).

Montrer que dans chacun des domaines A et B, les isoclines, c'est
à-dire les points des trajectoires y = f (x) ayant même pente,

dy
q = -4--- sont des droites concourantes.

dx




b) Montrer que l'on peut restreindre le domaine de défini-
[ t 3a

tion de (PER à --'- , à condition de reprendre en ER -
2 2j "2.

toute trajectoire parvenue à = -'-, et de conserver en
2

at 3 at
tÇER = -- l'ordonnée de PER = -.

2 2
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Montrer que dans le domaine B il existe toujours deux isoclines
qui constituent elles-mêmes des trajectoires possibles, alors que ce
n'est pas toujours le cas dans le domaine A.

c) On suppose que qER(O-) = O et que y (O-) = 0.
En déduire, pour les entrées q (t) définies plus haut, la valeur de

y (0+) en fonction de Aù) et de o,,.
111.2.3. L'annexe I donne, aux noeuds d'un réseau de maille

élémentaire -, la direction des trajectoires de phase qui passent
10

par ces points (on a choisi m = 0,5).
a) Montrer que le point PER = 0, y = O est un point

d'équilibre stable, tandis que le point qER jt, y O est un point
d'équilibre instable.

Utiliser l'annexe I pour tracer les trajectoires correspondant à
PE (t) = . t . u (t) avec Aù), = 0,9 jto puis Aco2 = 1,1

Qu'en déduisez-vous?
Esquisser uD2(t).

b) Comment se traduit, dans le plan de phase (WER, y) la
réponse à une entrée du type

dwE




Aù).[u(t)-u(t-T)j?
dt

Application
AD) = 1,1 cPER (O-) = 0; T tel que ÇER (T) = -.

3
111.2.4. Quels avantages cette boucle présente-t-elle par rapport

à une boucle d'ordre un?
Quelle méthode proposeriez-vous pour étudier directement il, (t) ?

IV. INFLUENCE DES IMPERFECTIONS
DES ELEMENTS CONSTITUTIFS DU FILTRE F

IV.1. On cherche à réaliser une fonction de transfert du type
A

F (p) = a + -.
p

Montrer que le montage ci-après (fig. 7), dans lequel les amplifi
cateurs utilisés seraient parfaits, permettrait d'obtenir le résultat
cherché.

Application numérique : Sachant que R1 1 k,Çl, calculer R2
Utet C pour avoir F (p) = - tel que A = lO rad/s et a = 0,7.
Ud
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R R,

J

L
RR




JU

+
A01 -

A02

Fig. 7
IV.2. En fait, on réalise le montage ci-après (fig. 8)

R
R,

U

Fig. 8
Pour quelle (s) raison (s) ?




Ut
Préciser pour ce filtre, la fonction de transfert - ?

Ud
Montrer qu'elle peut être mise sous la forme

1 + b1 p
F(p) = B"

I + b2. p
IV.3. On utilise le montage de la question IV.2.
L'amplificateur opérationnel AOl est supposé parfait. On prend

comme modèle de l'amplificateur opérationnel A02 le schéma ci
après (fig. 9), dans lequel td et Cd sont les courant et tension de
décalages, non correlés.

IV.3.l. Exprimer U1 en fonction de Ud, Ed, 'd et F (p).

IV.3.2. Dans le schéma général de la boucle à verrouillage de
phase, faire apparaître les entrées Ed et Td comme des perturbations.

Exprimer e' en fonction de e' Ed et Id.
En déduire l'erreur de phase en régime permanent, due à des

entrées PE (t), 1d et telles que
cl WE




= id (c) = J; ed(.c) ED.
cit
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I-- -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------II -ç-a




A. Op.

pT

arfa'

UF

Fig. 9
Mettre cette erreur sous la forme

qER(°°) = (PER i(Aw) + (PER2ÇED, ID).
IV.3.3. Le constructeur indique

idtmax = 1 nA; ed.. 100U.V.
On choisit R1 = 103 f1 et Ko = 106 rad/s/V.
Calculer la valeur maximale de B qui, pour une excursion de

pulsation \o) = 106 rad/s, conduit à un rapport
I (PER 2(d, id)/PER i(Aw)

toujours inférieur à 1/10.
On choisit B = 2,8.

IV.3.4. Quelle doit être la valeur minimale de Kd pour que
l'erreur (PER 2 soit toujours inférieure à 10-4 rad ?

On choisit Kd = 2 V/rad, et l'on considère dès lors que l'ampli
ficateur opérationnel est parfait.

IV.4. La boucle fonctionne en petits signaux, dans les conditions
de la question IV.3.




U/
IV.4.l. Calculer H (p) = - et T (p) -.

Calculer l'erreur de phase en régime permanent, pour une entrée
en échelon de fréquence, (PE (t)




Uf er
IV.4.2. Calculer 11'(p) et T'(p)

Normaliser ces fonctions en posant
K0Kd'B K'B

(02,, =
b2 b2
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IV.4.3. La pulsation a,, est choisie égale à 1,4 . 106 radis ; la
boucle est réglée avec m = 0,5.

(Le dénominateur de T' (s) peut se mettre sous la forme
1 + 2 ms + s2.)

Calculer, en prenant pour autres valeurs numériques celles de la
question IV.3., les valeurs de R2, R3 et C qui en découlent.

IV.4.4. Tracer, avec les valeurs numériques précédentes, les, dia
grammes de Bode des fonctions de transfert H'(s) et F(s) (en
amplitude seulement). .

Y a-t-il des changements notables par rapport à la boucle obtenue
A

avec F(p) = a + -?
p

IV-5. La boucle fonctionne en grands signaux, dans les conditions
de la question IV.3. le détecteur est à caractéristique triangulaire.

1 + b1 p
IV.5.1. Pour F (p) = B , écrire, dans les domaines

1 + b2. P
A et B, les équations différentielles reliant x (t) et WE (t).

IV.52. Effectuer la normalisation définie par to, t =
Que deviennent les équations reliant x (t) et WE (t) pour des

entrées du type q,(t) = An . t. u (t) ?
dx

En posant y = -, montrer que pour t > 0, on peut écrire
d.
dy An
-+2rn.y+x=------ dans ledomaine A

K.B
dy AU)- - 2 ( in -- y - x =- dans le domaine B.
d \. K.B/ K.B

(O
On posera pour la suite ni' = m

K.B
IV.5.3. On s'intéresse aux trajectoires dans le plan de phase x, y.

Caractériser les isoclines des domaines A et B.
Déterminer les points d'équilibre et leur stabilité.,

IV.5.4. Montrer que, dans le 'domaine B, il existe toujours
deux isoclines qui constituent elles-mêmes des trajectoires possibles,
alors que ce n'est pas toujours le cas dans' le domaine A. Montrer
que ces isoclines sont des droites.

Dans le domaine B, on notera P le point où celle de ces droites

qui a un coefficient angulaire positif coupe la verticale E = -,
2
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et Q le point où celle qui a un coefficient angulaire négatif coupe la

verticale WE = -. On notera par ailleurs P' le point d'abscisse
2

Wa = - -r- qui a même ordonnée que P, et Q' le point où la tra-

jectoire de phase qui part de P' coupe l'axe q = - (le point Q'
2

peut ne pas exister).
Placer ces points d'après les annexes II, III, IV qui correspondentaux cas




(I)»
in = 0,5 0,25 Au = 0

K.B




ALt) a
m = 0,5 - = 0,25 - = 0,4

K.B K.B 2
Au a

ni 0,5 - = 0,25 0,6
K.B K.B 2

IV.55. On suppose que Wa (0-) = O et que y (0) = 0.
a) On applique une entrée q (t) = Au . t - u (t) Déter-

miner y (0+).
Au a Au a

Tracer, dans les deux cas- 0,4 - et = 0,6
K.B 2 K.B 2

(annexes III et IV) les trajectoires correspondantes.
b) On applique une entrée WE = Au - t - u (t). De plus, à

l'instant t = 0, une perturbation amène le point figuratif, dans le

plan VER, ', au point WER(0) 0, y (0+) -.

Tracer, dans les trois cas définis à la question IV.5.4. les trajec
toires correspondantes.

IV.5.6. On suppose que WE (0-) = O et que y (0-) = 0.
On applique une entrée q (t) = Au - t. u (t).
Montrer que pour certaines valeurs de Au, et même s'il existe

des points d'équilibres stables, l'acquisition est impossible (on reliera
ce phénomène aux ordonnées respectives des points Q et Q').

Estimer graphiquement (compte tenu des trajectoires trouvées pré
cédemment), la valeur Aumax en-deçà de laquelle l'acquisition est
toujours possible pour une boucle caractérisée par m = 0,5;
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colt = 0,25.
K.B

Application numérique
K = 2.106 rad/s B = 2,8.

IV.6. La boucle fonctionne en grands signaux, dans les condi
tions de la question IV.3; le détecteur est à caractéristique sinusoïdale.

Montrer qu'une normalisation portant sur la variable t permet de
mettre l'équation différentielle non linéaire reliant les variables PERet pE sous la forme

WER d fER d2 (PF d ç+ (a + cos + sin ER + .
dT2 d
Proposer une méthode permettant de déterminer les trajectoires

correspondantes dans le plan de phase.

N.D.L.R. Les annexes I, II, III, IV distribuées avec cet énoncé
ont été reproduites avec le corrigé (voir p. 96, 104, 105, 106).
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SOLUTION

I. DETECTEUR DE PHASE

1.1.1. U'D = - kd.UEURSinqER...
2




+-kd UE UR sin (2 (00t -F PE + (PR)
2

1
UD = " UE UR" S]fl (PER.

2
La courbe qER - 11D est une sinusoïde passant par l'origine.
1.1.2. Des circuits multiplieurs à transistors, ou un modula

teur en anneau permettent de réaliser ce type de détecteur.

1.2.1. Un comparateur à faible hystérésis
1.2.2. On trouve sans peine, en dessinant les sinusoïdes 14E (t)

et UR (t), et en tenant compte du fait que pour PER = O, soit
(PR = (PR, ces courbes sont déjà en quadrature, que

2
UD = kd VE VR - (PER pour -- < (PER < -.

2 2
2

= - -. kd" VE VR (FER - t) pour- < PER <7(.
2

1.2.3.
'7-

2 kd VFVE
1.3.1. Kd




1t
/CdUEUR

1.3.2. Pour x -, UD
2 2
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1.3.3. Les relations précédentes sont, effectivement, vraies si
cER est une fonction du temps du type (PERM = ôco " t avec
ôU) ' 0)0.

Montrons-le dans le cas du détecteur à caractéristique
triangulaire. Si UE = UE" sin (00t, alors

4Vh r 1 1
= "( sin foot +-sin3coot + -sin5u0t +L 3 5

UR = URCOS [(coo + bù)û) t]
4VR r 1 1

DR = cos (o + w) t -- cos (3 0) + 3 co) t + - cos (5)3 5

8 kd VI V
D'où U'D =

1 1
sin (ôù) - t) -- sin (3 &û. t) + sin (5 ôù). t)

9 25

+ des termes de pulsation 2co0 - ôù) ; 2 co0 + ow; 2Û) + 3 0w;
2 w0 - 3 00)

+ des termes de pulsation 4 wo + 0w...

Toutes ces composantes, dont l'amplitude décroît avec le
rang, sont arrêtées par le filtre passe-bas qui suit le multiplieur.

Or, l'expression de la partie basse-fréquence du spectre est
très exactement le développement en série de FOURIER (série
convergente) de la fonction représentée ci-après

1j,v.v

y
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Conclusion : Il faut laisser passer les composantes de pul
sation &o, 3 ou, 5 Ou... et arrêter celles qui ont pour pulsation
2 (OØ - Ow, 2u0 -3 &, 2oi0 -5 0w, etc.

Un filtre passe-bas de pulsation de coupure égale à oc, pour
rait sembler le meilleur ; en fait, une légère dissymétrie du
multiplieur fait apparaître un résidu de la porteuse de pulsa
tion u,.

Dans les conditions de l'application numérique, une fréquence
de coupure comprise entre 2 et 8 MHz peut convenir.

II. FONCTIONNEMENT EN PETITS SIGNAUX

p p
11.1.1. T (p) = =

p + K0"KdF(p) p + K.F(p)
p"Kd"F(p)

H (p) = ; avec K = K0"K1
p + K"F(p)




N (p)
En écrivant F (p) sous forme d'une fraction rationnelle




D (p)
on voit que les dénominateurs de T (p) et H (p) sont d'un degré
supérieur de I unité au degré de F (p).




2'
IIl..2. ei(P) = -; e2(P) = -; e3(P) =

p p2 p3
Par ailleurs




"VER (o) = urn [P 1ER (p)]p-,0
On en déduit




p "
(VER1() = urn

P-' K"F(p)
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c1ER2(œ) = urn
v-.O K.F(p)

2?= urn
p- O KpF(p)

Pour que ces erreurs soient nulles, il est nécessaire que F (p)
vérifie les propriétés suivantes

a) F(O) définie.
b)F(p)-oo lorsque p-+O,
c) p.F(p)- c lorsque p-*O.

11.1.3. Dans le cas a), si F (p) = 1, on a bien F (O) = 1. Une
boucle du premier ordre ne présente donc pas d'erreur de phase
en régime permanente à une entrée en échelon de phase.

Dans le cas b), on peut songer à une fonction de trans-

fert F (p) de la forme F (p) = -, mais elle conduit à
p

p2
T (p) = qui est la fonction de transfert d'un système

p2 + u K
instable.




A
Le cas le plus simple est donc tel que F (p) = a +




p2
De la même manière, la fonction F (p) la plus simple qui

assure à la fois une erreur (FER (.o) = O et une boucle stable
A B

est de la forme F (p) = a + +
p p2

dwER dçE dq
11.2.1. PER = (PC - PR =

dt dt dt
d PR

On sait que = K0 u1; d'après le texte U» = O, et puisque
dt

U» = tIF, on en déduit tI = u1. Donc
d PR

= K0" u» = K" Kd
dt
dPER d (PE

On en déduit + KER = avec K = K0K1.
dt dt
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11F étant relié à FER par la relation UF = Kd" PER, on obtient
de même




du dq
+ K ZLF = K1

dt dt
11.22. Soit, à partir de l'équation différentielle vérifiée par

(PER, soit à partir de la fonction de transfert T (p), on trouve
facilement

(PERI(t) = L.e_Kt.u(t) et 'VER 1(00) = O
AO)

(PER2(t) = ___(1_e-Kt).u(t), et (PER 2(c) = -.
K K

W 2ir .




6

11.2.3. = Pe

U1 Kd U2 1 1
a)-= ;




1
f1 p+K U1 RC

p+RC

Ces fonctions de transfert sont les mêmes si Kd = - et K0 = 1.
RC

b) ()E (t) = « s (t).
Le passage de la porteuse modulée en fréquence par s (t) à

travers la boucle à verrouillage de phase, équivaut, en ce qui
concerne s (t), à un passage à travers un filtre passe-bas de pul
sation de coupure égale à K, donc de fréquence de coupure
f, = 223 kHz.

Le signal n'est pas déformé, mais, puisque la phase de H (p),
(1) 0)

pour p = jù), vaut -Arctg -, soit--pour o K, il est
K K
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dcp 1
retardé d'une durée . = -- = - = 0,7 s.

do K
c) Filtre du détecteur : 2 à 8 M. Hz.

Boucle elle-même : 223 kHz
Filtre passe-bas de sortie - 5 kHz.

La fréquence de coupure de chaque filtre est très supérieure
à celle du filtre suivant, son influence est donc négligeable sur
celui-ci.

11.3.1. On raisonnera par exemple à partir des fonctions de
er P

transfert : T (p) = - conduit à
/ A

e p+K(a+
\ p

d2WER dqp
+ K'a + K"ACPER =

dt2 dt dt2
7 A

hf




P
De même, H (p) - = conduit à

/ A
e p + K. ( a +

p
d2uF duF

+ Ka- + KAUE...
dt2 dt

d2q dqE
dt2 dt

11.32. L'étude de la question 11.1.2. montre que

PER1(°°) = 0; 'TER 2(°°) = 0; PER3(°°) = -.
KA

ut Ka(A+ap)
11.3.3. H' (p) = - =

f K"(ap+A)+p2
c'est la fonction de transfert d'un filtre passe-bas du 2me ordre.

T' (p) = est la fonction de transfert d'un
p2 + K'ap + KA

filtre passe-bande du 2me ordre.
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p
En posant s = , on trouve

VAK
1 s 1 1+2ms

T' (s) = -. et H'(s) =
o 1 + 2 ms + 2 K0 1+ 2 ms + s2

ao /i Ka
avec 2m= =a

A A




0n
11.3.4. 2m = 1; a = - = 0,71.

K
(02 1+s

A = - 106 rad/s H, (s) = 106
K 1+s+s2

s
T' (s) = 0,7" 10_6




1 + s + 2

11.3.5. s (t) = a " cos (°m t)

dÇF = as (t).
dt

A une constante d'intégration près, on a donc

AWe
c (t) = sin (n,,,. t), avec An = a a

0rn
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cela entraîne 0E = Aù), COS W,, 1.




0m 5
Pour 0 < f, < fm = 5 kHz, soit O <- --, on a

o,, 225
H' 10_6, donc OD = l0 V/rad/s.

Pour avoir UD = 1 V, il faut donc = 106 rad/s, soit
(Afe)niax = 159 kHz. La largeur spectrale pratiquement nécessaire
à la transmission de tiE (t) dans ces conditions, est donnée par
la règle empirique de CARSON

B = 2 (Afe)rnax + fnj = 320 kHz.

Pour ( (,)Il, T' 0,7 .10-6




-.
ffin

Si 'E = AWe " cos O),,, t,




(J),,,
WER = 0,7 10-6 -- Aù), cos (w,,, t - j).

(O,,
L'amplitude correspondant à (Afe)max = 159 kHz vaut donc

5
0,7 106 x - x 106 = 0,9 degré.

225

III. FONCTIONNEMENT EN GRANDS SIGNAUX

111.1.1. Dans le domaine A, où x =qER modulo 2jr, pour une
dx

entrée WE 0, l'équation à laquelle satisfait x est + K x = 0.
dt

C'est une équation d'équilibre stable car, quelles que soient les
conditions initiales x0 ou x0, la solution de cette équation

X0
x = x0 -Kt ou x = -- -Kt, conduit toujours au point

K
X = 0, X = 0.

Dans le domaine B, au contraire, l'évolution de x = qER -
dx

modulo 2,t, est régie par - - Kx = O on a par exemple
cit

x = x0 Kt, un écart de phase par rapport au point d'équilibre
x = 0, y = O entraîne le point de fonctionnement encore plus
loin. Le point x = 0, y = O est donc un point d'équilibre
instable.
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111.1.2. Pour q (t) = " t. u (t), d'après les propriétés des

dçE
fonctions u (t) et ô (t), = Ato " u (t) ; donc, pour t > 0,

dt
on a




y -Kx + Aco dans le domaine A,
y = Kx + Aù) dans le domaine B.

Les trajectoires sont donc des droites décrites vers les
phases ÇER croissantes lorsque y est positif, vers les phases ER

dq
décroissantes lorsque y est négatif, puisque y =

Application




d ÇER




± KcÇER = A(Ù t.u(t).
dt

On voit en intégrant cette équation entre 0- et 0+ que
tPER(O) = (FER (0-)- On en déduit, dans le cas où ç(0-) = O

d WER
que (0+) = Aù). D'ou les trajectoires dessinées ci-après

dt

° RL

T r ir




Kn
L'acquisition ne peut être réalisée que pour Aù) < -,

K
soit Af < -.

4
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Application numérique
Pour K = 1,4" 106 rad/s, Af doit être inférieur à 350 kHz.

111.1.3. a)




.

. 2.

r




ôxe

Dans le deuxième cas, le système revient à l'équilibre après
un saut de phase de 2

111.1.3. b) Lorsque le système évolue de P en M dans le
plan de phase (voir les figures précédentes), la grandeur ER

Aw
est régie par l'équation (PER (t) = - (1 - e-Kt). La durée du

K
trajet MN est égale à celle de PM.

2
On en déduit T' = - 1n2 1,0 s.

K
111.1.3. c) Les courbes donnant U1) en fonction de ÇER ont

été dessinées dans l'étude de la partie I.
La considération des trajectoires de phase permet de trou-

du(t)
ver les valeurs comparées de tIF (t) et de . On en déduit

dt
les courbes ci-après
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.I1TTs

On constate que la valeur moyenne de UF i (t) est importante,
tandis que celle de tIF 2(t) est beaucoup plus réduite.

111.1.3. d) La densité spectrale d'un signal du genre UF 1(1)
a donc la forme Sb 1 (f), tandis que celle d'un signal du genre
I IF ressemble à Sb 2 (f) représentées ci-après.

sLy

/Lp8f
-

Le signal de sortie après filtrage est donc beaucoup plus
important dans le cas où la perturbation cesse avant la date T'
que dans le cas où elle disparaît un peu plus tard.

2 An
111.1.4. T' = - In

K
An - K

2
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Il faut T> T'.
On peut représenter les variations de T' en fonction de K

pour Ao = 106 t rad/s.




>k

r

jdo




10

T' (K) est une fonction croissante de K.
Pour An = 106 t rad/s et T == 2 " 10_6 s, (on a affaire

à un saut de phase An " T = 2 dû au bruit), on trouve
T' = 1,7 10-6 s.

On a bien T> T'.
La valeur de K est telle que

T' (K1) = 2 10_6 s est K1 l,59" 10-6 rad/s.

111.1.5. Si cÇER(O) est de signe contraire à celui de An, cela
recule la date à laquelle VER atteint la valeur t. On risque donc
de retrouver le premier cas étudié ci-dessus conduisant à un
bruit appréciable en sortie. La boucle du deuxième ordre qui
permet à l'erreur de phase (PER d'être en général plus proche
de zéro (nous avons vu que l'erreur permanente correspondant
à un échelon de fréquence est nulle dans le cas d'une boucle

Aw
du second ordre alors qu'elle est égale à - dans le cas d'une

boucle du premier ordre), permet de remédier à cet état de
choses.

111.2.1. Avec la variable x, on passe du domaine A au do
maine B en changeant le signe de Ka et donc celui de K.

d2x dx d2 EDomaine A: + Ka + A Kx =
dt2 dt cit2
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d2x dx dEDomaine B : - Ka - - AKx =
dt2 dt dt2




au
On choisit œ, tel que w,,2 = A K, et 2 m = -.

A
On trouve ainsi

dans le domaine A
d2x dx dl q- + 2m- + X =

d2
dans le domaine B

cPx dx d2qE
d2 d d2

PE
111.2.2. a) Pour 'r > O, = O. On a donc

d'r
dx

A




dy- = - 2 my - x
\

dx

B
dy

+ 2 my + x

dy x
Si - = q, on a: y = - dans le domaine A,

dx 2m+q
X

y = dans le domaine B.
q - 2 in

Ces droites passent par les points x = O, y = O de chaque sec
teur de largeur x.

111.2.2. b) Il suffit, pour pouvoir représenter une trajec
toire, de disposer de deux secteurs correspondant l'un au do
maine A, l'autre, contigu, correspondant au domaine B. La cor
respondance entre une trajectoire réelle et le dessin obtenu est
représentée ci-après



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 95

4




q) -4'
J r I - e r V r

A 44 /'

Pour qu'une isocline constitue une trajectoire possible, il
faut que sa pente soit égale à q

1
q = q2-2mq-l = O.

q -2m
Cette équation a toujours 2 racines.
Dans le domaine A, pour in < 1, l'équation correspondante

q2 + 2 ni q + I = O n'a pas de racines réelles.

" 111.2.2. e)




d '(PE d2 (PE
PE = AU) .t.u(t); = Aw.Il (t);

dt dt2
d2wE 1 d2cp A(O An

= - = =
d2 dt2 n2

On a donc, dans le domaine A

dy Aco
- + 2 my + x =




O),,

En intégrant membre à membre cette équation entre = - E
An

et ' = +s,ontrouve, lorsque E --.> 0, = O: y(0) =




(o»

111.2.3. a) La réponse à cette question est donnée par
l'étude des trajectoires.
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Pour \w1 = 0,9 t, l'acquisition est rapide.
Pour w2 = 1,1 .t, elle est lente, mais elle est toujours

réalisée.




ANNEXE I

- - - '- - - - r/, / iii

/ /
I II,. t

\ \ \ \ - - _! / f / / / r - -

s- L

s
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La trajectoire de phase permet d'esquisser UD (t).

1IIl
dWE

111.2.3. b) = Au [u (t) - u (t - T)],
di

d2




= Au [ (t) - (t- T)].
dt2




AU)
Comme précédemment, on trouve : y (O-'-)

(on
d tE

La trajectoire est la même que pour l'entrée = Au " u (t)
jusqu'en/ = T. dt

A cet instant, on se trouve dans le domaine A, d'où
d Au
--2 my - x = - [()-T)].
d

En intégrant entre = u T - et ' = u,, T + , on trouve
Au

y (T + ¬) - y (T - *) = --, autrement dit l'ordonnée y de la
(o,,

trajectoire (en traits-points) subit une discontinuité égale à
Au

La trajectoire véritable aurait la forme suivante
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111.2.4. L'acquisition est toujours réalisée pour un échelon
de fréquence.

La boucle présente une plus grande immunité au bruit que
l'étude précédente n'a pas montré.

Pour étudier Uf (t) il faudrait étudier les trajectoires de cette
grandeur dans son propre plan de phase.

IV. INFLUENCE DES IMPERFECTIONS
DES ELEMENTS CONSTITUTIFS DU FILTRE F

U1 R2 1
IV.l. -=-+

Ud R1 Ri Cp
R2

a=-, A=-R2=O,7k1I; C=lnF.
R1 R1C

IV.2. Aux très basses fréquences, le gain théorique est infini.
Le gain réel de l'amplificateur opérationnel est fini. On préfère
donc faire travailler l'amplificateur dans sa zone de linéarité en
limitant le gain théorique du montage.

U1 R3 1+R2Cp
On trouve: - = -.

Ua R1 1+(R2+R3)Cp
R3

C'est la forme proposée avec B = - ; bj = R2 C;
R1

b2 = (R2+R3)"C.

IV.3.l. On raisonne par superposition

U1 2 = Ed + - Ed 1 + F(p)]àEd
Ri

On trouverait de même : U13 = Z 'd = R1 F (p) 'd"
Finalement : U1 = F (p) Ud + [1 + F (p)) Ed + F (p) R1 'd"
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IV.3.2.




Pe K0[1+F(p)] K0R1F(p)
= - "Ed

p+KF(p) p+KF(p) p+KF(p)
AO)

On peut considérer que, lorsque p - 0, (p) =

Cd id
Ed (p) = -, 'd (p) = -. Par ailleurs F (p) -+ B lorsque p - 0.

p p
On trouve

w B + 1 R1
(PER(-) = - ______

KB KB
WER I

IV.3.3. R1 id max = 10_6 V ; ea max = l0- V ; on peut donc
négliger le premier terme devant le second.

ER 2 K0(B + l)JCd

ER 1
-

Au




1
Pour que ce rapport soit inférieur à -' il faut que B soit

10
inférieur à 9.




B+1 B+l
IV.3.4. (qER2)max = 10, il faut donc Ka >

B'Kd B

Puisqu'on a choisi B = 2,8, ii faut Kd > 1,36 V/rad.
Comme Kd = 2 V/rad, on peut considérer l'amplificateur

opérationnel comme parfait.
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IV.4.l.




p 1+b1"p
H(p)=r-.

/ 1 \ b2
K0 1+(b1+ )p+ p2

KB! KB

p 1+b2p
T(p)=




/ 1 b2
KB 1+( b1+ )p+ p2

KB! KB

A0)
=

Acn
-; (PER limp+0 [p T()] =
p2 KB

Remarque La boucle présente de nouveau une erreur de
phase en régime permanent pour une entrée en échelon de fré
quence. Cependant, avec les valeurs numériques du texte - choi
sies pour assurer la même bande passante à 3 db à la fonction
de transfert H' - on constate que cette erreur est passée de

Ac') àû)
à , elle est donc divisée par 4.

1,4.106 5,6"106
IV.4.2.




1 1+b1p
/ 1 \ b2

K0 l+(bi+ )p+ p2
KB! KB

1 1 + b1"o,,s
H' (s)




=-




f (0, \
K0 1 + b coil + J s + s2

KB!

1 1 + b2os
T'(s) =

/ (0 \
KB l+(btco,+




KB!

R3
IV.4.3. B = - = 2,8 R3 = 2,8 k

R1
3rz




= 0,25; b1 w, + = 1 puisque 2 m = 1,donc
KB KB
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KB KB
b1 w,, = 0,75. w,,2 = = b2 w,, = = 4. On en déduit

b2 w,,
b2 b2 R3- = 5,33. Or, - = I + -, donc R2 = 650 fl.
b1 b1 R1

b1
C = - = 0,82 nF.

R2
On est donc passé du premier des deux schémas ci-après,

au second.




65o2 ,, tf
oûCL flF




1

h

1+4s
IV.4.4. T' (s) =

5,6.10 1+s+s2

-l3cj.




1 + 0,75 s
H' (s) = l0-6

1 + s + 2




33w
w'?
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Il n'y a pas de changement notable par rapport à la boucle
idéale du second ordre.

IV.5.1.
d2x dx dqE d2çE

b, - + (1 + b1 K0 Kd B) - + KOKdBX = + b2
dt2 dt dt dt2

dans le domaine A,
d2x dx dçE d2 WE

b2- + (1-b1K0KB) --KOKdBX = - + b2-
d12 dt dt dl2

dans le domaine B.

IV.5.2.
d2x dx àÙ) AU)
- +{b1o, + -) - + x = -u() + -'),
d.2 \ KB/ d.r KB
dans A,
d2x 7 n,, \ dx A An
- - f b to,, - - f - - x = -u() +
d2 \ KB! d. KB
dans B.

Pour t >0 u (.r) 1, ('r) = 0.
On obtient bien les équations proposées en posant

(On2 ni = b1 co,, +
KB

Pour t > 0, on a ainsi
d2x dx An
- + 2m - + X =
d2 dr KB

dans le domaine A,
d2x dx An
- - 2m'- - x =
d2 d. KB

dans le domaine B.

IV.5.3. Les isoclines sont des droites passant par les points
An

(x = , y = 0) dans le domaine A, et par les points
KB

An
(x = - , y = 0) dans le domaine B. Les premiers (par

KB
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AO) d (PER
exemple cÇER = , 0) sont des points d'équilibreKB di




Au CI pER
stable. Les seconds (par exemple qER = - , = 0)
sont des points d'équilibre instable. K B dt

IV.5.4. Dans le domaine B, les trajectoires de phase sont défi
nies par

dy An Au
2m'y+x+

d KB dy KB
= 2m' +

dx dx y

Si une isocline est une trajectoire possible, elle doit avoir
/

pour équation y q (x + alors que l'équation précé-
KB!




Au
x+




KB
dente établit q = 2 in' + . C'est possible si

1 y
- = q - 2 in' soit si q satisfait à l'équation
q




q2-2m'q-1 = 0.
Cette équation a toujours deux racines dont le produit

vaut -1. Les deux isoclines en question sont donc per
pendiculaires.

Pour in' = 0,25, les pentes en sont : q1 = 1,281 et q2 = -0,780.
Sur les figures ci-après, correspondant effectivement à

u,,
m' + m - = 0,25, on a placé les points P, P', Q et Q'.

KB
Dans le cas où Am 0, cependant, la trajectoire issue de P' ne

coupe pas la verticale qER = _--_, le point Q' n'existe donc pas.

IV.5.5. a) En intégrant l'équation
dy Au Au
- + 2my + x = u() +

KB
entre = - E et ' = + E, on trouve évidemment
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y(0+)y(0-) = -.
(O

An An KB
Or, -= X

U),, K B O),,
KB An An

L'application numérique fixe 4, donc = 4




K B

ANNEXE II

N N N \ \ \ \ - r r r .' r
N N N N N N \ \ - - - r -r.
N N N N \ \ \ \ - - - - - r r r r
N N N N N \"\ \ - - - - - r r r / /
N N N N \ \ N \ --.- - - - r r / r '

N N N N \ \ \ \ - - - - - - rr ,/
N N N N \ N \ \ -------------------------------------------------------------r r / / /

f--




N N \ N \ \ - - - - - - /, / / /
-, -\N fN \ \ \------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------r/ /

/ r - N \ \ \ N N- / f / I J
f / / - \ f 'J \ \ N - / / If

I II I fi I ii I
f 'J \ \ N /1 / f I / - '- \ \ f
\ \ \ \ -. -r/ / /1 , - - N

\ \ \\N ---- / / -
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AM) a Aco
Lorsque 0,4 -, on a 0,8 a. L'acquisition

KB 2
est réalisée pour TER = 2 a + 0,2 a. La boucle a « sauté un cycle »
avant de se stabiliser.

Au a Au
Lorsque = 0,6 -, on a - = 1,2 a. L'acquisition

KB 2 (0,,
n'est jamais réalisée. La boucle décrit un cycle limite après avoir
effectué quelques cycles transitoires.

ANNEXE III

/ I / 1,1 I
4 \., / o

\ \ ?///// 1/- N \ \ \
\ \ N - /1/7/ - - 'N N \

\ \ \ \ \ N N - /,/Ç r -. - - \\
\ \ \ \ \ N N 'N/r r - - - 'N NN
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ANNEXE IV




/
N. J

I I I / "/ - N - / j f / f
1 t 1

\ r "

\ \ t \ \ \ N / / - - N \ \ t
t \ \ \ \ \ N N // - - - . N \ \ \
\ f \ \ \ N N N / N N N

z
fi

-j

IV.5.5. b) Les conditions fixées par le texte reviennent
dq

aux suivantes, exprimées à partir de o (t) = (du moins
dt

elles en sont proches).

1er cas (Annexe 1) 2- cas (Annexe 2) 3- cas (Annexe 3)
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C'est-à-dire que, dans le troisième cas, on modifie bien la
fréquence d'entrée de la tension tIE (t) de la même quantité (telle

que Au = 0,6 . K B - ), mais en procédant plus lentement
2/

que précédemment.

Dans les trois cas, l'acquisition est rapidement réalisée, sans
même qu'un cycle soit sauté.

IV.5.6. Nous venons de voir que

pour Au final = 0,6 K " B - par exemple,
2

l'acquisition n'est pas réalisée si la variation de fréquence d'en
trée est extrêmement brusque, mais qu'elle peut l'être si celle-ci
est plus progressive, auquel cas les points (x = 0,3 cit; y 0)
dans le domaine A, sont des points d'équilibre stable.

Il reste que dans ces conditions, les boucles présentent des
caractères d'instabilité que des perturbations parasites peuvent
mettre en évidence. (Une perturbation peut très bien amener le
point représentatif de la boucle, dans le plan de phase, d'un
point d'équilibre stable à un point où la boucle ne pourra plus
se stabiliser et décrira un cycle limite).

Toute trajectoire qui pénètre dans le domaine B au-dessus
de Q en ressort au-dessus de P. Si Q' est lui-même au-dessus de
Q, le cycle recommence. Les cycles limites vers lesquels la boucle
évolue passent par des points situés légèrement au-dessus des
points P', Q' et P.

Si, au contraire, Q' est au-dessous de Q, la trajectoire, tôt
ou tard, pénètre dans (B) au-dessous de Q'. Dès lors, elle ne
peut que converger vers un point d'équilibre stable. (Attention
des ordonnées de P et Q dépendant de Ao).




Jt
La valeur limite Atûmax est située entre 0,4 -' K " B et

2
JE

0,6"-" K"B.
2

En procédant avec du papier calque sur lequel on dessine les
trajectoires désirées en utilisant les annexes II ou IV, et qu'on
peut faire glisser horizontalement, on trouve sensiblement

(AW)max = 0,46 K B, soit 0,23 JE K B.
2
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Donc, pour des sauts de fréquence inférieurs à cette valeur,
l'acquisition est toujours réalisée.

Dans les conditions de l'application numérique, cela corres
pond à un écart de fréquence maximal

0,23 X rt2 106
frnax = = 640 k. Hz.

2t

Remarque La boucle du premier ordre ne réalisait l'acqui
sition que pour des échelons de fréquence d'amplitude inférieure
à 350 kHz. Ici, on peut augmenter la fréquence maximale en
prenant




O),,




> 0,25.
KB

IV.6. Nous disposons du système d'équations suivant

(1) : UD = K'd sin PER
duF duD

(2): uF+bl-=BuD+Bb1----
dt dt

dLPER dcpE
(3): +KOUF=

dt dt
On en déduit
d2 q d WER

b2 + (1 + K' B" b1 cos PER) + K' B sin ÇER
dt2 dt




dçE C12 ÇE

(On a posé K' = K0 . K'd). dt dt2

C'est très exactement l'équation trouvée à la question IV.5.l.,
(domaine A), si l'on fait cos cç = 1 et sin ÇER = pER, ce qui
est tout à fait normal (il faut aussi changer K en K').

K'13
Posons w,,2 = et = w,, t, on obtient bien l'équation

b2




w,, 1
proposée dans le texte, avec u =

K'B

b1 B K'
= = b1

b2 w,,
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Pour étudier les trajectoires dans le plan de phase, il faut
poser




d'WEE
y = , on obtient

Lit
dy d2gE dç
-+(cz+cos'cpEg)y+ sIncPER= + a
dt d2 d
Comme il n'y a pas d'isoclines simples, on calcule les trajec

toires à l'ordinateur. Les résultats qu'on trouve sont très proches
de ceux qui utilisent le modèle de la caractéristique (p5g - Nd)
triangulaire.




R. MOREAU.
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Agrégation
SESSION DE 1978

OPTION PHYSIQUE APPLIQUEE

Epreuve C
PROBLEME D'ELECTHICITE, D'ELECTRONIQUE, D'ELECTROTECHNIQUE

ET D'AUTOMATIQUE
(Durée : 6 heures)

Matériel 3 feuilles de papier millimétré par candidat.
On se propose d'examiner divers aspects du fonctionnement d'un

turboalternateur triphasé de 600 mégawatts, 50 hertz, 3 000 t/mn,cos q = 0,9 ; montage étoile (20 kilovolts entre phase) en utilisant
successivement
- les résultats des essais expérimentaux (première partie);
- les renseignements fournis par le bureau d'études (deuxième partie);
avant de s'intéresser au circuit d'excitation et à la régulation (troi
sième partie).

Les trois parties de ce problème sont pratiquement indépendantes,
le seul lien entre elles étant constitué par certaines comparaisons
entre des paramètres prédéterminés et mesurés.

PREMIÈRE PARTIE
ETUDE DU TURBOALTERNATEUR

A PARTIR DES RESULTATS D'ESSAIS
Sur cette machine, on a effectué les essais suivants

- Essai à vide à 3 000 t/mn E =
E est la force électromotrice par phase en volts (tension simple
à vide),
f est le courant inducteur en ampères.

Ekv 5,2 9,1 11,5 13 14 15
400 700 963 1200 1 450 1900

- Essai en court-circuit à 3 000 t/mn : à un courant d'excitation de
1180 A correspond clans les phases en court-circuit un courant égal
à la moitié du courant nominal de la machine.
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- Essai sur charge purement inductive : un courant d'excitation
= 2 360 ampères a été nécessaire pour obtenir une tension de

20 kilovolts entre phases et un courant dans les trois phases égal
à la moitié du courant nominal.

- Pertes dans le fer pour U = 20 kV, p = 543 kilowatts.
- Pertes mécaniques Pm = 1 350 kilowatts.
- Résistance à chaud du circuit d'excitation : 0,17 ohm.
- Rendement du système d'excitation Il = 0,92 supposé indépendant

du courant d'excitation qu'il fournit..
- Résistance à chaud à 50 hertz d'une phase du stator R = 2,3 milli

ohms. Cette résistance tient compte de la majoration due aux pertes
supplémentaires par courants de FOUcAULT en alternatif dans le
cuivre.

-, Réactance transitoire X'd = 35,2 %.
- Réactance suhtransitoire X"d = 28,2%.

On rappelle que la valeur relative de l'impédance d'une machine
(exprimée ici sous forme d'un pourcentage) est son rapport à l'impé-

vn
dance de référence - '(où V, est la tension nominale d'une phase et

Sn
Ç le courant nominal dans une phase).

1. Pertes et rendement.
1.1. Calculer les pertes totales et le rendement du turbo

alternateur pour le point dc fonctionnement nominal sachant que le
courant d'excitation mesuré correspondant est de 3200 ampères.

1.2. Calculer la puissance mécanique d'entraînement nécessaire
au cours des essais précédents

1.2.1. En court-circuit avec J = -.
2

1.2.2. A vide à la tension nominale.
/

12.3. Sur charge inductive( V = V,,, J = -
\ 2

2. Réactance synchrone non saturée et autoamorçage synchrone.
2.1. Calculer la réactance synchrone non saturée Xd de la

machine. L'exprimer en valeur relative.
2.2. Cet alternateur débite par l'intermédiaire d'un transforma

teur triphasé 20/220 kilovolts sur un réseau 220 kilovolts comportant
un certain nombre de lignes identiques en parallèle. Lorsque ces lignes
fonctionnent à vide, chaque phase de l'une de ces lignes peut être
assimilée à un condensateur "de valeur C = 3,4 sF branché entre fil
de ligne et neutre.

Indiquer le nombre minimum de lignes en parallèle pour que l'auto
amorçage synchrone soit possible.
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3. Diagramme de Potier.
3.1. A partir des essais expérimentaux, déterminer par la mé-

thode de POTIER
- la réactance de fuites partielles par phase de l'induit X,
- le coefficient d'équivalence a = - entre le courant inducteur j et

J
le courant par phase dans l'induit J.

3.2.1. En négligeant la chute ohmique dans l'induit tracer le
diagramme de POTIER pour le point de fonctionnement nominal
- tension simple ou f.é.m. par phase : 1 cm = 1 kilovolt;
- intensité dans l'inducteur 1 cm = 500 ampères.

En déduire le courant d'excitation correspondant au fonctionne
ment nominal.

3.2.2. Par une transformation géométrique appropriée, faire
apparaître l'angle de décalage interne. Indiquer

322.1. L'angle de décalage interne.
3.2.2.2. La valeur en volts de la f.é.m. synchrone par

phase E (la rapporter à la tension nominale).
322.3. La valeur saturée de la réactance synchrone Xd.

4. Oscillations propres.
L'alternateur fonctionnant à sa charge nominale voit celle-ci brus

quement réduite par disjonction d'une ligne du réseau aux 3/4 de sa
valeur précédente en puissance active et réactive (donc en conservant
le même facteur de puissance 0,9).

En admettant dans les premiers instants que
le couple mécanique d'entraînement de l'alternateur n'est pas
modifié

- la f.é.m. synchrone et la réactance synchrone gardent la même
valeur.

4.1.1. Ecrire l'équation de variation de l'angle de décalage
interne (I.

4.12. Décrire la nature du mouvement qui en résultera pour le
rotor (oscillations propres).

42.1. Estimer la période de ces oscillations sachant que le
temps de lancer du groupe est de 12 secondes. (On rappelle que le
temps de lancer est le temps fictif que mettrait le groupe partant de
l'arrêt pour atteindre sa vitesse nominale sous l'effet d'un couple
d'entraînement égal au couple nominal, toutes les pertes étant
négligées.)

5. Court-circuit brusque.
L'alternateur fonctionnant au régime nominal (courant d'excitation

3200 ampères) est brusquement mis en court-circuit.
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Indiquer l'amplitude maximum de crête du courant de court-
circuit dans une phase en admettant que par suite de circonstances
défavorables, la composante apériodique du courant dans cette phase
a même amplitude que la composante symétrique.

6. Ouverture d'un court-circuit.
L'alternateur fonctionnant en court-circuit triphasé dans les condi

tions de l'essai normal (courant dans l'induit égal à la moitié du cou
rant nominal), on supprime le court-circuit. Indiquer la tension entre
phases apparaissant
- immédiatement à l'ouverture du court-circuit;
- très longtemps après.




DEUXIÈME PARTIE
ETUDE A PARTIR DES ELEMENTS FOURNIS

PAR LE CONSTRUCTEUR
On dispose des renseignements suivants
Puissance électrique nominale du turboalternateur 600 mégawatts

pour une tension entre phases de 20 kilovolts, un facteur de puis
sance cos (Ç = 0,9, une fréquence de 50 Hz et une vitesse de rota
tion de 3 000 t/mn.

STATOR
Diamètre extérieur 2,62 m.
Diamètre intérieur 1,365 m.
48 encoches rectangulaires de largeur 41,5 mm et de hauteur

185 mm, et 2 conducteurs par encoche (bobinage en 2 couches).
Pas d'enroulement : 19 encoches (chaque spire embrasse donc

19
du pas polaire).

24




Chaque phase comporte deux parties en parallèle. Les trois phases
sont montées en étoile.

La longueur totale du stator est de 6,1 m, mais il comporte 82 évents
pour le passage du fluide de refroidissement du rotor (hydrogène
sous pression de 3 bars). Il est constitué par un empilage de tôles
normales à l'axe de la machine.

Les conducteurs statoriques sont refroidis par une circulation
d'eau sous pression.

ROTOR
Diamètre 1,165 m.
Il comprend 32 encoches réparties sur deux zones de 120° chacune

comportant 16 encoches équidistantes. Elles sont séparées par deux
zones non bobinées occupant 60° chacune.
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L'ensemble des conducteurs est monté en série pour former
N2 = 168 spires, alimentées en courant continu à travers deux bagues.

En outre, chaque encoche comprend une barre, reliée à ses voisines
pour former une cage d'écureuil jouant le rôle d'amortisseur.

La longueur du rotor est de 6,2 m,

ENTREFER
L'entrefer mécanique, égal à la demi-différence des diamètres du

rotor et du stator est de 0,1 mètre. La présence d'encoches au stator
et au rotor, introduit une correction. On pourra négliger leur pré
sence en adoptant pour entrefer corrigé c, - 0,11 m.

Le diamètre moyen D, au niveau de l'entrefer, sera pris égal à
1,265 m.

Pour tous les calculs magnétiques, la longueur corrigée de l'entrefer sera prise égale à 6,10 m.

FORCE MAGNÉTOMOTRICE :
Dans tout ce qui suit, on appelle force magnétomotrice en un

point A de l'entrefer le demi-flux du courant total à l'intérieur d'uncontour tel que C embrassant un pas polaire (ci-après fig. 1 sur laquelle,
pour simplifier, les encoches n'ont pas été représentées).

C passant dans les couronnes statorique et rotorique englobe tous
les conducteurs de ce pas polaire.

1. Enroulement statorique.
1.1. Représenter la répartition des 16 conducteurs d'une phase

(8 dans chaque couche) dans 13 encoches consécutives d'un pas polaire.
1.2. En déduire la valeur du facteur de bobinage pour le fon

damental (k,, = 0,905).
1.3. Calculer le flux par pôle correspondant à une force électro

motrice à vide égale à la tension nominale.
1.4. En déduire l'amplitude de l'onde fondamentale de l'in-

duction correspondante dans l'entrefer avec D = 1,265 m l= 6,10 m.
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1.5. Exprimer en fonction de la valeur efficace du courant
par phase J, la valeur maximum de la force magnétomotrice de
l'induit.

2. Enroulement rotorique.
2.1. L'inducteur étant seul alimenté par un courant continu i,

esquisser la courbe de répartition de la f.é.m. réelle dans l'entrefer en
fonction d'une abscisse angulaire è liée au rotor.

Préciser son amplitude maximum en fonction de i.
2.2. Pour simplifier, on remplace dans ce qui suit la courbe

précédente par une courbe trapézoïdale (fig. 2) dont la petite base

est le tiers de la grande y = et dont la grande base est

égale au pas polaire.
2.2.1. Préciser l'amplitude de l'onde fondamentale en fonc

tion du courant inducteur i.
22.2. Au-dessous de la saturation, la courbe précédente

représente encore au changement d'unité près la courbe de répartition
de l'induction dans l'entrefer B = f (è).

En déduire pour la f.é.m. à vide d'un unique conducteur statu
rique la contribution relative des harmoniques à la valeur efficace
(distorsion). Il est conseillé de comparer la valeur efficace de la f.é.m.
réelle à la valeur efficace de son fondamental.

Indiquer comment ce résultat se trouvera modifié dans la f.é.m.
d'une phase statorique.

Préciser en fonction de i, la valeur efficace de l'onde fondamen
tale de la f.é.m. correspondante dans une phase statorique.

ZIIT\/,

Fig. 2
3. Coefficient d'équivalence.

3.1. Par comparaison des réponses aux questions 1.5. et 2.2.1.,

déduire le coefficient d'équivalence e = des courants inducteurs i
J
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et induit J engendrant dans l'entrefer une force magnétomotrice
fondamentale de même amplitude.

4. Réactance synchrone non saturée.
Calculer en fonction du courant J dans l'induit

4.1. L'amplitude de l'onde fondamentale de l'induction dans
l'entrefer pour une machine non saturée.

4.2. L'énergie magnétique correspondante.
4.3. La valeur non saturée de la réactance synchrone Xad, de

l'induit et la valeur de la réactance synchrone non saturée
Xd = Xad + X avec X = 0,2 2.

4.4. Indiquer approximativement le courant à vide en moteur
synchrone ou asynchrone sous la tension nominale avec excitation nulle.

5. Influence de la saturation sur la f.é.m. à vide.
5.1. Tracer un contour d'Ampère embrassant un pas polaireet indiquer comment calculer en général la relation B = f (i) dans

la machine saturée.
5.2. Pour une induction de 0,8 tesla dans l'entrefer, indiquer

approximativement
5.2.1. Le flux dans le pas dentaire statorique correspondant.
5.2.2. L'induction dans la dent statorique correspondant

- au niveau de l'entrefer
au milieu de la hauteur de la dent

- à la base de la dent,
en admettant que la longueur axiale réelle du fer dans la dent est
de 5,10 mètres. En déduire approximativement les ampère-tours néces
saires dans cette dent sachant que la courbe d'aimantation de la tôle
passe par

BT 1 1,2 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
HA/rn 300 600 2000 4000 7000 12 000




22000

TROISIÈME PARTIE
EXCITATION ET REGULATION

Le courant d'excitation nominal de l'alternateur est de 3 200 am
pères, mais lorsqu'un court-circuit se produit sur le réseau, la régu
lation doit pouvoir augmenter rapidement le courant inducteur jus
qu'à une valeur plafond de 5050 ampères.

1. Justifier l'intérêt de cette opération.
2. Le courant d'excitation j de l'alternateur de 600 MW est pro

duit par deux machines électriques, montées en cascade, sur le même
arbre que l'alternateur et tournant à la même vitesse que lui (fig. 3):
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EA EP GS

Fig. 3
- Un excitateur principal (EP) qui est un alternateur triphasé

200 Hz dont les tensions sinusoïdales sont redressées par un pont de
diodes, la sortie de ce pont étant appliquée aux bagues de l'alterna
teur de 600 MW (GS).

- Un excitateur auxiliaire (EA) qui est un alternateur triphasé
400 Hz à excitation par aimants permanents, fournissant des tensions
sinusoïdales de valeur pratiquement constante, redressées par un pont
triphasé à thyristors. La sortie de ce pont est appliquée aux bagues
d'excitation de l'excitateur principal et permet ainsi de faire varier
le courant j d'excitation de l'alternateur de 600 MW, dont la résis
tance de l'enroulement rotorique est de 0,17 fl.

On pourra négliger l'ondulation résiduelle des courants d'excita
tion et admettre que

- Les deux ponts redresseurs sont constitués d'éléments
semi-conducteurs parfaits

- Les commutations sont instantanées.
2.1. Indiquer pourquoi on n'envisage pas l'alimentation par géné

ratrice à courant continu.
2.2. Justifier le choix de fréquences plus élevées que 50 Hz

pour les excitateurs.
2.3. Pour le point de fonctionnement nominal (3200 ampères),

indiquer




- la tension entre phases de l'excitateur principal
- la valeur efficace du courant par phase de la machine

et sa puissance apparente nominale;
- son courant inducteur, sachant que

sa réactance synchrone est de 106 %
- la machine n'est pas saturée et qu'un courant induc

teur dc 85 ampères correspond à une tension entre
phases à vide de 400 volts.

2.4. Pour le point de fonctionnement en plafond de tension
(5050 ampères dans l'inducteur) =

2.4.1. Préciser la valeur moyenne et la valeur efficace du
courant dans un bras du pont de diodes.
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2.4.2. Représenter en fonction du temps

1 cm = - seconde, 1 cm = 100 volts
600

la tension inverse aux bornes d'un bras de pont.
2.4.3. En admettant qu'on dispose de diodes

-- intensité efficace 1 000 ampères
- tension inverse : 1 500 volts

et qu'on adopte




- un coefficient de sécurité de 2,5 sur la tension
inverse

- un fonctionnement normal de chaque bras avec
une diode hors service

indiquer le nombre de diodes nécessaires pour constituer le pontredresseur.
2.5. La réactance de fuites de l'excitateur principal est en

valeur relative de 21 %. Calculer la chute inductive de tension due à
l'empiétement et l'exprimer en valeur relative par rapport à la ten
sion continue calculée précédemment.

2.6. Lors de certains incidents, la régulation doit procéder à la
désexcitation rapide du turboalternateur. Quel serait l'intérêt dans
ce cas de disposer à la place du pont de diodes d'un pont de
thyristors ?

3. Une autre solution utilisée pour l'excitation consiste à réaliser
l'excitation par soutirage d'un alternateur. L'inducteur de l'alterna
teur est alimenté par un pont de thyristors et un pont de diodes en
série. Le pont de thyristors est alimenté par transformateur shunt
sur les bornes 20 kilovolts de l'alternateur. Le pont de diodes est
alimenté par un transformateur série dont le primaire est parcouru
par le courant d'induit de l'alternateur.

3.1. Représenter le schéma trifilaire correspondant.
3.2. En fonctionnement normal au régime nominal, le pont de

thyristors fournit une tension correspondant au courant inducteur à
vide de l'alternateur (985 A) et le pont de diodes la tension complé
mentaire pour obtenir le courant inducteur nécessaire (3200 A).

Afin de faciliter la désexcitation, on impose que le pont de thy
ristors fonctionnant en ondulateur avec un retard b = 165° puisse
absorber l'énergie du pont de diodes lorsque le courant dans l'induit
du turboalternateur est égal au courant nominal.

Indiquer, dans ces conditions, en supposant les commutations
instantanées

32.1. La tension continue aux bornes du pont de diodes.
3.2.2. La tension secondaire entre phases du transformateur

shunt d'alimentation du pont de thyristors.
3.3.3. Le retard ô avec lequel les thyristors fonctionnent au

régime nominal.
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SOLUTION

ETUDE DU TURBOALTERNATEUR
A PARTIR DES RESULTATS D'ESSAIS

PREMIÈRE PARTIE
1. Pertes et rendement.
Puissance consommée dans le circuit d'excitation pour le

point de fonctionnement nominal 1 741 kW.
Puissance nécessaire à l'excitation 1741/0,92 = 1 892 kW.
Pertes Joule au stator 2 556 kW (le courant nominal dans

une phase du stator vaut 19 245 A).
Pertes totales (excitation, Joule, fer et mécaniques) 6,34 MW.
Rendement nominal 6001(600 + 6,34) = 0,9895 - 0,99.

1.2.




1.2.1. En court-circuit, avec J = J/2, la puissance
nécessaire à l'excitation vaut 257 kW.

Les pertes Joule dans les enroulements statoriques : 639 kW.
Les pertes fer, proportionnelles, en gros, au carré du champ

magnétique dans le fer (donc au carré de la force électromotrice
interne V H- r J V), sont négligeables dans l'essai en court
circuit.

Les pertes totales, dans cet essai, s'élèvent donc à 2,25 MW.
1.2.2. A vide, pour obtenir la tension nominale (11,55 kV

par phase), il faut un courant d'excitation de 968 A.
Les pertes dues à l'excitation s'élèvent donc à 173 kW.
Il n'y a pas de pertes Joule dans l'induit.
Les pertes fer sont les mêmes que dans le fonctionnement

nominal.
La puissance mécanique d'entraînement, compensant la

somme des pertes, vaut donc, dans cet essai 2,07 MW.
/

1.2.3. Sur charge inductive ( V = V,,, J = - J, le
\. 2/

courant d'excitation valant 2360 A, la puissance nécessaire à
i'excitaticn est de 1,029 MW.

Les pertes Joule dans l'induit 639 kW.
Les pertes fer 543 kW.
Au total, sans oublier les pertes mécaniques (1,35 MW)

3,56 MW.
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2. Réactance synchrone non saturée et autoamorçage synchrone.
La caractéristique en court-circuit est linéaire ; si, à un cou

rant d'excitation de 1 180 A correspond, dans les phases en
court-circuit un courant de 9 620 A, alors à un courant d'excita
tion de 400 A, par exemple (partie linéaire de la caractéristiqueà vide) correspond un courant de court-circuit de 3 261 A.

La f.é.m. à vide due à ce courant d'excitation vaut 5,2 kV.
La relation E = r J + j X, J dans laquelle le terme r J

est négligeable, donne Xd = 1,595 £.
L'impédance de référence ayant la valeur V,,/J,,, soit 0,591 £1,

la réactance synchrone non saturée de la machine, exprimée en
valLur relative, est 270 %.

2.2.
Ce nombre minimal de lignes qui rend possible l'auto

amorçage synchrone, ne dépend pas du mode de couplage du
transformateur. Ii suffit en effet, pour le déterminer, de rai
sonner sur la puissance réactive.

La puissance réactive absorbée par une phase de l'alterna
teur vaut V2/Xa (Var).

Le rapport de transformation global du transformateur étant
de 11, la puissance réactive fournie par phase par une ligne
vaut C w (11 V)2 (Var), soit 0,129 V2.

En l'absence d'excitation, toute la puissance réactive néces
saire à un amorçage doit être fournie par les n lignes sur les
quelles débite l'alternateur.

On doit donc avoir 0,129 n V2 = V2/Xd.
C'est pour la valeur maximale de Xd, correspondant à la

valeur non saturée de la réactance synchrone, que cette équa
tion est le plus facilement réalisée. De plus, au départ, la machine
est non saturée. Xd prend donc sa valeur maximale, soit 1,595 f1.
L'équation est satisfaite dès que n = 5.

(L'autoamorçage est un phénomène dangereux au cours du
quel on perd le contrôle de la tension de l'alternateur).

3. Diagramme de Potier.
3.1. La détermination, par la méthode de POTIER, de la

réactance de fuites partielles X5 par phase de l'induit, et du coef
ficient d'équivalence a = i/J entre le courant inducteur j et le
courant par phase dans l'induit J (coefficient qui sera calculé à
partir des éléments de la machine fournis par le constructeur,
dans la deuxième partie du problème), est tout à fait classique
et nous en donnons seulement les résultats (fig. 1)

On trouve X = 0,223 f1 soit 37,7 %,
a = 0,106.
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3.2.1. Pour le fonctionnement nominal, la f.é.m. résul
tante Er est égale à 14 kV (fig. 2).

En assimilant, selon l'hypothèse de POTIER, la courbe E,, = f (j)
fournie par l'énoncé, et la courbe E = f (je) OÙ e est le courant
continu fictif, circulant dans l'inducteur, équivalent à l'action
conjuguée du courant inducteur réel j et du courant J de l'induit,
on trouve j,, = 1 450 A.

La fig. 2 est à la fois un diagramme temporel et un dia
gramme spatial.




-4.
Les vecteurs V, E,, X,. Y, sont des vecteurs de FRESNEL (dia

gramme temporel).
-4. - -*

Les vecteurs j, j,, J représentent la valeur (scalaire) des
forces magnétomotrices mesurées dans l'axe d'une phase du sta
tor. (La définition d'une force magnétomotrice est donnée plus
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loin dans le texte). A ce titre, il s'agit bien de vecteurs de FRESNEL,
car en un point du stator, la valeur d'une force magnétomotrice,
ou plutôt de son fondamental, est bien une grandeur sinusoïdale
dans le temps.




ee




Fig. 2
Mais ces derniers vecteurs ont aussi une signification spatiale.

Ils représentent, notamment en direction, les axes des champs
tournants de l'inducteur, de l'induit, ainsi que celui du champ
tournant résultant dans l'entrefer (dans une phase du stator, le
flux dû au champ tournant est en avance d'un quart de période
sur la f.é.m. qu'il induit dans cette phase).- . --+

La relation i = j + aJ permet de déterminer le courant
inducteur correspondant au fonctionnement nominal.

On trouve bien entendu 3200 A.
3.2.2.1. La transformation géométrique qui permet de

faire apparaître sur le diagramme, le paramètre fondamental
qu'est l'angle de décalage interne, est une rotation de - t/2, de
la partie du diagramme relative aux forces magnétomotrices.

Ainsi se trouve artificiellement supprimé le décalage d'un
quart de période entre les forces magnétomotrices (ou les flux
qu'elles créent) et les forces électromotrices induites dans une
phase.

Le vecteur V étant pris pour origine des phases, on voit
ainsi que la force magnétomotrice de l'inducteur, donc la roue
polaire elle-même, doit, entre la marche à vide et la marche en
charge, avancer d'un angle . (A vide, en effet, la force magnéto
motrice de l'inducteur, mesurée dans l'axe d'une phase de l'in
duit, est une grandeur sinusoïdale en quadrature avance sur la
f.é.m. induite dans cette phase ; la rotation de -r/2 que nous
avons opéré la représente donc en phase avec V).

Cet angle de décalage interne est très important pour carac
tériser le fonctionnement de l'alternateur. Au laboratoire, on peut
le mettre en évidence par stroboscopie, en synchronisant les
éclairs sur le réseau dans lequel débite l'alternateur, et en obser-
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vaut un disque solidaire de l'arbre. Lorsque la charge de l'alter
nateur augmente (par action sur le moteur d'entraînement), on
voit le disque avancer dans le sens de la marche.

I




XI*

e -- E
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Fig. 3
Le diagramme de la fig. 3 montre que pour le fonctionne

ment nominal, cet angle * vaut 45°.
3.2.2.2. La f.é.m. synchrone a même phase que la

f.é.m. fictive créée par l'inducteur seul.
Pour un fonctionnement caractérisé par V, J et *, la f.é.m.

synchrone E, et la réactance synchrone Xd sont définies par
= Y + r"J + I"Xd.

La fig. 3 montre qu'on obtient E = 32 kV, soit 2,77 V,,.
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3.2.2.3. De la même manière, on trouve X,, = 24 kV.
On en déduit Xd = 1,25 f2; soit X,, (sat) = 208 %.

4. Oscillations propres.
Les phénomènes qui accompagnent un brusque changement

de régime sont complexes. L'alternateur lui-même ne peut plus
être décrit par les seuls paramètres caractérisant un régime permanent (apparition de réactances transitoires). De plus, des dis
positifs de protection des lignes, de régulation (au niveau de
l'excitation de l'alternateur, mais aussi et surtout au niveau du
moteur d'entraînement de l'alternateur) interviennent lors de
l'apparition d'un défaut.

Nos raisonnements, en fait, ne seront que schématiques.
La puissance délivrée par l'alternateur vaut 3 V J cos ç,

mais la fig. 3 montre que l'on peut également l'écrire en faisant
apparaître l'angle [3 (égal à lors du fonctionnement nominal)
on obtient

3 E5 V " sin (3
P=

X,,,
Le rotor qui est soumis au couple mécanique d'entraîne

ment me, est donc également le siège d'un couple électromagné-
3 E V " sin (3

tique résistant, Fr, égal à , soit F, = F, -sin

4.1.1. L'abscisse angulaire du rotor est égale à n- t + (3.
d2 (3

Sa dérivée seconde se réduit donc à




dt2
Le principe fondamental de la dynamique s'écrit donc

[3




= Fm,, -F0sin13.
di'

4.1.2. Si la charge de l'alternateur varie brusquement et
de manière durable (un dispositif de protection peut très bien,
au contraire, éliminer le défaut au bout d'un temps voisin de
0,1 seconde), le couple électromagnétique résistant varie et devient
égal à F'0 " sin Il.

L'angle :13, primitivement égal à ft = 45a ne varie que lente
ment par rapport à la fréquence du réseau (sa période d'oscil
lation est de l'ordre de la seconde).

Entre l'instant d'apparition du défaut et celui où les divers
éléments de régulation de vitesse permettront de réduire la
puissance mécanique, il s'écoulera environ 0,2 seconde (valeur
moyenne pour les grandes centrales thermiques ou nucléaires).
Pendant ce temps, nous supposerons que l'angle [3 ne s'est pas
notablement éloigné de sa valeur ft = 450 ; nous poserons donc
(3 = * + ô, et sin[3 = sin,&+ cos*"ô.

L'équation de variation de l'angle 5 s'écrit donc
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è




F'osin*-F'ocosè.
dt2

Avec
F'0sin* = F'0cos = (3/4)"(6" 108/314) N. m = 1,43 106N.m.

Il reste à déterminer le moment d'inertie K.
Soit P,, la puissance nominale ; fI la vitesse angulaire nomi-

P»
nale. Le couple nominal F,. vaut

£1
Lors d'un lancer fictif, sous l'action d'un couple constant, la

vitesse angulaire du rotor croît linéairement en fonction du
temps. La vitesse nominale fI serait atteinte au bout d'un temps t1
tel que




P,.
K"fl=-t1.

fI
On a donc K = 7,3"10 kg. M2.
L'équation précédente devient

d2 ô
7,3. 10 + 1,43. 106 ô = 0,48" 106.

dt2
On en déduit, pour t inférieur à 0,2 seconde, que le rotor va

esquisser un mouvement oscillatoire sinusoïdal décrit par l'équa
tion ô = 0,34 (1 - cos ut), dans laquelle ô est exprimé en
radians ; en l'exprimant en degrés, on a : ô = 19. (1 - cos ut).

4.2.1. La période de ces oscillations est égale à

K
T = 2-t = 1,42 seconde.

V r',. . cos

Dans les 200 premières miilisecondes, la roue polaire avance
ainsi de 7 degrés, ensuite, les dispositifs régulateurs qui prennent
en compte, à chaque instant, la puissance électrique, la dérivée

di
de l'angle de décalage interne -, etc. sont à même, en jouant

dt
sur l'entraînement et sur l'excitation, d'agir sur le mouvement
du rotor en vue de le stabiliser.

5. Court-circuit brusque.
Bien qu'il soit assez rare, le court-circuit triphasé est géné

ralement choisi comme défaut-type, car la puissance active nor
malement transmise par les lignes étant brusquement annulée,,
l'arbre de l'alternateur transforme alors en énergie cinétique le
surcroît d'énergie mécanique qui lui est fournie il accélère
pendant les premiers instants.
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Le problème essentiel consiste à éviter la perte de synchronisme. Pour cela, le réglage de l'excitation, et notamment son
augmentation dans la toute première phase suivant le court
circuit (en vue de contribuer d'abord au maintien du synchronisme, puis de manière à évacuer le plus de puissance possibledes la disparition "du défaut) a des conséquences sur la valeur
des courants de court-circuit.

L'alternateur doit donc être dimensionné de manière à pouvoir supporter de larges courants de court-circuit.
La valeur de ces courants est déterminée par les coefficients

phénoménologiques que sont les réactances transitoire X'd et
subtransitoire X"d.

Le courant d'une phase du stator est, comme l'indique le texte,
la somme d'une composante apériodique amortie (sa constante de
temps est de l'ordre de 0,2 seconde) et d'un terme sinusoïdal
amorti (l'amortissement est à deux modes : subtransitoire avec
une constante de temps de l'ordre de 0,05 seconde, puis transi
toire avec une constante de temps de l'ordre de la seconde).

Tout au début du court-circuit, l'amplitude de la composante
E5.

alternative du courant dans une phase, est égale à
X"d

2,77 V,,
soit = 9,82 J,," \/ 2.

/
0,282 ( -

\' Jn
Si, par suite de circonstances défavorables, la composante

apériodique du courant a même amplitude que cette compo
sante alternative (ce qui constitue sa valeur maximale), l'ampli
tude de crête de l'intensité du courant de court-circuit s'élève
à 27,8 J,,, soit 534 000 ampères.

6. Ouverture d'un court-circuit.
Immédiatement après l'ouverture du court-circuit, la tension

entre phases est limitée (en valeur efficace), à X"d
soit : 4,7 W.

Longtemps après l'ouverture du court-circuit, la tension est
celle qui existe normalement à vide lorsque le courant d'excita-
tion a une intensité de 1180 A, soit 12,8 kV V 3 = 22,2 kV.

DEUXIÈME PARTIE
ETUDE A PARTIR DES ELEMENTS
FOURNIS PAR LE CONSTRUCTEUR

1. Enroulement statorique.
1.1. La fig. 4 représente, en vue panoramique, la totalité

de l'enroulement d'une phase du stator.
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f.m.m. d'une phase
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Fig. 4

Les conducteurs d'aller (par exemple), sont représentés en
haut, et les conducteurs de retour, en bas.

Les deux parties en parallèle sont, d'une part les spires for
mées des conducteurs d'aller numérotés de 1 à 9 et des conduc
teurs de retour numérotés de 20 à 27 [spires (1 a, 20 r), (2 a, 21 r),
etc.], et d'autre part les spires formées par les conducteurs
d'aller numérotés de 25 à 33 et des conducteurs de retour numé-
rotés de 44 à 3 [spires (25 a, 44 r), (26 a, 45 r).(30 a, 1 r), (31 a,
2r) et (32a,3r)].

Les enroulements des deux autres phases se logeraient dans
les encoches restées partiellement ou totalement vides après le
dessin du premier enroulement.
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1.2. Le facteur de bobinage pour le fondamental est le
rapport entre la f.é.m. théorique que l'on obtiendrait avec le
bobinage réel si la répartition du champ magnétique dans l'entre
fer était parfaitement sinusoïdale (et bipolaire) et la f.é.m. qu'on
obtiendrait si, avec le même champ et le même nombre de
conducteurs, on concentrait ceux-ci dans deux encoches dia
métrales.

Il se compose ici de deux facteurs.
Les spires n'étant pas diamétrales, le flux embrassé par cha

cune d'elles est réduit dans le rapport de
/t 19\1 à sin ( - - = 0,947 = k'b.
\2 24/

Les f.é.m. des huit spires de chaque voie étant décalées dans
le temps, l'amplitude totale, est affectée, par rapport à un enrou
lement concentré, d'un facteur k"b tel que

sin 8-
48

= = 0,956.

8 sin
48

Le facteur de bobinage k,, vaut donc kb = k',, k",, = 0,905.
1.3. Chaque voie d'enroulement d'une phase comporteN = 8 spires. La valeur efficace de la tension nominale, par

phase, est 11,55 kV. La valeur efficace de la f.é.m. induite dans
une phase est reliée au flux (fondamental) par pôle par
l'expression




(O
E =

On en déduit = 7,18 W.

1.4. = D 1, B,,,, d'où B,,, = 0,93 T.
1.5. La fig. 4 (en bas), représente, avec la définition du

texte (demi-flux du courant à travers le contour orienté C, ce
flux étant rapporté au point A) la variation spatiale de la force
magnétomotrice due à deux spires homologues sous des pôles
opposés. Nous avons noté j la valeur instantanée du courant qui
parcourt chaque conducteur. La valeur maximale de j est donc

J"Y2
égale à soit J! /2.

2
La fig. 4 (en haut) représente par ailleurs la force magnéto

motrice totale d'une phase du stator, constituée de huit couples
de spires homologues.
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Dès lors, pour déterminer la valeur maximale de la f.rn.m. de
l'induit, nous avons le choix entre deux méthodes

Une méthode graphique. A un instant donné, la f.m.m. de
l'induit s'obtient en faisant la somme, en chaque point, des f.m.m.
dues à chacune des phases.

Choisissons l'instant où le courant est maximal dans la
phase 1, représentée sur la fig. 4. Dans cette phase, les conduc-
teurs sont parcourus par un courant d'intensité J/ V 2. Les deux
autres phases, décalées dans l'espace respectivement de 2,t/3 et

J
de 4a/3, sont parcourues par des courants d'intensité - -

2. ' 2
En faisant la somme des 3 f.m.m., on constate que la f.m.m.

totale de l'induit est maximale (fig. 5) dans l'axe de la phase 1
(au moment où le courant est maximal dans cette phase, ce quiconstitue un résultat classique).




13,5




f.m.m. totale

[J
8j1=8

_8j2=4 -8j3=4

ILL

Fig 5
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La fig. 5 montre que la valeur maximale de cette force
J

magnétomotrice est égale à 13,5 (elle varie lègèrement
2

J
au cours d'une période et vaut, par exemple 13,86 , 1/l2m

V' 2
de période plus tard).

Une autre méthode consiste à décomposer la f.m.m. produite
par un couple de spires telles que celles qui sont représentéessur la fig. 4 en série de FOURIER, puis à tenir compte, pour
chaque système de forces magnétomotrices polyphasées, des théo
rèmes classiques.

Nous nous limiterons au terme fondamental.
Le terme fondamental de la f.m.m. élémentaire représentéesur la fig. 4, a pour amplitude

4 /19 t\ 4
-'sin( -"---- = -

\24 2/
Le fondamental de la f.m.m. d'une phase de l'induit s'obtient

en ajoutant N, = 8 f.m.m. décalées les unes par rapport aux
autres d'une encoche.

Lorsque la phase est parcourue par le courant d'intensité /
(au niveau de chaque conducteur), l'amplitude maximale (lorsque
la variable est l'abscisse angulaire), vaut

4




i-

1Lorsquel'enroulement total est parcouru par des courants
triphasés d'amplitude J! \/2, la f.m.m. tournante obtenue, à répar
tition sinusoïdale dans l'espace, a elle-même pour amplitude
3 4 J 3V'2- -" N, k'b k"b" = N, " J = 9,78 J.
2 t




f J \
Ce résultat ( 13,83 est à rapprocher avec ceux qui

peuvent être obtenus graphiquement, avec lesquels il est en très
bon accord.

2. Enroulement rotorique.
2.1. La courbe donnant la répartition de la f.m.m. dans

l'entrefer est une courbe en escalier, comportant autant de
marches qu'il y a d'encoches sur le rotor.

La hauteur de chacune de ces marches est proportionnelleau nombre de conducteurs de l'encoche et à l'intensité du cou
rant qui les parcourt.
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La fig. 6 montre que la f.m.m. est extrémale au milieu des
zones non bobinées. C'est l'axe des pôles, la zone où le champ
magnétique est également maximal.

Fig. 5

L'amplitude maximale de la f.m.m. est évidemment
2

2.2.1. La fonction (6) est paire et alternative. Son
développement en série de FOURIER est de la forme

a1cos* + a3cos3* +

La dérivée seconde de (-O), ou plutôt, compte tenu de ses symé

tries et de sa périodicité, sa restriction à l'intervalle
(o

-1-

s'écrit simplement : - ( -- , où o est
t.(1-y) \. 2 /

la fonction de DIRAC.
Par ailleurs "(*) = -a cos 6- 9a3 cos (30) +
Et l'on a les relations classiques

4 (,,/2
-a1 -" j cos*.d'» et

at Jo




4 C'2
-9a3 = -"

Jr fo

Compte tenu de la propriété de ô (0) selon laquelle

f0~
ô(*-x).f(0).d6 =
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on a très simplement
4 3N2.i

-a1 = --" "cos (t/6), et
c




4 3N2"i
-9a3 = --" "cos(x/2).

t
3" \/3N2.i

On en déduit : a1 = et a3 = 0.
jt2

(C'est la valeur particulière = 1/3 qui entraîne la nullité de a3).
Ainsi, le premier harmonique non nul de la fonction (D), est
le cinquième.

Quant à l'onde fondamentale, elle a pour expression
numérique : Coi = 88,45 j cos *.

2.2.2. Pour passer de la courbe (D) à la courbe E (t),
N2"i

il suffit de remplacer la valeur maximale
2

de la force

magnétomotrice par la valeur maximale EM de la f.é.m. induite
dans un conducteur statorique.

L'amplitude du fondamental de cette f.é.m. est ainsi
6"




EM.

Le premier harmonique non nul est le cinquième, son ampli-
6" \/3 EM

tude vaut "-.
x2 25

Ainsi, la contribution de l'harmonique 5 à la valeur efficace
1 1

de la f.é.m. est-elle limitée à - = 0,08 % de la valeur
2 (25)2

efficace totale.
En ce qui concerne le calcul précis de cette valeur efficace,

la fig. 7 montre que l'on peut se limiter à un quart de période.La valeur moyenne de E2 (t) sur cet intervalle vaut
E2, /1+2?

(1 - y) +'y E2M = E2M(
3 \ 3 )

La valeur efficace de la f.é.m. induite dans un conducteur

vaut donc EM = 0,74536 EM.
3
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En
j
Il




Fig. 7
1 6\/3

La valeur efficace du fondamental, soit EM,

vaut 0,74456 EM. Elle ne diffère, et c'était prévisible que très
peu (0,10%) de la valeur efficace totale.

En ce qui concerne la f.é.m. d'une phase statorique, la dif
férence entre la f.é.m. totale et l'onde fondamentale serait encore
réduite. En effet, les facteurs de bobinage k',, et k",, qui, pour
le fondamental valent respectivement 0,947 et 0,956, sont, pour
l'harmonique 5, réduits à

7 a 19\
k',, = sin ( 5 - ) = - 0,065

\. 2 2-4




/




/ Sa
sinl 8

\ 48
k",, = = 0,194.

8 sin f
\. 48

(L'étude précédente ne tient pas compte des harmoniques de
denture).

Au-dessous de la saturation, on peut négliger la réluctance
du fer devant celle de l'entrefer, si bien que la f.m.m. en un
point de l'entrefer est égale à la circulation H e de l'excita
tion magnétique dans l'entrefer, dans la zone considérée.

Puisque le fondamental de la f.m.m. s'écrit
= 88,45 i cos u,

le champ magnétique B = H a pour expression, dans
l'entrefer

B() = = l,Oll"10-3"i"cos'Œ



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 135

Nous avons vu, à la question 1 de cette deuxième partie
qu'avec une amplitude de l'induction BM égale à 0,93 T, on obtien
drait une f.é.m. de 11,55 kV par phase.

L'expression théorique de la valeur efficace de l'onde fonda
mentale de cette f.é.m., en l'absence de saturation, est donc

11,55" 10 -1,011.10-3
E = "i = 12,56 j.

0,93
En fait, la caractéristique à vide, qui dans sa partie linéaire

est telle que E = 5,2 kV pour i = 400 A, indique que la relation
réelle est E = 13 j.

La différence entre valeur réelle et valeur théorique peutdifficilement s'expliquer par la présence d'harmoniques (fussent
ils de denture). C'est plutôt la valeur corrigée e,, de l'entrefer
(11 cm au lieu de 10 cm réels, ceci pour tenir compte des dents),
qui est légèrement trop forte.

3. Coefficient d'équivalence.
Nous avons vu qu'un courant i, parcourant l'enroulement

rotorique, donne naissance à une f.m.m. dont l'harmonique fonda
mental a pour amplitude 88,45 . j.

Par ailleurs, des courants triphasés, d'intensité efficace J,
parcourant le bobinage polyphasé du stator, créent une f.m.m.
dont le fondamental a une amplitude égale à 9,78 J.

Le coefficient d'équivalence a donc pour valeur
9,78/88,45 = 0,111.

Ce résultat est à rapprocher de la valeur déterminée expérimen
talement (Œ = 0,106), avec laquelle il est en bon accord.

4. Réactance synchrone non saturée.
4.1. Hmax e,, = 9,78 J.

BM = t'o Hmax; on trouve BM = 1,12 10 J.
4.2. Dans l'entrefer, l'énergie par unité de volume est
B2

égale à . En supposant le champ à répartition sinusoïdale,
2

l'énergie moyenne par unité de volume vaut donc
B2M

L'énergie magnétique emmagasinée dans l'entrefer vaut donc
B2M

W = a D l. e,, = 6,684 10-3 J2 joules.4 PO
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4.3. En notant L l'inductance propre principale d'une
phase du stator (celle qui correspond au flux envoyé dans l'entre
fer), et M l'inductance mutuelle entre deux phases du stator,
l'énergie magnétique localisée dans l'entrefer est à chaque ins
tant, si j1, 12, et j sont les intensités des courants qui parcourentles trois phases

1
W = - L (j2 + 122 +132) + M (il 'J2 + 1213 + 1113)

Lorsque les courants il, 12, 13 sont des courants triphasés
équilibrés de valeur efficace J, il est très facile de montrer que
l'énergie W est une grandeur indépendante du temps, de valeur

3
W = -. (L - M) (J /2)2.

4
Or, l'expression (L - M) w est justement la réactance cy

clique principale non saturée, notée Xad dans le texte
3 X, J2

W=
2e)

On en déduit la valeur de Xad, soit 1,40 fi.

Compte tenu de la réactance de fuites partielles par phase,
soit X. = 0,2 fi, la réactance synchrone non saturée a pour
valeur : Xd = 1,6 fi. (Expérimentalement, nous avions trouvé
1,595 fi.)




Remarque.
On peut calculer Xad sans passer par l'intermédiaire de

l'énergie.
L'amplitude de la f.m.m. statorique vaut en effet

3




" k,, N, -J
2t

(N5 représentant le nombre de spires par voie d'enroulement d'une
phase).

On en déduit BM lorsque le stator est seul alimenté
po 32

BM=-" "kb "N5"J.
e, ir

Le flux correspondant dans une spire diamétrale est
PM BM'D"L,.

Et, dans une voie d'enroulement d'une phase
3LLo s/2 Dl Xad

= "(k,,.N5)2' "J= -J V2.
e w
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D'où
D"11

Xaj = (kf, N5)2




e

Numériquement, on retrouve X = 1,40 f1.
vn

4.4. = 7200 A.
Xd

5. Influence de la saturation sur la f.é.in. à vide.
5.1. Lorsque la machine est saturée, on ne peut négliger

la consommation d'ampères-tours dans le fer du circuit magné
tique. On procède en général de la manière suivante : Pour une
répartition sinusoïdale fictive B () dans l'entrefer, on calcule,
en utilisant la propriété de conservation du flux du champ
magnétique B, la valeur de l'excitation H en chaque point d'un
contour d'Ampère. La circulation de H détermine la valeur de la
force magnétomotrice au point où le contour d'Ampère coupe
le circuit magnétique.

5.2.1. La fig. 8 montre que la section d'une dent est
une fonction de la hauteur x à laquelle on la détermine.

Fig. 8

Nous noterons Sd la section d'une dent à la côte x, tandis
que Se sera la section (constante) d'une encoche.

Se = 2,532" 10_1 m2.

Au niveau de l'entrefer, (x = 0), Sdo = 0,2318 m2.
Au milieu de la hauteur de la dent, Sdl = 0,2905 m2.
A la base de la dent, Sd2 = 0,349 m2.
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(Pour le calcul de ces trois sections, nous avons supposé que
les tôles avaient un coefficient de foisonnement de 0,95, non
donné dans le texte).

Au niveau de l'entrefer, le pas dentaire est de 89,34 mm.
Pour un champ magnétique de 0,8 tesla, le flux dans le pas dentaire vaut




= 0,8934. 10-' 6,1 0,8 = 0,436 Wb.
5.2.2. Pour calculer le champ magnétique dans la

dent, nous supposerons que les différents cylindres concen
triques centrés sur l'axe du rotor, sont des équipotentielles
magnétiques. Le rotor étant lui-même, au niveau de l'entrefer,
une équipotentielle magnétique, cela signifie que la composante
radiale de H, à une certaine côte x, est la même dans l'encoche
et dans la dent voisine.

Le flux p passe à la fois dans le fer de la dent et dans l'air
de l'encoche. Nous poserons cp = (Pd + q.

(p Pd fÇe Çe Sex Se

SdX Sdx Sd S Sjx Sd
Mais nous avons vu que Hd = Hex = H.
Nous définissons donc un champ magnétique fictif,

(Ç S,
B'd = -' tel que B'd = Bd + u0. H -.

Sd Sd
Comme nous connaissons la relation entre BdX et Hj (don

née dans le texte), nous pouvons, pour chaque valeur de ,
connaître le rapport Sex/SdX et donc construire la courbe
B'd = f,jH).

Au niveau de l'entrefer, B'd , = 1,881 T = Bd o + 1,37" 10-6 - H.
La construction de la courbe B'd = to (H), montre que

H0 = 16 800 At/m. Ainsi, sur un flux de 0,436 Wb, 0,431 Wb passe
dans la dent et le reste dans l'encoche.

Si le champ magnétique considéré était non pas 0,8 T, mais
0,93 T, correspondant à la tension nominale, en extrapolant la
courbe Bd = j (Hd) et en construisant la courbe B'dO = f (H), on
trouverait que 10 % du flux correspondant au pas dentaire
(0,475 Wb), passent dans l'air de l'encoche.

Au milieu de la hauteur de l'encoche
B'd, = Bd, + 1,09-10-6-H.

Par ailleurs : B'a, = 1,50 T.
La correction apportée par la présence de l'encoche est né

gligeable (tout le flux passe dans la dent), et l'on trouve
H, = 2000 At/m.
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Enfin, à la base de la dent, tout le flux passe dans celle
ci, le champ magnétique y vaut 1,25 T, et l'excitation magné
tique H2 = 750 At/m.

La règle de SIMPSON permet alors de calculer l'excitation
moyenne dans une dent

Ho +4H1+H2 1
; ici, H,. = - (16 800 + 2000 + 750),

6 6
soit H,,, = 4 260 At/rn.

Les ampères-tours consommés dans la denture s'élèvent donc,
pour ce champ magnétique relativement faible, à 788 At, alors
que dans l'entrefer, il en faut : 8' 10 0,8 "0,ll = 70000.

TROISIÈME PARTIE
EXCITATION ET REGULATION

1. Nous avons déjà vu, dans la première partie, à propos
de l'étude d'un court-circuit, que le rôle de l'excitation est de
contribuer d'abord au maintien du synchronisme : on augmentela f.é.m. E5 pour pouvoir évacuer, dès la disparition du défaut
sur le réseau, le maximum de puissance sur la ligne (en tout
cas, une puissance supérieure à la puissance mécanique reçue
par l'alternateur, de manière à ce que la roue polaire reprennesa place.) Lorsque ce premier coup de frein est donné, il arrive
qu'on utilise encore l'action sur le courant inducteur pour amortir plus rapidement les grandes oscillations consécutives à l'apparition du défaut. Cela peut être réalisé, surtout sur les systèmesoù l'excitation est prélevée par soutirage aux bornes de l'alter
nateur, en inversant le sens du courant d'excitation à des ins
tants déterminés par la prise en compte de l'angle de décalageinterne 13.

2.1. La puissance des turboalternateurs modernes a évi
demment tendance à augmenter (elle dépasse couramment
1 000 Mw). Dans le même temps, leur inertie est relativement
plus faible, tandis que la longueur des lignes de transport des
unités de production aux zones de consommation s'accroît (et
donc avec elle, le risque de défaut).

Il faut donc augmenter la rapidité des systèmes de lutte
contre les perturbations, ainsi que leur efficacité. L'alimentation
du rotor par génératrice à courant continu (excitatrice placée
en bout d'arbre) donne lieu à de trop grandes constantes de
temps pour la croissance (ou la décroissance) du courant induc
teur. De plus, l'inertie mécanique est prohibitive car la puis
sance spécifique (W/kg) d'une telle machine est bien inférieure
à celle d'un groupe alternateur-redresseur.

2.2. Le choix de fréquences plus élevées que 50 Hz per
met, là encore, de réduire le temps de réponse de l'excitation.
On ne peut espérer approcher les 20 ms qu'en diminuant la
période des excitateurs au-dessous de cette valeur.
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De plus, en travaillant à fréquence plus élevée, on peut dimi
nuer la masse de fer des alternateurs d'excitation, puisque une
même f.é.m. est obtenue pour un flux plus faible.

2.3. La tension continue appliquée sur les bagues du rotor
de l'alternateur est de 544 V.

Soit U la tension entre phases de l'alternateur excitateur
principal. La tension U et la tension continue issue du pont de
diodes sont liées par la relation

3W. /2
Uc=

On en déduit U = 403 V.
Chaque phase fournit le courant continu de 3200 A pendant

un tiers de période et le reçoit également pendant un tiers de
période. Ces deux alternances étant séparées par T/2.

La valeur efficace du courant par phase est donc égale à

/2
3200"/ - = 2 610 A.

La puissance apparente nominale de cet alternateur est donc
égale à : 403 2610 3 1,82 MVA.

La relation E = V + j X, J s'écrit encore, en multipliant
chacun de ses membres par /3, et en tenant compte du fait que
Xd = 1,06 V/J




E = U,, + j 1,06 U,,.
Soit : E" = Ui,. 2,124 = 403 . 1,457 587 V.

85-587
Le courant inducteur vaut donc = 125 A.

400
2.4.1. Valeur moyenne du courant dans un bras du

pont de diodes : 5050 3 = 1683 A. -
Valeur efficace de ce courant 5050 Y3 = 2916 A.

2.4.2. La fig. 9 représente la tension inverse aux bornes
d'un bras de pont (en supposant les commutations instantanées).
La tension entre phases étant de 635 V, la tension inverse maxi
male supportée par un bras de pont est de 900 V (c'est-à-dire
635"




2.4.3. Un pont de diodes (ou de thyristors), est formé
de 6 bras (fig. 10). D'après les spécifications du texte, chaque
bras doit comporter 2 diodes en série pour supporter la ten
sion inverse, et de deux circuits parallèles pour acheminer le
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courant. Un troisième circuit est nécessaire si l'on désire que
chaque bras ait un fonctionnement normal alors qu'une diode
est hors service. Chaque bras comporte donc 6 diodes, et le
pont complet : 36.




Fig. 9
2.5. La chute de tension due à la réactance de fuites

d'un alternateur ou d'un transformateur débitant sur un pont
redresseur (de diodes ou de thyristors), procède d'un calcul
classique (voir le corrigé du Problème de 1974, dans le
B.U.P. n" 572, page 736).




Fig. 10




31o)
La chute de tension est égale à R I, avec R

/ 403 \
Ici, ko = 0,21 f = 19 Mn.

Y 32610 /
Pour I, = 5050 A, la chute de tension s'élève à

3
AU = l9"l0-"5050"- = 92V.
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La tension continue U d'excitation correspondant un cou
rant de 5050 A, valant, elle, 858 V, cette chute de tension d'ori
gine inductive en représente 11 0/0.

2.6. La décroissance de U,, à la sortie d'un pont de diodes
ne peut être due qu'à une baisse de la tension de l'alternateur
principal, et donc à une action sur l'alternateur auxiliaire com
mandant à son tour le courant d'excitation de l'alternateur
principal. Au contraire, à la sortie d'un pont de thyristors, on
peut agir sur la tension U,, en réglant l'angle de commande des
thyristors. On gagne donc en rapidité, mais il semble bien que,de toute manière, ce soit la méthode d'excitation par soutirage
qui soit la plus rapide.

3.1. La fig. 11 donne le schéma trifilaire demandé.

3.2.1. En fonctionnement normal au régime nominal,
nous avons vu que le circuit inducteur de l'alternateur doit
être alimenté sous 544 V. Le pont de thyristors doit fournir
0,17 985 = 167 V, et le pont de diodes, 544 - 167 = 377 V.

3.2.2. Soit U la tension efficace entre phases, au se
condaire du transformateur alimentant le pont de thyristors. La
tension continue maximale U,,,,, que peut fournir un tel pont

3U 2
vaut U,,rn = , et pour un retard à l'amorçage des thy-

31
ristors, la tension continue obtenue vaut . U,, = Us,,, cos &
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Pour que le pont de thyristors absorbe l'énergie du pont de
diodes, il faut, puisque ces deux éléments sont en série, que sa
tension soit l'opposée de la tension de ce dernier.

On doit donc avoir
U,,,, cos (165°) = -377 V, soit : U,,,, = 389 V.

On en déduit : U = U,,," = 288 V.
3. V2

32.3. Au régime nominal, cos ô,, = 167 V.
On en déduit ô, = 64,6°.




R. MOREAU.
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C.A.P.E.S.

SESSION DE 1979

COMPOSITION DE PHYSIQUE AVEC APPLICATIONS
(Durée : 5 heures)

On se propose ici d'étudier le principe de fonctionnement de
différents types de petits moteurs électriques. Aucune connaissance
technique particulière des moteurs n'est nécessaire pour la résolu
tion des différentes parties de ce problème (qui sont, par ailleurs,
indépendantes).

Il sera tenu compte, bien évidemment, de la rigueur du raisonne
ment et de la netteté de la présentation de la solution.

I. ETUDE ELECTROMAGNETIQUE (sur 70 points)
A. Moteur continu à aimant inducteur.

10 Soit un conducteur filiforme rectiligne MN astreint à tourner

autour de l'axe Oz à la vitesse angulaire w = - (fig. 1).
dt

c2»

44,r

Fig. 1
- - -+ -

On pose 0M = au., ON = b ur, (Ox, tir) è.
Dans tout l'espace balayé par MN règne un champ magnétique

-4 -*
uniforme et indépendant du temps : B = - B0 z (B0> O), z étant le
vecteur unitaire sur Oz.
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Calculer, en fonction de B0, a, b et u, la différence de poten
tiel entre M et N.

2° Les extrémités M et N glissent sans frottement sur deux cir
conférences conductrices de résistance électrique négligeable, C1 de
rayon a, C2 de rayon b. MN est parcouru par un courant d'intensité I,
de M vers N ; calculer, en fonction de B0, a, b et I, le moment par
rapport à Oz des forces magnétiques exercées sur MN.

3° Au lieu d'un conducteur unique MN, on en utilise un nombre k;
ils sont tous identiques à MN et régulièrement répartis autour de Oz.

dé
a) Le système tournant autour de Oz avec la vitesse w = -,

di
quelle différence de potentiel apparaît entre C1 et C2 ?

b) Chaque conducteur étant parcouru de C1 vers C2 par un
I

courant d'intensité -, calculer le moment des forces magnétiques
k

par rapport à Oz.
4° Le dispositif décrit en A.3° constitue le rotor d'un moteur tour-

nant à la vitesse angulaire constante w. Calculer, en fonction de u, a,
b, B0, R et <o, le moment l'0 par rapport à Oz des forces exercées
sur la partie mobile lorsqu'on branche entre C1 et C2 un générateur
continu de force électromotrice u et de résistance intérieure R, dont
la borne positive est reliée à C1. (La résistance électrique de chaque
conducteur MN est supposée négligeable.)
Application numérique

Calculer F pour u = 4V, R = 1 £2, B0 = ï T, a = ï cm
et b = 5 cm ; vitesse de rotation du rotor 100 tours/s.

B. Moteur alternatif asynchrone.
1° Soit un solénoïde S constitué de deux demi-solénoïdes 5 et

S, coaxiaux et réunis par une connexion n'introduisant aucune per
turbation (fig. 2). 'Chacun des demi-solénoïdes S et 2 comporte
N spires circulaires de rayon r, et a une longueur D. Les centres 0
et 02 des faces en regard sont distants de 0102 = 2 d. Soit 0 le

. D

Fig. 2
milieu dc 0102- S et 2 sont parcourus par un courant d'intensité I
de telle sorte que les champs créés en O par S et 2 soient dc
même sens.
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Le champ magnétique total en O est de la forme B = kI ; calcu
ler k en fonction des caractéristiques géométriques de S.
Application numérique

r = 4 cm, d = 4 cm, D = 30 cm, N = 600.
2° Soit R la résistance électrique totale de S et L son coefficient

d'auto-induction. On met en place deux solénoïdes identiques, du
type précédent, selon la disposition de la fig. 3. Les axes 0102 de S
et 0' 02 de S' sont orthogonaux et se coupent en 0, milieu commun
de 0102 et 0'1O'2.




--,.,--

-'-- 2.

-
ftHfk1




J




B
Fig. 3

Entre les points A et B, on branche en parallèle
- un générateur de tension « idéal " de force électromotrice

sinusoï-daleU \ 2 cos ( w! -- ) = u
4/

- le solénoïde S (S1 et S2)
- le solénoïde S' (S'1 et S'2) monté en série avec un condensateur par

fait de capacité C.
a) Déterminer les intensités instantanées j dans S, et i' dans

S' et C;
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b) A quelle condition doivent satisfaire L, C, w pour que les
déphasages respectifs q et q' des courants i et j' avec la tension u
soient opposés ?

c) A quelle condition doivent satisfaire R, L, C, w pour que

le déphasage entre j et i' soit en valeur absolue ?
2

d) Les deux conditions b) et c) étant satisfaites simultané
ment, quelles sont les intensités efficaces I et I' dans S et S' ?
Déterminer le vecteur représentant le champ magnétique en O. Mon
trer qu'il s'agit d'un champ tournant de module constant B0, tour
nant à la vitesse angulaire w dans le plan de figure xOy.

Application numérique
En plus des données du § B.1°, ajouter

R=3l,11l, w=lOO7trad/s, U=llOV.
Calculer L, C, I, I', B0.
31 On admettra que dans un certain domaine d'espace autour de O,

le champ magnétique B est un champ tournant dans le plan xOy a
la vitesse angulaire w et de module B1. Soit une petite bobine plate,
fermée sur elle-même, de résistance totale , de coefficient d'auto
induction 2,, constituée par m spires planes, circulaires, chacune de

ces spires ayant une surface s (fig. 4). On désigne par n un vecteur
unitaire porté par l'axe des spires. Cette bobine peut tourner à la
vitesse angulaire Il autour de l'axe Oz passant par O et orthogonal
au plan xOy, n restant dans ce plan. (La bobine tourne ainsi autour

de son diamètre dirigé suivant Oz.) Soit
'

le vecteur unitaire de Oz.

0 et

Fig. 4
a) Montrer qualitativement que ce système peut fonctionner

en moteur.
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b) A partir de cette question, on se place en régime perma
nent, la bobine tournant à une vitesse angulaire invariable fl. On

-*
choisit l'origine des temps (t = O) de telle sorte que B (O) soit porte- -
par Ox, et que l'angle [B (O), n (O)] pour t O soit égal à a.

ci) Déterminer le courant circulant dans la bobine plate, et
le moment magnétique t de la bobine.

) Calculer la composante F suivant l'axe Oz du moment
du couple F exercé sur la bobine. Calculer sa valeur moyenne tem
porelle < F >.

y) Etudier les variations de < F > en fonction de (co - Çl).Tracer la courbe représentative correspondante.

Application numérique
On donne B1 = 10-2 T, m = 100, s = 10 cm2, n = 100 x rad/s,

q = 2 fl, X = 8OmH.

Calculer la valeur numérique de l'extremum de < I' > et lavaleur correspondante de w.

à) Le moteur peut-il démarrer seul ? Quelle est la portionde la courbe représentative correspondant à un régime stable ?

C. Principe d'un moteur linéaire.
Un système de bobines non représentées, fixes dans le référen-

tiel 9, crée un champ magnétique B dont les coordonnées dans le
repère d'espace Oxyz du référentiel sont à l'instant t

= 0, B, = Bo cos(wt-kz), B 0.

1° Determiner un potentiel vecteur A en admettant que ses coordonnées ne dépendent que de z et de t ; montrer qu'une solution
possible est A (z, t), A 0, A = O. Calculer le champ électrique E
en admettant que le potentiel électrique V est nul en tout point.

Quelle structure reconnaissez-vous ? Quelle en est la vitesse de
propagation u ?

2° Un parallélépipède rectangle P, constitué d'un métal de conduc
tivité y, a pour dimensions a selon Ox, b selon Oy, e selon Oz (fig. 5).On admettra que la présence du métal, non magnétique, ne modifie
pas la structure du champ électromagnétique, ce qui constitue une
approximation grossière.
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E7

Fig. 5
a) Le parallélépipède est immobile dans , son centre diner

tie en O. Déterminer le vecteur densité de courant j (x, y, z, t).
--sCalculer la force élémentaire d3f exercée sur un element dx dy dz

de parallélépipède centré en M (x, y, z), puis la force d exercée sur
une longueur élémentaire dz du parallélépipède. Quelle est la valeur

-s -s
moyenne < df > de cette force ? En déduire la force moyenne < f >exercée sur le parallélépipède.
Application numérique

B0 = 10-2 T, a = I cm, b = 10 cm, c = I m, ' = 5 " 107 SI.,
-su 3 m. s-1 calculer < f>.

b) Le parallélépipède précédent est animé d'une vitesse
constante par rapport à : (u = 0, u = 0, ti, = u). Calculer,
en fonction de B, u et u, l'intensité E du champ électrique dans P.
En déduire la force moyenne exercée sur le parallélépipède.

En admettant que le solide P ne soit soumis qu'à cette force,
quelle serait la valeur limite de sa vitesse ?

3° Comment raisonnerait-on qualitativement si on supposait le
parallélépipède fixe et le système de bobines mobile ?

II. ETUDE MECANIQUE (sur 50 points)
On considère un moteur dont l'ensemble des parties mobiles (rotor,

arbre, accessoires) a un moment d'inertie J par rapport à l'axe de
rotation Oz et dont le moment du couple moteur par rapport à Oz
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est On néglige tous les frottements au niveau du moteur. On
repère la rotation par l'angle * que fait avec Ox un segment 0M lié

aux parties mobiles. Soit w (t) = - la vitesse angulaire des parties
dt

mobiles.
A, Le moment m est de la forme uu (t) - [1w (t), où u (t) est la

tension d'alimentation (fonction du temps comme w), ci. et 41 des
constantes caractéristiques du moteur.

10 Ecrire l'équation différentielle du mouvement.
2° On prend u (t) = u0 Cste. Quelle est la vitesse en régime

permanent ?
3° On suppose que pour t <0, on a u = U et que le régime

permanent est établi (fig. 6). A l'instant t = O, it passe de la valeur U
à la valeur u1 = Cste.




>o
Fig. 6

Donner pour t> O l'expression de w en fonction du temps, en
introduisant une constante de temps c dont on donnera l'expressionlittérale.
Application numérique

Au bout de combien de temps peut-on considérer que le nouveau
régime permanent (que l'on précisera) est pratiquement atteint si= 0,1 s ? Justifier ce choix.

B. Grâce à un dispositif d'asservissement électronique, on peutobtenir un moment r'rn de la forme "rn = nu - [1w - u étantla tension d'alimentation et e, [1, y des constantes caractéristiquesdu moteur et du dispositif d'asservissement.
1° Quelle est la position d'équilibre du système pour u = u0 Cste ?

Indiquer quels sont les types de mouvement possibles pour atteindre
cette position d'équilibre ?

Cas particulier. - On donne en unités SI. : [1 = 0,96. 10-2,
y = 0,0576, J = 4,0. 1O-.

On prend u (t) = O quel que soit t; à t = 0,00 a fi = fi et on
abandonne le système sans vitesse initiale. Quelle est l'équation du
mouvement ? Déterminer la position à l'instant t = 0,5 s. Conclure.
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2° On prend à présent u At, A étant une constante. Montrer
que, en régime permanent, * varie « linéairement>' comme u mais
avec un retard dans le temps '' que l'on calculera littéralement en
fonction de f3 et de y.

3° On choisit maintenant u = U0 cos wt et on se place en régime
permanent. Tracer la courbe donnant l'amplitude du mouvement en
fonction de w ; discuter la forme de la courbe selon la valeur de fi,
pour a, ', J, 130 donnés.

C. On utilise cette fois un moteur pour lequel on a Fm = F0 = Cste
lorsque le moteur est alimenté, et Fm = O si le moteur n'est pas
alimenté. (Ceci peut être réalisé grâce à des dispositifs spéciaux.)

1° On applique sur les parties mobiles, par utilisation de frotte
ments solides, un couple résistant dont le moment F par rapport à
l'axe de rotation est tel que F = Fr si le moteur tourne et
F F si le moteur, alimenté, est immobile, Fr étant une

constante.
a) A quelle condition le moteur, immobile pour t < O et ali

menté pour t ) O, peut-il démarrer ? Quelle est alors l'accélération
angulaire des parties mobiles ?

b) On suppose que le moteur est alimenté et a une vitesse
angulaire w0 pour un instant choisi « initial '> : t = O. Discuter selon
les valeurs de F0 et Fr la loi du mouvement. Le moteur s'arrête-t-il
éventuellement ? Si oui, à quel instant ?

Application numérique
On donne, en unités SI.
F0 4.10-3, Fr I = 6" lO-, J = lO- et O) 50.
2° On complète le moteur par un système d'engrenages (fig. 7).

Fig. 7

L'arbre du moteur porte une roue dentée D1 d'axe O1z ; le moment
d'inertie de l'ensemble des parties mobiles (rotor, arbre, accessoires
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et D1) par rapport à 01z est J1. La roue dentée D1 entraîne sans glis
sement une roue dentée D2 d'axe 02z et dont le moment d'inertie
par rapport à O,z est J2. Soient R1 et R2 les rayons des roues den
tées, R1 01M et R2 = 02M, et 2 les angles de rotation des
deux roues autour de 01z et O2z à partir de leur position initiale
(t = O). L'orientation des angles est déterminée par le trièdre direct
de référence.

Le moment du couple moteur par rapport à 01z est F1 m > 0. Le
couple résistant est maintenant exercé sur D2 son moment par rap
port à 02z est 2 r il est toujours du type frottement solide défini
précédemment ( C.1°).

a) A l'instant t = O, on alimente le moteur, jusqu'alors immobile. Celui-ci démarre. Calculer les accélérations angulaires de D1 et
D2. Calculer, en fonction de F1 m' F2 r J1, J2, R1, et R2, la compo
sante tangentielle f de la force de contact exercée par D2 sur D1.
Application numérique

En unités SI.
= 4,0 x 10-3, J1 = 1,5 x 10-a, R1 = 1,0 x 10_2

r2r = 1,0 X 10, J2 = 4,5 X 10, R2 = 2,0 X 10-2.
b) Le moteur est alimenté en permanence. Il tourne à la

vitesse w, à une date prise comme nouvelle origine t = O. A ce moment
là, on applique à D2 un couple résistant supplémentaire de moment F'2,dont le module varie périodiquement (période 2 r) selon la loi

F2H = "Or pour 2 E [0,0] modulo 2 r,
et IF2r O pour 02 E 30,2 nE modulo 2 n.

Déterminer O pour que le mouvement puisse être périodique.

Fig. 8
Montrer que, dans ce cas, ù)o doit être supérieur à une certaine

valeur, que l'on calculera littéralement, et que les modules F m I
"2 r ' F'2 r doivent satisfaire à certaines conditions, que l'on écrira.
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SOLUTION

Préambule.
Le problème de physique de C.A.P.E.S. de l'année 1979 porte

sur l'étude électromagnétique et mécanique de certains moteurs
électriques.

Ces sujets sont certes bienvenus car cet enseignement est
plus ou moins délaissé à l'Université et il est bon que de futurs
professeurs de physique aient quelques lumières sur les moteurs
tournants classiques et les moteurs linéaires plus modernes.

Avant de faire l'analyse du problème, remarquons une fois
de plus, la longueur excessive de l'épreuve.

Le principe de fonctionnement des moteurs tournants à cou
rant continu et à champ tournant asynchrone présenté dans les
paragraphes l.A. et B. correspond à un exposé classique. La pro
gression proposée se suit aisément et la description schématique
sur laquelle elle est basée n'est pas trop éloignée des réalisations
pratiques.

Par contre, deux critiques peuvent être faites à l'égard du
3me paragraphe de la première partie concernant le moteur li
néaire. En premier, la description est tellement schématique, que
l'on n'a aucune idée d'une réalisation pratique éventuelle. En
deuxième lieu, l'ultra schématisation conduit à présenter une
onde électromagnétique plane progressive sans déformation et
qui se propage avec une vitesse de phase de 3 m. s-1. Il y a de
quoi se poser des questions, surtout lorsqu'on est un candidat
devant sa feuille. Bien entendu, la réponse est connue la propa
gation des ondes électromagnétiques dans les métaux réels est
liée à une constante diélectrique imaginaire due à la fréquence
de plasma et à la fréquence de relaxation qui permet à peu près
tous les cas de figures suivant les matériaux et les fréquences.
Lorsque l'onde possède une partie propagative (qui est tout de
même amortie), la vitesse de phase de cette propagation peut
alors être très différente de celle de la propagation dans le vide.
On conçoit, après ce bref rappel qu'il eut été préférable soit de
poser une question concernant la propagation dans un métal,
soit de donner en quelques mots une justification de la valeur
numérique.

La deuxième partie du problème traite de l'aspect méca
nique de certains moteurs tournants associés à des dispositifs
qui permettent de se trouver dans des situations très variées.
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L'ensemble paraît donc très cohérent et satisfaisant. Pourtant là
encore, une critique s'impose très vite à la lecture du texte.
Aucun élément, dans le grand nombre de cas proposés, ne per
met de savoir à quel dispositif on a à faire. C'est tout à fait
dommage car le problème (sauf dans la dernière question C.2. a)
et b) se réduit à une succession de résolutions d'équations diffé
rentielles simples dans lesquelles on envisage successivement tous
les cas connus et résolubles facilement de seconds membres. Les
applications numériques laissent entrevoir que les moteurs décrits
sont des petits engins développant des couples faibles (équiva
lents à quelques dizaines de grammes suspendus autour d'une
poulie de 1 cm de rayon). Il eut été intéressant d'en savoir
davantage sur les applications pratiques (moteurs pas à pas,
utilisés dans des dispositifs d'automatisation dans le cas B peut
être ?), cela permet, au fur et à mesure de la résolution de tes
ter le réalisme du résultat obtenu.

Le corrigé qui suit s'est efforcé de rester aussi près que
possible de ce que l'on attend d'un candidat, mais quelques com
mentaires ou remarques ont été ajoutés lorsqu'il nous a paru
nécessaire de montrer le rapport avec les nouveaux programmes
(LB.) ou d'insister sur les justifications physiques de la méthode
proposée (I.C.). La longueur du texte n'en est que peu augmentée
et le lecteur pourra vérifier qu'elle est, sans démagogie, exces
sive pour une épreuve de 5 heures.

I. ETUDE ELECTROMAGNETIQUE
A. Moteur continu à aimant inducteur.

10 Le sens de rotation positif est le sens conventionnel du
trièdre direct xyz.

C2




f Vr \ \

Ur
X
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- Surface balayée par l'élément de courant MN lorsqu'il
1 1

tourne d'un angle d: (b2 - a2) d = - (b2 - a2) n dt.
2 2

- Flux magnétique «balayé» par MN dans le champ
-4 -4

uniforme B = - B0z




1
dT? = - B0 (b2 - a2) n dt.

2
- La force électromotrice d'induction est donnée « tra-

ditionnellement » par
1

e = -- = B0 (b2 - a2) n.
dt 2

Dans quel sens se trouve placé e est-ce VMN ou VNM ? OU, en

d'autres termes, que signifie le signe - dans -- ?
dt

C'est la loi de LENZ qui permet de répondre à cette ques
tion : fermons le dipôle MN par un circuit qui ne contient pas
de force électromotrice et qui ne coupe pas de lignes de champ
magnétique ; le courant qui passe dans ce circuit est dû unique-

-4
ment à la f.é.m. induite dans le dipôle MN, l'action de B sur ce
courant doit s'opposer à la cause (mouvement de rotation avec
n > O par exemple) qui l'a produit : la force de LAPLACE mesu

rée sur doit être négative, ce qui montre que le courant induit
est dirigé de N -* M pour n > O. La question suivante impose de
prendre comme sens positif des courants dans le dipôle MN et
nous prendrons donc la tension aux bornes VMN = VM - VN, de
façon à écrire




VMN = RIMN - e
où e est la force électromotrice du dipôle MN (voir programme
de ire). Pour avoir une vraie force électromotrice, il faut e 'SIN > O
(ainsi elle fournit de l'énergie au dipôle).

'MN

C,
R




VMN
Le courant induit 'MN étant négatif, e y est aussi, soit

1
e = ---- B0 (b2 - a2) n mais

2
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1
VM = - e = - B0 (b2 - a2)

2
en circuit ouvert.

2° Moment des forces de LAPLACE sur l'élément MN parcouru
par le courant 1MN = I.

Sur un élément de longueur dl situé à la distance L de O,
- - - -* - -

LIP = I dl (tir A B) et dF = l Ur A dF, on trouve immédiatement
-* -

= I dl B0 r et dl' = I B0 L dl z, d'où

1- I - -
r'MM = dF = - I B0 (b2 - a2) z

fa 2

3° a) La différence de potentiel est la même pour les k élé
ments M1N1, ils sont tous en parallèle entre C1 (sur lequel se
trouvent les points M.) et C2 (points N1) donc

VC, C, = VMN = -Bo(b2---a2)w
2




I
3° b) Chaque conducteur est parcouru par I -, ce11 k

qui conduit à un moment des forces magnétiques

- 1 I -
F = --Bo (b2----a2)zMi Ni 2 k

sur M N1 et à un moment total

- k -i. 1 -
F=F =-1B0(b2--a2)zj1 Mi Ni 2

4° A. Le circuit équivalent à l'ensemble moteur + alimenta
tion est donné ci-après, en prenant soin de garder pour les deux
dipôles la convention récepteur.

Vc1 c. = u + RI' pour l'alimentation,

Vci . = - e pour le moteur,
et I'=-I.
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u 1 (1)
D'où I --- Bo (b2-a2)-.

R 2 R

C(M)

1




-
c2(N)

En portant cette valeur dans F (de I.A.3° b), on obtient
1 u 1 (1)

F =-Bo(b2--a2)------B02(b2-a2)2-.
2 R 4 R

Application numérique
e = 0,75 V, I = 3,25 A, I' = 0,39 10 Nm.

B. Moteur alternatif synchrone.
10 Calcul du champ sur l'axe d'un solénoïde.
On rappelle rapidement le champ sur l'axe d'une spire cir

culaire. Les variables sont clairement définies sur la figure ci
après




dBo

dB0, créé par l'élément de courant Id! de la spire, se pro
jette en dB sur l'axe




114 Id!
sin

4 t r2 + x2
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r
avec : sin =




(x2 + r2)'!2
tous les éléments de courants Idl créent les champs dont les
composantes sur l'axe s'ajoutent et dont les composantes normales à l'axe ont une résultante nulle, d'où

.U-c, r2
B=-I =-sin3).

2 (x2 + r2)3!2 2 r
On divise le solénoïde en tranches d'épaisseur dx situées

en P et contenant ndx spires le champ créé sur l'axe en M parcette tranche est




dB = sin3*dx
2r

la relation entre x et donnée précédemment (ou x = r cot.- ()
rd-0,

donne en différentiant dx = - _____
sin

Le champ total sur l'axe en M est alors obtenu par l'intégrale
lAonI ('2

B = -sin*df
2 JO,

B = (cos O2 - cos O,).
2

Remarques
(1) Pour retrouver le champ sur l'axe d'un solénoïde infini,

taire 'Œ2 O et , = x; B.. = In.
(2) Certains ont pu penser utiliser le potentiel scalaire

-= - - pour B dans le vide. Ceci est possible mais la
42E
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justification correcte de son emploi n'est pas tout à fait élé
mentaire et peut conduire, si le candidat ne la maîtrise pas, à
des raisonnements faux (voir les ouvrages d'électromagnétisme
classiques).

Pour les deux solénoïdes, les champs s'ajoutent et les don
nées géométriques donnent

N d d+D
n = - C05 *j = COS =

D d2 + r2 /(d+D)2+r2
soit




N
k = - (cos *2 - cos *i)

D

Application numérique
LO 1
-= 10-' cos*1 =

34 1
Cos*2= =

'




6.102 / 1

342 + 42




17

k = 4t"10 (1
30.10_2 \

k = 7,35 .10-4 Tesla/Ampère.

2" a) Le montage représenté par la fig. 3 du texte corres
pond au schéma électrique équivalent

A

f




Li'VAB
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j et j' sont les courants dans S et S'.
La tension V est la même dans les trois branches et les

courants sont tous orientés de A -+ B, ce qui conduit aux deux
équations

di
u = L - + Ri

dt
di'

u = L - + Ri' + V
dt




dv,,
avec: i' =C




dt
Les solutions des régimes permanents de ces deux équations

différentielles dans le cas où u = u cos (wt -i-.
'

sont
\ 4/

sinusoïdales.
On posera

/ t /
i= i vcosÇo)t____c)

= eI
VexPiÇwt---c4 4

i'=I'cos(cot _eI'V'expI(wt_

en portant ces quantités dans les équations, on obtient
I (j Lù) + R) exp (- Jcç) = U

U\/2 /soit : i = cos ( œt - - - cc
/iiiR2 \ 4

avec cp = Arg (R + j Lœ)

et : i'[ R + j (Lw - exp (- j ') = U
\ Cw )1

U2 /soit : i' COs( wt------cc'
// 12 \ 4

V R2+ÇLw__)

avec : ' = Arg
[R+I(Lw_)]
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2° b) Pour que les déphasages cp et q' soient opposés, il
faut




/ 1\
Lu = - ( Lu - ) soit 2 L Cu2 = 1

Cu/

2° c) On cherche à obtenir

- w' = - tg p = - cotg

Lu R C
soit - = - soit - = L2ù)2 + R2

R 1 L
Cu

2° d) Si les deux conditions sont satisfaites simultanément,
on a




2 car Arg (R + j Lu) est > O
2 4

ce ç + etce
2 4

/ 1\
La condition Lu = - ( Lu - --) montre que j et j' ont

Cu/
même amplitude. La deuxième condition donne alors Lu R

U
d'où : I = I' =




R\/2

i = -- cosf cot------
P 2

et




U- cos cot.
R

- Le champ B' créé en O par l'ensemble S' est porté par
U

Ox et vaut B = k - cos cot.
R

- Le champ B créé en 0 par l'ensemble S est porté par
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U
Oy et vaut B, = k - sin ojt.

R
Ce sont les deux composantes d'un champ tournant de mo

dule B0 et faisant l'angle ut avec Ox; on a donc

U
B0 = k -.

R

Application numérique
Avec R = 31,1 f1, w = 100 x radis, et U = 110 V,

R 1
on obtient : L = - = 0,1 H; C = - 52 'oF;

w 2wR

U




=2,5A;
R




U
B0 = k j / 2 = k = 2,6" 10-s Tesla.

R

3° a) Si la bobine tourne avec une vitesse angulaire l w

vitesse angulaire de B, alors le circuit qu'elle constitue est sou
mis à un flux magnétique variable. Il s'y développe une f.é.m.
induite et un courant induit qui obéit à la loi de LENZ : ce cou
rant d'un sens tel, que le couple magnétique auquel est soumis
la bobine dans le champ tournant , tend à diminuer la cause

qui l'a créé ; la bobine va donc tourner dans le même sens que
de façon à diminuer la variation de flux magnétique; elle consti
tue donc le rotor d'un moteur. La suite de la question va traiter
du couple moteur que l'appareil ainsi construit peut développer.

3° b) e) La f.é.m. induite sera prise égale à -- et ferait
dt

passer, si elle était seule, un courant positif dans la bobine,
compté sur le sens > O d'orientation de la bobine, corrélé à la

-4 -4-4
normale n donnée. On aura alors = m s n. B.
-4-4
(n, B) =

-4-4 -4 -4 -4 -4
...(n,n(0)) + (n(0), B(0)) + (B(0), B (t)) = -fIt--a + (J) t

donc: = ins Bjcos[(w-fI)t-aJ
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d
et : e = -- = ins B1 (w - 12) sin [(w - 12) t - u]

dt
Le courant instantané permanent j est la solution particu-

di
hère de l'équation e = À - + 0i. La résolution est calquée sur

dt
celle de la question I.B.20 a)




ins B1 (w
= j0 sin [(w-12)t-co-q] où j0 =




o2 + 7. (w
et: = Arg [ + j? (w-12)].

-4 --4
Le moment magnétique Ylt est simplement Ylt = no s j n.

--4 -4 -4 -4
30 b) 13) F = lt A B = Ms, n A B n'a qu'une composante

-4 -4
= msiB1sin(n,B)

in2 s2 B12 (w - 12)
Fz= _____

/ 2 + À2 (

...sin [(w-12)t--u--'cp] sin [(w-1l)t-aJ

La moyenne temporelle est définie par
1 t0+T 2t

<F>=- Fdt où w-12=-.
T Jo0 T

La transformation du produit des sinus, après avoir posé
u = w-11:

sin2 (ut - u) cos (Ç - sin (ut - u) cos (ut - u) sin (Ç
donne les intégrales

1 t0+T- I sin2(ut-u)dt =
T J to




1 ft0+T 1
- I - (1 - cos 2 (ut - u)) do = -
TJt0 2 2

1 rt0+T- sin (ut - 'u) cos (ut - «) do =
T J t0

1 (t0+T 1
- - sin (2 ut - 2 u) do = O.
TJt0 2
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Par ailleurs, d'après la définition de p
Q

cos ip =




/Q2 + ( -
d'où




1 11,12 SI B12 (0)
2 2 + 2(f)2

3o b) ?) Pour étudier <Ft> en fonction de (o) - = u, il
u

suffit d'étudier la fonction f = - Fonction impaire2 + A2 u2
mais seule la partie o) -£> O a un sens physique.

df 1 u x 2 X2 u X2 u2
Dérivée - = - =

du 2 + u2 (2 + A2 u2)2 (2 + X2 u2)2
Q Q

Fonction croissante pour -- < u < + - décroissante
X X

ailleurs.
L'axe des abscisses est asymptote.




Q
La valeur du maximum pour u = - donne

X
1 MI s2B12

< "z >max




4 A
<Ç>

<ci

7



166 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

/f\Pente à l'origine : lim ( - pour u -* 0, soit
\ u J

1 m2s2B12
2

Si ç (résistance intérieure du moteur) augmente, le maximum a
une ordonnée inchangée mais il se déplace vers des valeurs plus
grandes de o - ft et la pente à l'origine diminue corrélativement.

Application numérique
1 (102)2 x (1O-)2 x (10-2)2

<Fz>max = = 3.10-6 N.m
4 8010-




Q
l'abscisse du maximum correspond à ft = -- avec

2
- = = 25 rad/s ft = 314.25 = 289 rad/s.

I 8.10-2
Remarquons que le moteur tourne à une vitesse à peine

inférieure à celle du champ tournant qui est = 100 z radis, ce
qui est la fréquence 50 Hz ou encore 3 000 tours/mn. La vitesse
du rotor calculée ci-dessus, correspond à 2 760 tours/mn et
c'est en fait la vitesse minimale du rotor lorsqu'il est en régime
stable (voir question suivante).

3° b) o) Pour que le moteur démarre seul, il faut que, au
repos (ft = O soit (o - ft = o) le couple <Fe> soit positif et
que ce couple augmente lorsque ft augmente (soit w - ft diminue).

Q
Or, d'après le calcul numérique precedent w > -. Pour

cette abscisse, il y a bien un couple de démarrage rd > O qui se
trouve sur la partie à pente < O de la courbe, ce qui fait que le
moteur a tendance à accélérer après son démarrage.

Pour que le régime soit stable, il faut que, lorsque ft tend à
diminuer (décrochage), le couple moteur augmente, ce qui se
produit dans la partie à pente positive de la courbe, soit

Q
0< w-ft <

ou:

REMARQUES : Si le couple résistant r appliqué au moteur est
inférieur à rd, celui-ci démarre effectivement seul et va se sta
biliser à une vitesse il, qui correspond à l'abscisse du point
<Ft> = F1 dans la partie à pente positive.
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- Si le couple r est compris entre Pd et <r >m, il taut
lancer le moteur et celui-ci se stabilisera à une vitesse avec

<l <fly.. On voit que le couple résistant ne peut dépas-
ser <F >max et que la vitesse la plus basse est Ma.-
C. Principe d'un moteur linéaire.

1 Ecrivons que le rotationnel du potentiel vecteur cherché
de coordonnées A, A, A, est bien égal au champ magnétique
proposé par l'énoncé. On obtient les équations différentielles
suivantes




M, aAy___-. =0;
?y az

- = Bo cos(t-kz);
Ix

aA
___- =0.
Ix

En supposant que A, A, A ne dépendent que de z et t, il reste
My aA

- = 0; = B0 cos (cot - kz).

Comme le suggère l'énoncé, nous retenons la solution
particulière




B0= -- sin (ù)t - kz) ; A = A = 0.
k




-
Dans le cas général, le champ électrique E est donné par

-
- _ lA
E = - grad V

It
Si l'on suppose que le potentiel scalaire V est nul en tout point,
nous obtenons




-
-' IA
E =

c'est-à-dire, compte tenu de l'expression de A
(1)

E = - B0 cos (ut - kz); E = E = 0.

-4 -4
Le champ E, porté par Ox, et le champ B, porté par Oy,forment un trièdre trirectangle avec la direction de propaga-
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tion Oz : nous retrouvons la structure d'une onde électromagné
tique de vitesse de propagation




ff
= V,, = O; v = -.

k
On retrouve que le module de la vitesse est aussi le rap

port des amplitudes des champs électriques et magnétiques.
-4

REMARQUE Compte tenu du champ B donné par l'énoncé,
une autre solution pour le potentiel vecteur pourrait être obte-

nue en ajoutant à la solution particulière A* ci-dessus le gradient
d'une fonction scalaire quelconque

-4 -4 --4
A' = A + grad ii'.

On obtient alors le même champ électrique si l'on remplace V
par




-°.
V' = V--.

Pour toute fonction scalaire w donnée, on définit ainsi une
transformation A, V --> A', V' appelée changement de jauge, qui
laisse invariante la structure du champ électromagnétique (inva
riance de jauge).

2° a) On obtient le vecteur densité de courant au moyen de
-4 --4

la loi d'OHM j = . E ; soit
j = y u Bo cos (wt - kz) ; ly = Jz = O.

Un élément parallélépipédique de volume = dx dy dz cen
tré en M (x, y, z) peut être considéré comme une portion de cir
cuit de longueur dx et de section dy dz, parcourue par un courant

M = j dy dz parallèlement à vecteur unitaire de Ox. Cette

portion de circuit dont le « Id! » vaut : M dx' u = j d u,
-4

plongée dans le champ magnétique B, est soumise à la force
de LAPLACE




4 -4 -4
df = j d-r u A B

soit




df = df, = O df, = y u B02 cos2 (ot - kz) dz.

On obtient une force oscillante dont la moyenne sur le temps
est obtenue en remplaçant le cosinus carré par 1/2 (voir aussi
question I.B.3° b) 13).




1
<df> = <df> = O <df> = - y u B1 dir.

2
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En sommant alors sur tout le volume du conducteur, on
obtient la force moyenne résultante




1
fx=fy=O f=-vBoabc.

2
Application numérique f = 7,5 N.

REMARQUE : L'énoncé aurait dû justifier la valeur très faible
donnée pour la vitesse de propagation.

2° b) Imaginons une particule chargée q fixe par rapport à
P. Cette particule animée d'une vitesse u dans est soumise

-)
dans Jt (où règne le champ électromagnétique E, B) à une « force
de LORENTZ»




- - -*
F = q (E + u A B)

(nous rappelons que cette formule n'est valable que si la vitesse
de la particule est très inférieure à la vitesse de la lumière).

Dans un repère lié à P, où la charge est immobile, l'expres
sion de la force de LORENTZ se réduit à

F = q E

où est l'expression du champ électrique dans ce repère mobile.
On obtient donc




= E +A
soit, compte tenu des expressions en cartésiennes,

Ep B0 (u - u) cos (ut - kz), = Ep = O.
Le calcul précédent peut être alors refait en remplaçant u

par u - u, ce qui donne




1
ix = = O f = - y (u - u) B02 abc.

2
Si P n'est soumis qu'à cette force, on voit que le mouve

ment ne sera plus accéléré pour u = u (vitesse limite).
REMARQUE Nous nous sommes volontairement placés dans

une hypothèse non relativiste, guidés par l'application numériquede la question précédente. Dans le cas général, on n'aurait puéviter de faire appel aux formules de transformation des champs.
-4La formule donnant E devrait être alors remplacée par

- -4 -4
(E + uA B)

2

V



170 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

(valable pour des champs perpendiculaires à la vitesse, comme
c'est le cas ici).

3° Les bobines n'étant plus fixes, mais se déplaçant à la
-

vitesse - u, elles créent dans Jl, une onde se déplaçant à la vi-
- -*

tesse y - u. Le calcul précédent peut alors être refait en analy-sant l'action de cette onde sur P fixe comme dans I.C.2° a).

II. ETUDE MECANIQUE

A. 1° La loi fondamentale de la dynamique appliquée au
d

rotor du moteur de moment d'inertie J s'écrit J =
dt2

soit, avec r,,, = au (t) - 13 u (t) et en remarquant que

o(t) = -.
dt

dN do.
J-+13-=au(t) ou J-+13o=au(t)

dt2 dt dt

REMARQUE : La loi du couple moteur qui est donnée ici est
celle qui a été démontrée pour le moteur à courant continu,
question LA.4°.

A. 2° Si u (t) = u0 indépendant du temps, le régime perma-
du

nent est donné par o = constante, donc - = 0. La deuxième
dt

équation ci-dessus donne




au0
(00 =

Cela revient évidemment au fait que la vitesse atteinte annule
le couple moteur.

A. 3° L'équation différentielle du mouvement est maintenant
do (l u1

J- + 13 = au, qui donnera le régime permanent (Oj =
dt

C'est la solution complète de l'équation qui donne le régime tran
sitoire, en tenant compte de la condition intiale

U
(O(t0)=Worr

13
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L'équation sans second membre a pour solution générale
(t) Ce_Te

l'équation complète a donc pour solution générale
t (L U1 J

C e-; où =-

et C est déterminé par la condition initiale, soit

ci t fLU1O) (t) = - (ito - Iii) e +

(a.)

"j




t
Application numérique

On admettra que le régime permanent est pratiquementatteint si le terme dépendant du temps est réduit à l0- de sa
valeur initiale, soit

e = 10-i

soit : t = __ 7 soit t n--- 0,7 s.
log e

B. 10 L'équation différentielle du système est maintenant
df

J-+fl-+y = au(t).
dt2 dt

Pour u = u0 = constante, il existe une position d'équilibredéfinie par
d au

-=0 et -=0 cqu."dt dt2
Pour atteindre cette position d'équilibre, le dispositif effectuera un mouvement donné par la solution générale de l'équa-
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tion sans second membre. Elle est du type = erf, où r est
solution de l'équation J r2 + fi r + y = 0 obtenue en portant *
dans l'équation sans second membre. Trois cas sont à envisa
ger suivant la nature des solutions de cette équation du
2- degré.

1er cas fi2 - 4 J ' > O deux solutions réelles r1 et r2
fi / fl2_4J?- ± , le mouvement transitoire est du2J 4 J2

type & = A er1t + B e't (A et B sont des constantes qui peuvent
être déterminées dans la solution générale de l'équation complète
par les conditions initiales).

Dans ce 1er cas, le mouvement est amorti non oscillant.
2me cas : 52 - 4 Jy <O, les deux solutions sont imagi

naires de la forme
1 t

r = -- ± jh d'où il = e - x A sin (ht + ç)

c'est un mouvement sinusoïdal amorti.
3 cas fi2 -. 4 J y = 0, cela correspond à un coefficient

d'amortissement dit critique fi. = 2 J y, le mouvement est
de la forme

t /j* = e(A + Bt) avec &c =
y

Cas particulier proposé
132 - 4 ? = (0,96 10-2)2 - 4 x 0,0576 x 4" 10- = 0,

cela correspond donc à l'amortissement critique.
Avec uo = 0, la solution générale de l'équation complète

s'écrit donc
t 4"10- 1

O = e, (A + Bt) avec = -- = - s.
0,0576 12

Les conditions initiales sont à t = O =

et -=0
dt

soit A=00

et) B----=O
soit

,re 1
, )

t

Application numérique
A l'instant t = 0,5 s, soit- = 6, 0 sera revenu à sa posi

tion d'équilibre = 0 à moins de 1 % de 00 près.
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B. 2° L'équation différentielle complète
d df
J- + 13- + y* = aAt

dt2 dt
a pour solution générale la solution générale de l'équationsans second membre, qui est d'un des types décrits dans la
question précédente (quel qu'il soit, il s'amortit complètement
régime transitoire), plus une solution particulière de l'équation
complète. Nous chercherons cette dernière de la forme = at + b
qui, reportée dans l'équation complète donne

13a + y (at + b) u At
ou encore




a = a A/y
all A

b




'Y2
Le régime permanent du moteur est donc un mouvement

correspondant à une loi linéaire de l'angle de rotation
«A / (3

0= (t--
Y \ t

fI
le moteur « suit » son alimentation avec un retard '' =

B. 3° Pour u = Uo cos wt, le régime permanent est sinusoï
dal de même fréquence mais présente une différence de phase.

En passant en formalisme imaginaire
u = Re U0 eit et 0 = Ref0 e

on obtient en portant dans l'équation complète du mouvement
(-J o + 1w f3 + .) o e- = «U0

l'égalité des modules donne




a U0

- J »2)2 + w2 132
et celle des phases donne

= Arg (_Jw2 + y + Jw f3)
Etude de la courbe o en fonction de o pour différents coef-

ficients d'amortissement
do 0- = -QUO [(y-Jc»2)2 + o2132]3/2 X o [2J(Jw2-y) + (32]
do

y f32
ses racines sont w = O et o2 = ---, cette dernière ne

J 2J2
donnant une valeur réelle de o que si (3 < V 2 y J = f3/V 2.
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D'où les trois zones de 13 caractérisant la forme de O (e).
dOE0

1 cas: 13 = f3J / 2 - < O sauf en w = O où le maxi-
do)

mum est très plat car la l dérivée non nulle en w = O est la
dérivée 4me

2me cas: li < 13,/ %/2 minimum en w = O,




/? 132maximum en 0Inax = I / ---;
V J 2J2

la valeur du maximum étant

132 / 132
131/ (9)2max kf J 4J2 V 4J2

3' cas: 3> 13/ '2 un seul maximum en w = O.
Toutes les courbes passent par le point w = 0 *0 = nU0/-.

(4 (4)

>/3M2

C. P a) Le couple moteur "m = r0 = constante lorsque le
moteur est alimenté et est nul autrement. Un couple F est appli
qué au moteur, c'est donc un couple résistant. L'équation dif
férentielle du mouvement devient

dZOE
J- = r0 - r.

dt2
dZIi

Pour que le moteur démarre, il faut -> O donc r0 doit
dt2
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être supérieur à r j. Comme r I = I r! dès que le moteur
démarre, la condition de démarrage est donc ro > F, . L'accé-
lération angulaire est alors, d'après l'équation ci-dessus

r0- I r,
J

C. 1° b) Le moteur étant en marche avec une vitesse angu
laire o à t = O, le moteur a un mouvement uniformément accé
léré puisque l'accélération est constante d'après la question
précédente




1 ré -r,I




t2 + 0)t +
2 J

on prendra * = O à l'instant initial, ce qui implique *o = O.
,(o est déterminé par Œ(O) = o, soit

1 ro-Irri




t2 + uot.
2 J

Ce mouvement est accéléré si r0 > j r, j, retardé si r0 < r,
(cas du moteur lancé puisque dans ce cas, il ne peut démarrer
seul) et uniforme si F0 = I r,

ro IFri
* = t + o pourra devenir nul à un instant

0)O J
t > O tel que t = , ce qui impose 1r, '! > r0 pour

r, I - r0
ù)o >O.
Application numérique

Les données correspondent à r, > r0; l'instant d'arrêt est
alors




50 x 10-a
t t=2,5s.

2-10-3
20 a) Pour décrire le mouvement du rotor du moteur muni

de son engrenage, il faut écrire séparément les équations des
deux systèmes

I rotor + arbre + accessoires + roue D1 sur lequel s'exercent
les couples ri,,, moteur et celui de la force tangentielle P de
contact exercée par D2 sur D1

d2*1 t -4
J1 = r, + OZIdt2 1

2 roue D2 sur laquelle s'exerce le moment résistant r, et
celui de la force tangentielle - de contact exercée par D1
sur D2
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d2'Œ2
J2- = Fr + 1t y (-F1).

dt2 Q

L'écriture des valeurs algébriques des couples demande du
soin. En effet, r étant un couple de frottement solide, son écri
ture algébrique dépend du sens de rotation. Supposons > O

d3/42
puisque F1 est donné > O donc f < O, donc <O au

d.2
démarrage : ceci impose : Fr = + F2 r > O.

On appellera ft le module de F1 soit M oz () = - R1f11 résistant pour D1
t -,

et 1t (-F1) = - R,f,0Z2 moteur pour D,.
De plus, et u2 sont liés par la relation R1 01 + R2;)' = O

qui tient compte des valeurs algébriques.
Les deux équations du mouvement deviennent alors le sys

tème suivant
I d201

J1 = Fi Rift
dt2
dŒ2

J2 = F2rR2fr
dt2

R11 + R*2 = O.

On élimine d'abord ft entre les deux premières équations et
u1

on remplace e2 par - R1




R2
d1 R12 d201

J1 R2 + J2 - = R2 F1 , - R1 12 r
dt2 R2 dt2

d'où on tire l'accélération angulaire de D1

R1
F1 n - '2 r

d201 R2
Clt2

-
R1

J! + J2
R2
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puis celle de D2 par
R1 d2t1

dt2
-

R2 dt2

/ R2 \
d2J ( - ) '1 in - 172 r

\ R /

/ R2 \
dt2 Jj-) +J2

\ R1 /

puis la valeur de à l'aide d'une des deux premières équations

J1 R2
in + -- F2 r

J2 R

R1 /R2\2 J1
1+ (-)

\R1/ J2




J2 R1
r + - n1 J1 R2

R2 /R1\2 J2
1+ L-)

\R2/ il

La formulation de chacune des expressions ci-dessus a étéchoisie de façon à favoriser l'interprétation physique.
d1

Ainsi , acélération de l'ensemble moteur + arbre +dt2
R1

disque D1, est due au « couple efficace » Fi,,, -- r dans
R2

R1
lequel apparaît le couple de frottement efficace - F2, tandis

/ R1 \2
que l'inertie au lieu d'être J1, est augmentée de J2 ( - ) clue à

\. R J
l'engrenage avec la roue D2. L'interprétation de l'accélération
angulaire de D2 est similaire. La force de contact tangentielleest due, quant à elle, aux deux couples moteur et résistants,
qui ajoutent leurs effets moyennant un terme géométrique et
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dynamique qui corrige r2 et R1 pour tenir compte de l'engre
nage (ou dans l'autre expression 1 rn et R2).
Application numérique

R2
-=2
R1

/R2\2 d2 7l0
J1( - J + J2 = 7 x 1,5.10-4 - = = -6,67 rads-2
\R1/ dt2 7 X 10°10

R2 d2O d2
F2, = " lO- - = - 2 x - = 13,3 rad-2

R1 dt2 dt2
Pour le calcul de f
Jj 1

J2 3




J1 R2
Fi m + - X- r

J2 R1
1 14

...=(4+-x2xl)10-3=------°l0--3
3 3

/R2\2 J1 1 7
1+ (-J -=1+4x-=

\R1/ J2 3 3
1 14 3

x-x-10--3=0,2N.
1x10-2 3 7

C. 2° b) Lorsqu'on a ajouté au couple résistant P2, un autre
couple résistant F2, périodique en 2 de période 2 , on réécrit
l'équation du mouvement de D2 de la façon suivante, en tenant
compte des valeurs numériques qui simplifient l'écriture
d22

=-Ay2+Af(*2) où ''2=2FimF2r...
dt2 1

...A=




J2 + 4 J1
et f (Œ2) est la fonction F'2 02)-




02
Multiplions les deux membres de l'équation par - et inté

dt
grons de O à T où T est la période du mouvement si elle existe,

/ d\ WO / d2
avec: (-) =--=I----

\ dt Jo 2 \ dt
(rappelons que 2 est toujours <0 si Œ1 est > 0 donc œ0 >0)
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fT

02 d*2 T T d'a2-- Lit = -A72 d02 + A f (112) - dt
0 dtdt2 fo fodt

1 /do2\2T
-j - = -A ?2 (-2e- O) + A J 1(02) dO2
2\dt/o fo

L'intégrale du membre de droite vaut A r"o r X O.
Le membre de gauche vaut O ; il s'ensuit que le membre de

droite doit être nul

O
72 1`0 ,- OU 0- 2x

22t

ce qui s'interprète en disant que la valeur moyenne du couple
supplémentaire sur une période est égale à la valeur moyennedu « couple efficace » défini dans II.C. 2° a).

Pendant la première phase du mouvement, l'accélération est
2Fim(F2r + I"or)

J2 + 4 J1
Le mouvement du moteur doit être retardé puisqu'on a rajouté
un frottement, ce qui correspond, pour D2, à une accélération
positive, soit I'2 r + 'o r > 2 1'i

Pendant la 2me phase




2r1m - F2 r(2) =
J2 + 4 J1

doit être < O car il faut permettre une nouvelle accélération
pour rattraper la vitesse a de départ, soit 2 r < r1 m"

L'ensemble des deux conditions donne

r2. < 2r1, <F2. + '0r

Notons que la deuxième condition traduit également le fait que
O est <O.

Intégrons maintenant l'équation pendant la ire phase du
mouvement pour calculer l'instant t au bout duquel 2 = O

1 (00t
02 A(y2'I"or) t2__

2 2

qui tient compte des conditions initiales. Pour 2 = O l'instant t
est solution de l'équation du 2me degré
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1 (00
A (Y2 - I") t2 + - t + O = O
22

Cette équation n'aura des racines réelles que si
2> 80A(y2-F'o,) O étant <0

r'2, + F'0 r - 2 1'
o2 > 8 0




J2 + 4 J1

cette quantité est positive d'après les conditions précédentes.

Remarquons que le produit et la somme des deux racines
de l'équation sont positifs, ce qui implique que l'équation a deux
racines positives, mais évidemment c'est la plus petite des
deux racines qui est la solution physiquement acceptable. La
figure ci-après illustre la condition que doit remplir 1002 elle
revient à dire que O se situe au-dessus du minimum de la fonc
tion 2(t).




L
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C.A.P.E.S.
SESSION DE 1979

OPTION PHYSIQUE ET CHIMIE

COMPOSITION DE CHIMIE
(Durée : 4 heures)

Il est recommandé d'adopter dans les calculs numériques une pré
cision raisonnable et compatible avec les données de l'énoncé.

Le sujet peut paraître long, aussi est-il demandé aux candidats
de répondre avec précision et concision aux questions posées.

En ce qui concerne la question BIT. (diagramme potentiel pH
de Al), joindre à la copie le diagramme donné avec l'énoncé et complété
avec les indications de la question B.112° a).

DONNÉES NUMÉRIQUES
Données relatives à l'aluminium

- numéro atomique Z 13,
- arête de la maille du cristal a = 4,041 A,
- rayon de l'ion aluminium r = 0,51 A,
- masse atomique M = 26,98 g,
- température de fusion = 666 o C.

Données relatives à la chimie ionique de l'aluminium
Al3+--3e--=Al E0-1,66volt
Al (OH)4- + 3e- ± Al + 4011- E° -2,37 volts
AI (OH)3 5::; A13+ + 3 0H- K8 = 10_36,3
Al (OH)3 + 1120 Al (011)4- + Haq± K' = 10_14,6

Données thermodynamiques
Les conventions « de zéro » sont les conventions habituelles (les
valeurs numériques sont arrondies).
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CORPS ÉTAT HO kJ. mole-1 SO J. mole-'. K-1

AI Solide 0 28,3
A1703 Solide -1670 51,0
02 Gaz 0 205,0
Fe Solide 0 27,1
Fe203 Solide - 822 90,0
C graphite Solide 0 5,7
CO Gaz - 110 197,9
CO2 Gaz - 393 213,7
AL,C3 Solide - 129 104,6

Enthalpie de fusion de l'aluminium : L = 10,9 kJ. mole--'.

Données générales
- nombre d'Avogadro N = 6,02. 1023,
- constante des gaz parfaits R = 8,32 J. mole-1. K-,
- 2,3 RT/F = 0,06 volt à 25 oc,
- produit ionique de l'eau K,, = 10-14 à 25 oc.

A. GENERALITES SUR LE METAL (sur 10 points)
I. PROPRIÉTÉS PHYSIQUES. ALLIAGES.

P L'aluminium solide cristallise dans le système cubique à faces
centrées

a) Tracer un schéma CLAIR et SOIGNÉ de ce réseau cristallin.
b) Calculer la compacité du réseau. Définir au préalable cette

grandeur.
c) Calculer la masse volumique de l'aluminium.
d) Citer un métal courant cristallisant dans le même système.
e) Citer un autre système cristallin accompagné d'un exemple

choisi parmi les métaux.
20 Propriétés physiques et mécaniques

a) Citer deux propriétés physiques intéressantes de l'alumi
nium. Faire un commentaire succinct.

b) Citer deux propriétés mécaniques intéressantes de l'alumi
nium. Faire un commentaire succinct.

3° Alliages de l'aluminium
a) Citer trois alliages courants de l'aluminium en précisant

pour chacun d'eux la composition qualitative.
b) Comparer brièvement pour chacun des alliages cités les pro

priétés mécaniques à celles de l'aluminium pur.
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II. GÉNÉRALITÉS SUR LES PROPRIÉTÉS CHIMIQUES.

Le candidat se limitera à développer les points suivants
1° Structure électronique du métal.
2° Structure électronique de l'ion aluminium. Préciser la nature de

l'ion observé en solution aqueuse. Justifier sommairement.
3° Existence de l'ion aluminate. Préciser la structure de cet ion en

solution aqueuse.
4° Existence de liaison de covalence. Conséquence sur la diméri

sation de certains composés de l'aluminium et sur les propriétés acido
basiques au sens de Lawis de ces composés.

5° Exercices d'application
a) Le fluorure d'aluminium est un composé qui se sublime à

1 291 °C alors que le chlorure d'aluminium a un point de fusion peuélevé (193 oc). Proposer une explication qualitative de ce phénomène.
b) Proposer une explication de l'existence de l'ion AIH4- que

l'on observe dans le composé Li(A1H4).

B. ETUDE PLUS DETAILLEE
DE QUELQUES PROPRIETES CHIMIQUES DE L'ALUMINIUM

(sur 55 points)
I. OXYGÈNE.

1° A l'aide des valeurs numériques rassemblées en annexe au début
du sujet, tracer le diagramme d'ELLINGRAM de l'aluminium dans l'inter
valle 300 K, 2 500 K.

On rappelle que le diagramme d'ELLINGUAM représente la varia-
tion, en fonction de la température, de l'enthalpie libre standard
pour une réaction d'oxydation faisant intervenir une mode de molé
cules d'oxygène. On se réfère par conséquent à la réaction

4 2
- Al + 02 = - A'203-
3 3

On néglige par ailleurs l'influence de la température sur les gran
deurs thermodynamiques données en annexe.

2° Tracer sur la même feuille de papier millimétré le diagrammed'ELLInGHi du fer relatif à l'équation
4 2
- Fe + 02 - Fe203.
3 3

Le fer a un point de fusion de 1 536 oC, mais on pourra négliger
son enthalpie de fusion.

Conséquences : En particulier, décrire une « expérience de cours>
que l'on justifiera aisément en comparant ces deux diagrammes.
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3° Tracer, sur la même feuille de papier millimétré que précédem
ment, les diagrammes d'ELLINGHue du carbone et du monoxyde de
carbone, relatifs aux deux équations suivantes

2C +02±=2CO
2 CO + 02 2 C02-

Consequences.
4° En fait, l'étude du système Al, A1203, C, CO est plus complexe

dans le domaine de température compris entre 1 500 K et 2 500 K. En
effet, on peut montrer que ce système est le siège, selon les condi
tions expérimentales, des deux réactions suivantes
(1) 9C + 2A1203 ±6 CO + A14C3
(2) 3C+ Al2O3±3CO+2Al.

On admettra que dans tout le domaine de température étudié, la
tension de vapeur de 'l'aluminium est négligeable.

a) Donner la variance du système si (1) a lieu seule. Conclusion.
b) Donner la variance du système si (1) a lieu seule. Conclusion.
c) Donner la variance du système si (1) et (2) ont lieu ensemble.

En déduire que dans ces conditions, le système est le siège d'une
troisième réaction non indépendante des deux premières et ne faisant
intervenir que des phases condensées. On notera (3) cette réaction.

d) Le diagramme Log P/P0 f (l/T) [Log logarithme népé
rien; P0 est une pression de référence égale à une atmosphère] a
l'allure suivante dans le domaine de température étudié (fig. 1).

03 PO




Ajgcc3Ïe
Le plan Log P/P0, l/T est divisé en trois domaines et l'on indique

dans chaque domaine quelle est l'espèce chimique prépondérante.
- Préciser la signification chimique des demi-droites (a),

(b) et (c).
- Indiquer, sans effectuer le calcul numérique, la méthode de

détermination des équations des demi-droites. On négligera toujours
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l'influence de la température sur les grandeurs thermodynamiques
données en annexe et l'influence de la pression sur les phases
condensées.

e) Les équations des demi-droites sont les suivantes
51100

(a) Log P/P0 = -- + 22,7
T

53 700
(b) Log P/P0 ----- + 23,8

T
(c) l/T 4,23 l0-.

- Donner les coordonnées du point triple.
- Conclusion pratique quant à la possibilité d'obtenir de l'alu

minium métal par réduction de l'alumine Al203 par le carbone ?

II. ETUDE DU DIAGRAMME POTENTIEL, pH DE L'ALUMINIUM.
On donne le diagramme potentiel pH de l'aluminium pour une

concentration en espèces dissoutes de 10-2 mole par litre. Par ail
leurs, ce diagramme est limité aux espèces suivantes aluminium
métal, ion aluminium, ion aluminate, hydroxyde d'aluminium.

1° Retrouver à l'aide des données figurant en annexe les équa-
tions des droites (1), (2) et (3).

Le diagramme proposé étant tracé à l'échelle, le candidat pourracontrôler les solutions proposées toute solution inexacte sera par
conséquent sanctionnée. Par ailleurs, on donne à titre indicatif les
équations des droites (4) et (5).

(4) pH = 12,6
(5) E(0It) = - 1,29-0,08 pH.

2° On rappelle les deux couples rédox principaux où l'eau
intervient

2 Haq+ + e- 2 H2 avec Et = O volt à pH = O
02 + 4 Haq+ + 4 e- ± 2 H20 avec Et = 1,23 volt à pH = 0.

a) Etablir le diagramme potentiel pH de l'eau relatif à ces
deux couples rédox. Superposer ce diagramme à celui de l'aluminium.

b) Déduire de ce diagramme l'action de l'eau sur l'aluminium
en milieu acide et milieu basique.

c) Ecrire les équations des réactions chimiques observées en
milieu fortement acide et en milieu fortement basique.

d) Qu'observe-t-on pour des valeurs moyennes du pH ?
Pourquoi ?

e) Qu'appelle-t-on protection anodique de l'aluminium ? En pro
poser une explication. Intérêt ?

N.B. - Joindre à la copie le diagramme complété selon les indi
cations de la question B.II.2° a).
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III. REACTIONS AVEC L'ACIDE NITRIQUE.
1° Réaction de l'aluminium avec l'acide nitrique concentré ou

« fumant ». Donner une application pratique du phénomène.
o L'acide nitrique dilué (de l'ordre de 20 %) réagit lentement à

froid avec l'aluminium, plus rapidement à chaud, et conduit l'azote
du degré d'oxydation + V (nitrate) au degré d'oxydation -111 (am
moniac).

Ecrire l'équation chimique de la réaction.
3° L'action de l'ion nitrate en milieu alcalin (pH de l'ordre de 14)

et à chaud conduit de façon quantitative à l'ammoniac.
Ecrire l'équation chimique de la réaction.
4° Exercice d'application Dosage d'un nitrate.
On fait bouillir 100 ml d'une solution de nitrate de sodium en

présence d'un excès de poudre d'aluminium et en milieu fortement
alcalin. Le gaz qui se dégage est envoyé dans 100 ml d'une solution
normale d'acide chlorhydrique additionnée de quelques gouttes de
bleu de bromothymol. Lorsque le dégagement gazeux est terminé, on
constate qu'il faut ajouter 18,6 ml d'une solution normale de soude
pour obtenir le virage de ]'indicateur.

a) Proposer une explication succincte du mode opératoire quivient d'être décrit.
b) Donner la concentration de la solution de nitrate de sodium

en mole/litre.

IV. QUELQUES REACTIONS DE L'ALUMINIUM MÉTAL EN CHIMIE ORGANIQUE.
Pour les questions 1° et 2° ci-après, il est recommandé de s'appuyer

sur les propriétés chimiques générales de l'aluminium.
1° Réaction avec les alcools en présence d'une solution diluée de

chlorure mercurique
a) Donner l'équation de la réaction et le nom du produit

obtenu.




b) Ce produit organique peut être obtenu également à partir
de chlorure d'aluminium agissant sur un composé organique. Lequel ?
Ecrire l'équation de la réaction correspondante.

c) Indiquer, en les justifiant, les propriétés de ce produit, en
se limitant à

- action de l'eau;
- polymérisation dans un solvant non polaire;
- propriétés catalytiques.

2° Réaction avec les dérivés monohalogénés (en particulier les
dérivés bromés)

a) Donner la formule du produit obtenu.
b) Indiquer la réaction que donne ce produit avec une cétone.
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3° a) Qu'appelle-t-on « catalyseur de ZIEGLER et NATTA » ? Donner
la composition qualitative et citer une application précise.

b) Les catalyseurs de ZIEGLER et NATTA sont des catalyseurs
employés, en particulier, dans les réactions de polymérisation poly
mérisation dite « coordinative » dont le mécanisme est encore mal
élucidé. Citer deux autres types de mécanisme de polymerisation des
alcènes.

En s'appuyant sur un exemple pitscis, indiquer pour chaque type
de mécanisme les différentes étapes de la réaction.

c) Après avoir défini ce qu'est un polymère
- isotactique,
- syndiotactique,
- atactique,

donner un exemple pour chacun d'eux.

C. ETUDE DE QUELQUES COMPOSES DE L'ALUMINIUM
(sur 15 points)

1° ION ALUMINIUM, HYDROXYDE D'ALUMINIUM, ION ALUMINATE.
a) Comment passer de l'ion aluminium à l'hydroxyde d'alumi

nium ? On précisera la nature du réactif employé et on justifiera
sommairement.

b) Comment passer de l'ion aluminium à l'ion aluminate?
c) Application On dispose d'une solution contenant des ions

aluminium et des ions ferriques, proposer une méthode très simplede séparation de ces deux ions.
d) Donner deux caractères analytiques de l'ion aluminium

en particulier la formation de « bleu de THENARD » dont on précisera
la formule et le groupe important de cristaux auquel il appartient.

D'autres cristaux ont une structure identique, donner un exemple
pris dans la chimie du fer.

2° CHLORURE D'ALUMINIUM.
a) Le chlorure d'aluminium est un catalyseur employé en

chimie organique. C'est un acide au sens de LEWIS citer deux autres
composés ayant un comportement identique et pouvant être utilisés
comme catalyseur.

b) Donner un exemple précis (en citant les noms des produits
utilisés et obtenus) de réaction d'alcoylation.

c) Donner un exemple précis (en citant les noms des produits
utilisés et obtenus) de réaction d'acylation.

d) L'expérience montre que la réaction d'alcoylation ne néces
site que très peu de catalyseur, alors que la réaction d'acylation
nécessite de grandes quantités de catalyseur (pratiquement une mole
de chlorure d'aluminium pour une mole de réactif). Justifier cette dif-
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férence en proposant un mécanisme pour chacune des réactions citées
plus haut (alcoylation et acylation).

e) On se propose de préparer la « p méthylacétophénone »

CH3_<>_ C --CH3

à partir de toluène




CH

et de chlorure d'acétyle
C113- C -ci

o

en présence de chlorure d'aluminium.

- Préciser le mécanisme de la réaction d'acylation du toluène
par le chlorure d'acétyle. En particulier, pour quelle raison l'orienta
tion a-t-elle lieu en para?

- Pourquoi faut-il opérer en milieu rigoureusement anhydre?
- Par quel autre composé pourrait-on remplacer le chlo

rure d'acétyle ?
- Poposer une méthode d'identification du produit obtenu.
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SOLUTION

A. GENERALITES SUR LE METAL
T. PROPRIÉTÉS PHYSIQUES. ALLIAGES.

10 Caractéristiques du réseau
a) Schéma du réseau C.F.C.

volume des atomes
b) Compacité : C =

volume de la maille
n X 4/3 -.,r r3

c=




a3
n nombre d'atomes dans la maille

si




r : rayon d'un atome




8 6" détermination de n : n = - + - = 4,
8 2

" détermination de r dans le plan d'une face du
cube, les atomes sont en contact sur la diagonale du
carré




4r=a %/2-+r= l,43 Â

donc c = 0,74.

M
n




M masse d'une mole d'atome
si

a3 t: nombre d'Avogadro

Q = 2,72 kg. m-3

d) Système de cristallisation C.F.C. : Fe y; Cu; Ag...
e) Autres systèmes

" hexagonal compact : Zn, Mg; Cd...,
" C.C. : Fe u; alcalins...

2° a) Propriétés physiques intéressantes : faible masse
volumique ; faible résistivité électrique ; bonne conductivité
thermique...
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b) Propriétés mécaniques : malléabilité, ductilité ; résis
tance à la traction et dureté seulement moyennes (intérêt des
alliages).

3° Alliages Duralumin - Alpax - Almélec...
Duralumin : meilleure tenue mécanique.
Alpax utilisation en fonderie.
Almélec : utilisation en électricité : meilleure qualité
mécanique mais encore bonne conductibilité électrique.

II. GÉNÉRALITÉS SUR LES PROPRIÉTÉS CHIMIQUES.
1° Structure électronique 152 ; 2 s2 2 p6 ; 3 s2 3 pl (surtout

pas de dessin avec les cercles concentriques !...)
2° Ion Ali+ : 1 s2 ; 2 s2 2 p6; 3 s 3 p6 ; en solution aqueuse

solvatation qui conduit à [Al (H20)61'+-
31 En milieu basique, l'aluminium est présent sous forme

d'ion aluminate [Al (OH)4(H20)2]- qui, par simplification d'écri
ture, est parfois représenté par Al02- qui, évidemment, ne cor
respond pas à la structure.

4° Trois liens de covalence entre chlore et aluminium
l'hybridation sp2 laisse une case quantique vide d'où les pro
priétés d'acide de LEwis responsables d'un certain nombre de
propriétés

- la dimérisation de Aid3 en A12C16

M. structure covalente

- la formation de complexes : AId,4 (voir chimie
organique).

5° Exercice d'application
a) " Fluorure d'aluminium structure ionique donc liai

Sons fortes difficiles à rompre.
" Chlorure d'aluminium : structure covalente cohé

sion assurée par des liaisons de VAN BER WAALS faibles.
b) Li H - U+ + H- il y a réaction entre l'acide de

LEWIS A1C13 et la base de LEWIS H- pour former le complexe
[AI H4]-.




B. ETUDE PLUS DETAILLEE
DE QUELQUES PROPRIETES CHIMIQUES DE L'ALUMINIUM
I. ACTION DE L'OXYGÈNE.

1° Diagramme d'Ellingham AG = AH - T AS.
4 3
- Al + 02 - A1203
3 2
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(M




oo 4000 1,000 J,oo T (q
411 14Ç0




Ce lot,

At - A401

S

il faut fractionner l'intervalle de température : de 300 à 939 K
(fusion de l'aluminium), puis de 939 K à 2 500 K,

H° = O
- avant la fusion de Al, pour Al

S0 = 28,3 J. mole-'. K-1
donc




2 F2 4 -
AG = -(-1670)- T - x 51 -- x 28,3-205

3 3 3
10-3

en kJAG,=-1113+0,209T pour T<939K
H° = 10,9 kJ mole-'- après la fusion de AI, pour Al:




S° = 28,3 + 11,61 J. mole-'. K-'
ce qui conduit à

en kJ AG', = - 1128 + 0,2242 T pour 939 <T < 2 500 K.

2 Pour le fer
4 2

Fe + 02 - Fe203 : AG2 = -548 + 0,181 T : kJ.
3 3 -
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Si on passe à la représentation graphique, on constate que
l'enthalpie libre de formation de A1203 est toujours très inférieure
à celle de formation de Fe203 donc la thermodynamique prévoitla reduction de Fe203 par Al. L'expérience « d'aluminothermie »
confirme que la cinétique de cette réaction est également très
favorable.

3° Pour la famille du carbone
2 C + 02 2 CO AG3 = - 220 - 0,1794 T : kJ
2 CO + 02 2 C02 AG4 = - 566 + 0,1734 T : kJ.

Conséquences La construction des courbes sur la même
feuille de papier millimétré permet de conclure quant aux pos
sibilités thermodynamiques suivantes

- CO réducteur industriel, ne réduit pas A12O3,
- C ne réduit pas A12O3 tant que T <2 250 K environ,
- C réduit A1203 pour T> 2250K environ.

4° a) Si (1) seule: variance u = 1 donc P = f (T).
b) Si (2) seule: variance u = 1 donc P = g (T).
c) Si (1) et (2) ont bien ensemble : u = O P et T sont

imposées.
La réaction (3) est alors : 3 C + 4 Al A14C3.

cl) La courbe (a) correspond à l'équilibre (1),
La courbe (b) correspond à l'équilibre (2),
La courbe (c) correspond à l'équilibre (3).

On sait que, à l'équilibre
AG(T) = AGO (T) + RT Log K = 0:

/
(1) : K = (- si P représente la pression de CO seul

\ Pi /
phase gazeuse.

donc
P AH AS

pour(a) Log-=- +
P0 6RT 6R

de même
P AH AS

pour (b) Log-=- +
P0 3RT 3R

pour (3), ii n'y a pas de phase gazeuse, donc : AGO(T) = 0,
1 AS

donc - = -.
T AH
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e) Coordonnées du point triple
(l/T) = 4,23" 1O donc T = 2 365 K

P = 2,96 atmosphères.
Pour obtenir Al de façon prépondérante, il faut donc

opérer à: T >2365K soit t <2 100 oc environ.

II. DIAGRAMME (POTENTIEL-pH) DE L'ALUMINIUM.
10 Pour (1)

A13+ + 3e- ±A1 E = -1,66 + 0,02 log(10-2).-* E = -1,70V.

Pour (2)
A13 + 3 0H [Al (OH)3]solide K (Al3) (0H)3

soit en remplaçant (A13+) et K. par leur valeur (OH-) = 10_11,43
soit : pH = 2,57

Pour (3)




E = -1,55 -0,06 pH.

2° a) Pour l'eau
= - 0,06 pH pour 2 Haq + 2 e- H2

E2 = 1,23-0,O6pH pour 02 + 4Raq + 4e2H20
en supposant la pression des gaz égale à 1 atmosphère.

b) Thermodynamiquement, il y a oxydation de l'alumi
nium en milieu acide ou basique car les couples faisant inter
venir Al solide sont plus réducteurs que ceux de l'eau (courbes
situées en dessous, pour Al, dans le diagramme).

c) 2 Al + 6 Haq * 2 Al3+ + 3 H2
2 Al + 6 H20 + 2 0H- --> 2 Al (0H)4- + 3 H2

d) Pour les valeurs moyennes du pH, on n'observe pas
d'attaque du métal : il y a passivation par formation d'une
couche d'alumine protectrice.

e) La protection anodique consiste en la formation d'une
couche suffisante d'alumine en plaçant l'aluminium comme anode
d'une cuve électrolytique.

III. RÉACTION AVEC L'ACIDE NITRIQUE.
1° Avec l'acide fumant il y a passivation ; ce qui est uti

lisé pour le transport de l'acide nitrique.
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2° 3 NO3- + 30 Haq + 8 AI 3 NH4 + 8 Al + 9 H20-
3' 3 NO3- + 5 OH- + 18 F120 + S Al - 3 NH3 + 8 AI (OH)4-.
4° a) Le mode opératoire décrit est celui d'un dosage en

retour.
b) La concentration est C = 0,814 mole/litre.

IV. QUELQUES RÉACTIONS DU MÉTAL EN CHIMIE ORGANIQUE.
10 a) Al + 3 ROH -+ (RO)3 Al + 3/2 H2 (le produit est

l'alcoolate d'aluminium ou alcoxyde d'Al.
b) Al Cl3 + 3 RONa - (RO)3 Al + 3 NaCl (alcoolate de

sodium).
c) Propriétés
- action de l'eau : phénomène de nivellement sur la

base très forte RO- (RO)3 Al + 3 H2O -3 ROH + Al (OH)3;
- polymérisation réaction à rapprocher de la dimé

risation de Al Cl3;
- propriétés catalytiques : oxydation d'un alcool par

une cétone pour obtenir l'alcool correspondant à cette dernière.

CH3 H R CH, R H
N N

C + C=0-* C=0+ C
/ / /\

CH3 OH R CH3 R OH

20 a) AlC13+RBr-(R3Al)2.
b) 2 CH3

= O + (C2H5)3 Al]2

CH3
/

CH3 OA1(C2H5)2
...-2 C +2C2H4

CH3 H

puis l'hydrolyse conduit à l'alcool secondaire
CH3 OH

C

CH3 H.

3° a) Catalyseur de « ZIEGLER et NATTA » complexes inso
lubles obtenus par réactions de [(C2H5)3 Al]2 et Ti Cl4 : utilisé
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pour des polymérisations, en particulier pour l'obtention de poly
ethylene « basse pression ».

b) Polymérisations
" cationiques (catalyseurs H+ ; Aid3 ; BF3...),
exemple polymérisation du méthyl-propène

" anioniques (NH2-) : ne marche pour les éthyléniques
que s'ils sont substitués par des groupements fort
attracteurs,
exemple : CH2 = CH - C N;

" radicalaires
exemple éthylène « haute pression ».

c) Un schéma simple était préférable à un long texte

C. ETUDE DE QUELQUES COMPOSES
10 a) Précipitation par un tampon ammoniacal, par

exemple, pour éviter le passage à l'aluminate calculer les pH
limites grâce aux deux K.

b) Par une base forte.
e) Action d'une base forte : Fe (OH)3 précipite. Filtra

tion : Fe (OH)3 restera sur le filtre et l'aluminium passe dans la
solution sous forme d'aluminate.

d) Précipitation d'une laque par précipitation de Al (OH)3
en présence d'alizarine, d'aluminon...

- « bleu de THÉNARD » CoAl2O4 (Co2+, 2 Al3±, 4 02-)
groupe des spinelles (*) comme Mg A1204, Mg Fe204,
Fe3O4, Zn Fe204.

2° Chlorure d'aluminium.
a) BF3; Fe C13 Zn C12...
b) Alcoylation C6H6 + RCI -* C6H5R + HC1.

c) Acylation C6H6 + R - C




Cl
- C6H5 - C - R + HC1,

O
exemples variés au choix avec nomenclature...

(*) N.D.L.R. : Ces oxydes ont soit la structure spinelle (exemple
Mg AI 04), soit la structure spinelle inverse (exemple Fe3O4).
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d) Réaction de substitution électrophile : AICI3 favori
sant la production de l'agent électrophile.

Dans le cas de l'acylation, AICI3 peut former un complexe
avec la cétone produite, ce qui bloque le catalyseur et nécessite
son utilisation en quantité suffisante.

e) Orientation (voir mécanisme détaillé du d).
CH3 conduit à ortho ou para mais l'encombrement
stérique privilégie le composé para;

" milieu anhydre sans quoi hydrolyse des réactifs
CH3-C-Cl et AICI3

O
" on peut remplacer le chlorure d'acétyle par l'anhy
dride acétique;

" identification du produit par préparation de la
2.4 dinitrophényl hydrazone, sa purification par
recristallisation et la détermination de son point de
fusion.
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