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AVERTISSEMENT AUX LECTEURS

Nous avons décidé, pour lUimpression de ce bulletin, de res-
pecter les normes de la typographie nouvelle et de noter les
grandeurs vectorielles en caractéres gras sans les surmonter de
fléches, Ces normes ont surtout comme intérét de simplifier la
tache de composition.

Il n'est évidemment pas souhaitable d’essayer de les intro-

duire dans les textes destinés a nos éléves.
Ph. FLEURY.

Concours Général 1980

COMPOSITION DE SCIENCES PHYSIQUES
(Classes terminales C, D et E)
(Durée : 6 heures)

NOTATIONS ET CONVENTIONS DE SIGNE

Dans tout le probléme, les lettres minuscules désigneront des gran-
deurs algébriques, tandis que les majuscules correspondantes représen-
teront les valeurs absolues de ces mémes grandeurs. Une tension u
(différence de potentiel), ou une force électromotrice, sera associée,
sur le schéma correspondant, a une fieche, comme le représentent les
figures 1a et 1b. De méme, sur la figure 1¢, la lettre i représente
Yintensité du courant ; celle-ci est positive si le sens conventionnel du
courant est celui de la fleche placée sur le conducteur.

Fig. la Fig. 1b Fig. 1¢c
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Le sens de rotation du moteur étudié dans le probléme sera inva-
riable tout au long de celui-ci. Ce sens est le sens positif choisi pour
mesurer algébriquement :

1° La vitesse angulaire du rotor; on aura donc toujours w = (.

2 Les moments, par rapport a l'axe de rotation du moteur, des
différentes catégories d’actions mécaniques s'exergant -sur le rotor.
Ces moments seront, selon la terminologie habituelle, appelés
« couples »,

AVERTISSEMENT

Il est demandé aux candidats de mettre l'accent sur les questions
traitant des échanges d’énergie.

A. ETUDE MECANIQUE PRELIMINAIRE

Le moteur étudié actionne une voiture. Lorsqu’il tourne a sa vi-
tesse nominale N = 1500 tr/mn, la voiture se déplace a la vitesse
V = 20 km/h. On posera :

\' (m.s-1) = A& (rad. s-1)*
Calculer A.

Le mouvement de rotation du moteur est transmis aux roues
motrices par un ensemble de piéces mécaniques dont on n’étudiera
qu'un modele trés simplifié, limité 4 un réducteur de rapport .

1° Le moment d’inertie du rotor du moteur et de l'arbre cor-
respondant, par rapport a leur axe de rotation commun, est
J, = 0,15 kg. m2. Ce rotor est soumis, de la part du stator, & un couple
électromagnétique noté c,. Il subit, en outre, un couple de pertes
internes au moteur {pertes mécaniques et pertes fer), noté Cp. Ce
couple ¢, de signe contraire a o est donc toujours négatif : Cp = —C,
Le réducteur, de son cdté, exerce sur le rotor un couple c,.

Ecrire l'équation fondamentale de la dynamique, appliquée au
rotor.

2° La masse de la voiture est M = 1,5 t. On considere que celleci
est animée d'un mouvement de translation rectiligne de vecteur
vitesse V. On pose V = vk, k étant un vecteur unitaire de méme sens
que V. On admettra que les différentes actions mécaniques qui déter-
minent le mouvement de la voiture sont caractérisées par les éléments
mathématiques suivants (fig. 2) :

e P correspond au poids de la voiture; g étant l'accélération de
la pesanteur, on prendra | g| = 10 m.s-2

® F, = —F, k décrit les effets de I'ensemble des forces dissipatives
extérieures au moteur, qui s’exercent sur le véhicule ou au sein
de celui-ci. De ce fait, on suppose que les organes de trans-
mission, de transformation et d’utilisation du mouvement sont
parfaits et ne consomment pas de puissance.

® R traduit la réaction du sol au poids de la voiture et a l'action
des roues motrices solidaires du moteur. Cette réaction, bien
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que tépartie sur les quatre roues, est, pour simplifier, supposée
appliquée au seul point I de contact avec le sol de la roue

motrice représentée sur la figure 2. On notera f,k la compo-
sante de R sur k.
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Fig. 2

Ecrire, en considérant comme galiléen le référentiel terrestre,
1'équation vectorielle fondamentale de la dynamique, déterminant 1’évo-
lution du vecteur V, On caractérise la pente du sol, par rapport a
I'horizontale, par I'angle des vecteurs (k',k) = a; déduire de I'équa-

tion précédente l'équation différentielle scalaire a laquelle satisfait
la vitesse v.

3¢ Le réducteur, entrainé par l'arbre rotorique de pulsation angu-
laire (), commande a son tour, sans perte de puissance, les roues
motrices, de pulsation angulaire ). On posera , = u. Le rayon
effectif de ces roues vaut I = 0,22 m, et le moment d’inertie total de

I’ensemble essieu-roues motrices par rapport a leur axe commun de
rotation vaut J, = 0,32 kg. m2.

Ecrire la relation entre }, y, et /. Donner la valeur numérique de .
Exprimer, en fonction de ¢, et u, le couple mécanique c,, exercé par

le réducteur sur l'essieu moteur. Ecrire I'équation fondamentale de la
dynamique appliquée a cet essieu.

4° Déduire des résultats des questions précédentes 1'équation méca-

aq

nique du rotor en charge, relation entre —, c,, Cp, »MFLM, g aetl.

dt
On posera : J = J; + p?J, + A2M.

Calculer J,
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B. FONCTIONNEMENT D'UN MOTEUR A COURANT CONTINU
ALIMENTE SOUS TENSION CONSTANTE

1. Etude physique du systéme électromécanique
constitué par le moteur

La figure 3 représénte le schéma équivalent du moteur, du point
de vue électrocinétique.

be

r est la résistance du circuit induit, composé de spires qui se
meuvent dans un champ magnétique fixe, créé par des poéles induc-
teurs, eux-mémes alimentés par un circuit d’excitation. La force électro-
motrice E de la machine est reliée au flux magnétique ® issu d'un
pdle inducteur et a la vitesse angulaire du rotor par la relation :

E =K oQ.

Fig. 3

Par ailleurs :
C.,=K,?I

1° Montrcr rapidement que ces deux expressions sont cohérentes
avec les lois simples de l'électromagnétisme que vous.connaissez.

2° Ecrire l'équation électrique du moteur. Par des considérations
énergétiques élémentaires, ayant trait a4 un fonctionnement particulier
du moteur (fonctionnement normal, par exemple, dans lequel le moteur
fournit de la puissance mécanique a la machine entrainée), montrer
que l'ensemble des conventions de signe déja choisies, (notamment
celles de la fig. 3) permettent d’écrire :

e=E=K ®Q co =K, @1

3° Montrer que K; = K,. Le flux par péle étant, dans tout le pro-
bléme, supposé invariable, on posera :

K1<I)= Kz@ = K.

4° Exprimer le couple électromagnétique ¢, en fonction de U, Q,
Ketr

5¢ La machine électrique fonctionnant normalement en moteur (on
suppose que la voiture gravit une rampe, pendant une phase d’accélé-
ration), €tablir, en rapprochant les équations électrique et mécanique
de la machine, un bilan complet de l'énergie élémentaire u i dt absor-
bée par celle-ci pendant la durée dt.
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II. Essais de laboratoire : applications numériques

1° Alimenté sous la tension U, a vide, c’est-a-dire désaccouplé, le
moteur tourne & 1665 tr/mn. En coupant alors son alimentation et
en enregistrant sa courbe de ralentissement, on obtient le document
représenté sur la figure 4.

Par ailleurs, le moteur étant toujours a vide, on obtient, en régime
permanent, la vitesse de 1500 tr/mn en abaissant la tension d’alimen-
tation U a la valeur U; = 65,3 V. Le moteur absorbe alors 3,6 A. Quelle
est l'équation différentielle a laquelle satisfait ) pendant la phase de
ralentissement ? La résistance r vaut r = 7,8+ 10-2 ohm. Calculer K.
Calculer également C, pour 0 = 157 rad.s-!. Montrer que les résul-
tats précédents permettent de donner pour J; une valeur proche de
0,15 kg. m2, Montrer qu’ils permettraient également de déterminer la

(o
fonction € —p> C, ().

Pour la suite du probléme, on prendra CIJ = A, + B Q avec
A =07Nm e By =5:10-3 N.m.s.

2° Le point de fonctionnement nominal du moteur (point de fonc-
tionnement standard, pour lequel il a été dimensionné) est : U, = 72V ;
N, = 1500 tr/mn; I, = 90 A. Calculer, pour ce point, le rendement:
du moteur, c’est-a-dire le quotient de la puissance mécanique fournie
a la charge par la puissance électrique totale consommée par la ma-
chine, sachant que le circuit d’excitation, alimentant les pbles induc-

teurs, absorbe un courant d’intensité I,, = 2 A sous 72 V.

3 Lors du démarrage du moteur, on utilise un rhéostat composé
de plusieurs résistances en série, séparées par des plots (fig. 5).

—— > — =

p‘l
— — ) N
(. —A- 2
plot 0  plot"t 2 3 R
A OAAM—OAMAD - « - - « -
R, T R, R, Rn | &
|
» I
U=72V T l e
T M,

Fig. 5

On désigne par g, la somme Ry + R, + R; + .. + R, + r; par
0; la somme R, + R; + ... + R, + r; etc. Calculer la résistance g,
qul permet de limiter l'intensité initiale a 1,5 I,.

Lorsque la vitesse angulaire Q du moteur atteint la valeur £; cor-
respondant a l'intensité I,, la résistance R; est mise hors circuit, de
maniére quasi instantanée, par passage d'un contacteur du plot zéro
au plot n° 1. La résistance @, est telle que l'intensité i reprend alors
la valeur 1,5 I, et ainsi de suite.
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Montrer que pour i = 1,5 I,, la vitesse angulaire ) ne dépend que
de la résistance totale . Soit D(l 51 )la courbe représentant () en
’ n
fonction de ¢ pour i = 1,5 I,. Tracer Dusty ainsi que son homo-
~ in

logue D (I,). Tracer dans le méme plan (£, ¢) le graphe représentatif
de l'état du moteur au cours de son démarrage.

Montrer que cette construction permet de déterminer graphique-
ment, et trés simplement les valeurs R,, R;..R, des différentes résis-
tances constituant le rhéostat de démarrage, ainsi que les vitesses
angulaires intermédiaires obtenues lors des changements de plots.

Donner les valeurs R;, R;, ... R,

III. Fonctionnement du moteur
actionnant la voitare sur sol horizontal

La force F, a pour expression :
F, = (A + B, Q)2
A, = 28 N.m. B, =45-10-3 N.m.s
On posera: A = A + A, B = B; + B,.

1° Calculer, lorsque le régime permanent est atteint, l'intensité
absorbée par le moteur et la vitesse de rotation de celuici (U = 72 V).
Calculer également le rendement du moteur pour ce fonctionnement a
puissance réduite. (On rappelle que l'excitation du moteur est constante
dans tout le probléeme.)

2° Pour les démarrages de la voiture, on utilise le rhéostat calculé
a la question B.II1.3°. La résistance totale du circuit électrique, lorsque
le contacteur du rhéostat de démarrage est sur le plot zéro, a la va-
leur ¢, définie précédemment.

Déterminer pour cette position du contacteur, les expressions litté-
rales et les valeurs numériques des coefficients o et f§ de I'équation

daQ
différentielle — = o — B Q qui régit les variations de .
dt

3> Déterminer la fonction ¢t —» £ (¢) correspondante, en admettant
que Q (1) est de la forme :
t
() = Q4 + Qe 7
Exprimer ¢ en fonction de J, K, ¢; et B. Donner l'expression de i(t).
Quelle est la durée de stationnement sur le plot zéro ?

Quelle est l'accélération linéaire initiale de la voiture ?

1V. Fonctionnement de la machine en génératrice

Aprés un fonctionnement en palier ayant permis l'acquisition du
régime permanent, la voiture aborde une descente dont la pente
(| sin o |} est de 4+10-2,
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1° Trouver la nouvelle valeur de la vitesse angulaire £ lorsque le
nouveau régime permanent est établi. Quelle est la valeur correspon-
dante de l'intensité i ? Dans quel sens le transfert d’énergie s’effectue-
t-il ?

2° Esquisser les représentations graphiques des fonctions t — i(2)
et t - Q(¢) lors du changement de régime, en graduant sommaire-
ment I’échelle des temps.

3> La machine fonctionnant dans les conditions précédentes — vi-
tesse limite atteinte —, on désire la freiner électriquement, Pour cela,
on coupe son alimentation a partir de la batterie d’accumulateurs et
on la fait débiter dans une résistance R’. Quelle est la valeur de R’
qui permet de ramener la vitesse de la voiture a 10 km/h ? Quelle est
la puissance électrique que doit alors dissiper R’ ? .

C. FONCTIONNEMENT D'UNE MACHINE A COURANT CONTINU
ASSOCIEE A UNE SOURCE DE TENSION CONSTANTE
(BATTERIE D’ACCUMULATEURS)

PAR L'INTERMEDIAIRE D'UN HACHEUR

Aucune connaissance en électronique n'est nécessaire pour traiter

cette partie.
1. Hacheur série et moteur

On considere le dispositif schématisé ci-aprés (fig. 6) comportant
un interrupteur unidire¢tionnel T;, une diode D;, une bobine d'induc-
tance L et un dipdle de force électromotrice e.

A
Oo—

]
c

U=V —v

O—
B

Fig. 6

T, est commandé par des signaux électroniques appliqués a une
électrode dc commande G;. Fermé, cet interrupteur (thyristor ou tran-
sistor) ne peut étre parcouru que par un courant d’intensité iy posi-
tive. La tension a ses bornes peut alors étre négligée. La diode D, est,
ele aussi, supposée parfaite. Elle est bloquée (ip = 0) pour v > 0. Dés
que la tension v devient négative, un courant d'intensité i, peut y
circuler. Cependant, lorsque D; conduit, la tension v peut étre considé-
rée comme égale A zéro. On néglige la résistance de la bobine d’induc-
tance L ainsi que celle du moteur de f.é.m. On supposera E < U.

Les signaux appliqués sur G; sont périodiques et de période T.
La figure 7 indique, en zones hachurées, les intervalles de temps pen-
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dant lesquels T, est susceptible de conduire. Ces intervalles constituent
une fraction x T de chaque période, avec’ 0<x<1.
fermeture de T,

/ ouverture de T,

|74 A | 74 p| ) 74 A | 74 A 74 1
[e) T 27 3T i
-
-—T .
Fig. 7

1° Ecrire l’équation différentielle a laquelle satisfait i(z) lorsque
T, est fermé, ’

2° On ouvre T; aprés une période de conduction de durée x T, a un
instant ol i est positive. Quel est le phénoméne qui se produit ?
Montrer qu'il entraine la conduction de D;. Quelle est I'équation diffé-
rentielle & laquelle satisfait alors i(t)?

3 Ala date t,, = n T marquant le début d'une période de conduction
de T;, on a i = I,. Calculer la valeur I', dei a ladate t’, = nT + xT,
puis la valeur I,,,; de i a la date t,,; = (n + 1) T, en supposant que
i ne s’annule pas (conduction continue). )

4° Quelle est la relation qui lie U et E lorsque, en régime perma-
nent de conduction continue, i est une fonction périodique du temps,
de période T ?

5° Calculer, dans le cas de la conduction continue, 'ondulation AI
de l'intensité i (Al = i,y — imin) €n régime permanent. On expri-
mera Al en fonction de U, x, L et T. Pour quelle valeur de x, Al est-
elle maximale ?

Dans toute la suite du probléme, on désigne par < v > la valeur
moyenne, sur une durée T, d'une grandeur v (¢) dépendant du temps :

1 tn+1=(n+l)T
<v>=—-f v (t)dt.
T t,=nT

Quelle est la condition qui doit étre vérifiée par <i>, U, x, L et
T pour que la conduction soit continue en régime permanent ?

6° Représenter graphiquement v (t), i(t), ip (t) pour <i> = 20 A,

1
U=9%V,x=— T =05m.s e L = 5-10-3 H. On supposera
2
atteint le régime permanent.
Préciser quels sont les échanges énergétiques entre les deux sources
et la bobine pendant les deux fractions de chaque période. Calculer
< ir > en fonction de < i> et de x.

7° Calculer < u; > en régime permanent périodique. Montrer que
dans ce cas, <v> = <e> = E. Retrouver rapidement le résultat
de la question 4° précédente.
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8> Dans le cas ol la conduction est discontinue, l'intensité s’an-
nule périodiquement aux dates t”, = n T + 0T avec x < ¥ < 1. Repré-
senter graphiquement, dans ce cas, i (1) et v(¢) en régime permanent
périodique. Exprimer < i> en fonction de 4, U, E, x, L et T. Mon-
trer que ce fonctionnement est caractérisé par la relation Ux = E9.
En déduire I'expression de < i > en fonction de U, E, x, L et T.

9° On cherche a représenter dans le plan < i>, E (fig. 8) les carac-
téristiques de sortie du hacheur précédent, alimenté par la source U,

paramétrées par x. .
<A>

conduction
continue

conduction
discontinue

Fig. 8

Montrer qu’on obtient un réseau de courbes tel que celui qui est
dessiné sur la fig. 8. Quelle est, dans la zone de conduction disconti-
nue, la nature des courbes caractérisées par x = cst¢? Quelle est
I’abscisse du point P commun a toutes ces courbes ? Quelle est I’équa-
tion de la courbe qui sépare les zones de conduction continue et dis-
continue ? Quelle est la valeur de « i > assurant la conduction quelle
que soit la valeur de x choisie ?

Application numérique :

U=9%V; L=5-10-3H; T =05-10-3 s.
10° Le dispositif étudié ci-dessus est un hacheur. Il met en relation
deux sources de courant continu, de caractéristiques= U, < iT>2 et
gE, < i>{. Dans quel sens le transfert d’énergie entre les deux
sources s’effectue-t-il ? Quelle est la condition portant sur E et U pour
qu’il y ait transfert d’énergie ? Dans le cas ou la « source »2 E, <1t >=

est une machine a courant continu, montrer qu'elle ne peut fonction-
ner qu'en moteur.

Le type de machine étudié au § B est tel que E = K Q.

Montrer qu’un hacheur série du type précédent ne permet de fixer
la vitesse d'une telle machine a l'aide du parameétre x que dans cer-
taines limites que l'on précisera.

I1. Hacheur paralléle et génératrice
Le hacheur de la figure 9 met en relation deux sources :
fU <ip>{ et JE <j>|
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La diode D, est considérée comme parfaite.

Fig. 9

L’interrupteur unidirectionnel T, est commandé périodiquement
(fig. 10). Il est conducteur dans les intervalles [(n — x’) T, nT] ou
0<x <1

x'T
e
T
e
p7772 7774 rzZzZ7Z1 r7zZ73a ot
T 27 3T 4T
Fig. 10

1° Ecrire les équations différentielles vérifiées par j(t) pendant
chacune des phases d'une période T. (On supposera que j ne s’annule
pas).

2° On pose J, = j(nT), exprimer J', = j[(n + 1)T—x'T], et
Jogy = il(n + 1)T] en fonction de J,, U, E, L, T et x’, en supposant
la conduction continue.

Quelle est, dans ce cas, la relation entre U, E et x’ en régime
périodique permanent ? Caractériser les échanges énergétiques entre
les deux sources et la bobine pendant chacune des deux phases d’une
période T.

3¢ Lorsque l'intensité moyenne < j> diminue, la conduction de-
vient discontinue; en régime périodique permanent, j s’annule aux
dates t7, = nT —%' T avec x’ < ¢ < 1. Représenter dans ce cas l'al-
lure de j(t) et v (t), tension aux bornes de T,. Exprimer < j > en
fonction de E, x', T, L et %'. Etablir la relation entre U, 9, x’ et E,
et en déduire 'expression de < j > en fonction de E, x’, T, L et U.

4° On cherche a représenter dans le plan < j >, E les caractéris-
tiques d'entrée du hacheur précédent débitant dans la source de ten-
sion U. Montrer que, pour x’ fixé, les courbes obtenues sont des por-
tions de droites raccordées a des arcs d’hyperboles. Donner l'équation
et préciser la nature de la courbe séparant dans le plan < j >, E les
zones de conduction continue et discontinue.
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5 Le hacheur précédent met en relation deux sources. Dans quel
sens s’effectue le transfert d’énergie?

Lorsque la source gE <j >$ est une machine a courant continu
dont la f.é.m. est liée & la vitesse angulaire par la relation E = K(,
alors que la source SU, < Ip >2 est une batterie d’accumulateurs,

montrer que le réglage du paramétre x’ permet de fixer (), lorsque
certaines conditions, que l'on précisera qualitativement, sont réunies.

I11. Hacheur complet et voiture électrique

La figure 11 représente un hacheur complet, mettant en relation
une batterie d’accumulateurs (U = 96 V) et une machine a courant
continu de f.é.m. E. Les éléments T, et T, sont commandés de maniere
complémentaire, c’est-a-dire que T; peut conduire pendant la premiere
fraction x T de chaque période, alors que T, est bloqué; réciproque-
ment, pendant la deuxiéme fraction x'T, (avec x + x' = 1), T; est
bloqué et T, fermé.

D,

i ——K}-—l i L
Tl
v e=FE
Dy T,

Fig. 11

1° Montrer que pour i constamment positif ou constamment néga-
tif, le fonctionnement du hacheur complet reproduit exactement les
fonctionnements en conduction continue, respectivement, des hacheurs
série et parallele.

A4




BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS : 13

2° Pour un fonctionnement tel que AI > | < i> |, (qui, pour des
hacheurs du type série ou paralléle, correspond a une conduction dis-
continue), le hacheur complet permet la présence de formes d’ondes de
courant du type représenté sur la figure 12.

Quels sont, parmi les €éléments D,, D,, T; et T,, ceux qui conduisent
pendant chacune des phases I, I, IlI et IV ?

3¢ Tracer la forme de l'onde v (¢) correspondant a la figure 12.
Quelle est, en régime permanent périodique, la relation simple existant
entre les grandeurs E, U et x, indépendamment des valeurs comparées
de <i> et de Al ? Tracer sur un méme graphique les caractéris-
tiques < i > = f, (E) du hacheur complet pour deux ou trois valeurs
de x, et les caractéristiques qu'on obtiendrait en commandant, selon
le cas, soit l'interrupteur unidirectionnel T;, soit T,. (On utilisera pour
cela les résultats des questions C.I9° et C.II14°). Quelle est la rela-
tion entre < it >, < i > et x pour le hacheur complet ? A quel appa-
reil simple classique, utilisé en courant alternatif, le hacheur complet
précédent vous fait-il penser ?

4° Le hacheur précédent est placé sur la voiture électrique étudiée
dans la partie B (entre la batterie d’accumulateurs et la machine a
courant continu). Le moteur a courant continu actionnant la voiture
est tel que E = KQ et ¢, = K <i>. On prendra K = 0414 V.s et,
pour simplifier, on négligera la résistance interne r du moteur. On a,
en outre, U = 96 V; L = 5 mH; T = 0,5 ms. Avec les notations de
la partie A, on a Cp =07 + 510-3 () avec Cp en N.m et  en rad. s—1.
Sur sol horizontal, lorsque la vitesse de la voiture est constante, on
a en outre, avec les mémes unités, ¢, = — (2,8 + 4,5¢10-2 Q).

On désire que la voiture se déplace a la vitesse de 20 km/h.

Calculer la valeur de x et le taux d'ondulation AI/< i>> corres-
pondant a ce régime.

5° La voiture est en descente. Toutes les autres valeurs numé-
riques étant conservées, la nouvelle expression de ¢, est :

¢, = 184 —45+10-2 Q (avec les mémes unités que précédemment).
La valeur de x est 0,68.

Quelle est la vitesse de la voiture ? Quelle est la valeur correspon-
dante de <« i> ? Quelle est la puissance récupérée par la batterie
d’accumulateurs ? Comment peut-on ralentir la voiture ?

Voyez-vous des avantages a l'utilisation d'un tel hacheur ?
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SOLUTION

A. ETUDE MECANIQUE PRELIMINAIRE

L = 3,54+10-2 m.

o

1° Jh— =c—Cp+ e
dt
av

2 M—=P+F +R
dt

En considérant que g est une grandeur positive, on déduit de
cette équation vectorielle I'équation différentielle suivante :
dv
M— = —Mgsina—F, + fu
dt

3 V=01=u0] donc l=y.l;y.=0,16l.
Le réducteur ne consomme pas de puissance. Puisqu’il exerce
le couple ¢, sur le rotor, celui-ci lui applique le couple — ¢, et lui

transmet donc la puissance — ¢, Q. A son tour, le réducteur four-
nit cette puissance a l'essieu moteur, soit ¢,, .

On a donc : Cm = —Ctfp
On a par ailleurs :
sy, . 21973
Jy— = cm—fi 1, soit : Cnw = J3 — + fiel.
dt dt
aQ aq, _
Jy—=c,—Cp—nrcy =c.—Cp—ulJ, — —ulfs
dt dt
1219
Jy + w))) — =c.—C,—1rf, =
dt
dv
wCe—Cp—AM— —AF,—AMgsina
dt
Compte tenu de ce que v = A £, on trouve :
1719
J=—=¢—C,—AF,—AMgsina
dt

J = 2,03 kg. m2
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B. FONCTIONNEMENT D’'UN MOTEUR A COURANT CONTINU
ALIMENTE SOUS TENSION CONSTANTE

1. Etude physique du systéme électromécanique
constitué par le moteur

1° Les forces électromotrices induites dans les spires sont de

do
la forme e = = ——. Les flux ¢ sont proportionnels au flux par
dt

pdle ®; leur taux de variation est en outre proportionnel a la
vitesse de rotation Q du rotor. La somme de ces f.é.m. est donc
donnée par K; ® Q.

L’expression générale des forces de Laplace qui s’exercent sur
les conducteurs est F = B1!; les moments de ces forces sont
donc de la forme B.I r. 1, et dans chacun de ces termes, le champ
magnétique B est proportionnel a ®. Le couple total est donc
donné par K, @. 1.

2° U=¢e + ri.
Avec les conventions de la figure 3, lorsque la machine ab-

sorbe de la puissance électrique, le produit Ui doit étre positif,
donc i = I.

La puissance électrique susceptible d’étre transformée en
puissance mécanique est ei; si la machine fonctionne effective-
ment en moteur ei >0 avec >0 entraine e>0, donc :
e=E =K dQ.

Le couple électromagnétique ¢, est alors positif ; ¢, est donc
du méme signe que i :
C, = Kz‘bl..

3> La conservation de la puissance électrique non dépensée
en effet Joule s’écrit : EI = C,Q. Il en résulte I'égalité K; = K,.

U—E KU K2Q
40 ce=Ki=K ———->=—— .
r r r

5 uidt = eidt + rizdt = KQidt + rizdt.

Soit encore : uidt = rizdt + c,Q dt.

En remplagant, dans cette expression, la variable ¢, par son
développement tiré de l'équation mécanique de la partie A, on
obtient :

uidt = rizdt + 1QdQ + C,Qdt + ..
«AF,Qdt + AQdtMgsingsina;
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II. Essais de laboratoire : applications numériques

1° Le moteur est désaccouplé, mais son inducteur est tou-
jours excité, aussi le couple de pertes internes au moteur est-il le
seul qui freine le moteur pendant la phase de ralentissement :

o
J — = —C,
dt

Quand @ = 157 rad.s-1 (1500 tr/mn),
E=U —7rl = 653—78+10-2 x 36 = 650 V.
Or : E = KQ. On en déduit : K = 0,414 V.s.

A 1500 tr/mn, la puissance correspondant aux seules pertes
vaut :
650V x 36 A =234 W = C,(157) x 157.

On en déduit : C,(157) = 149 N.m.

Le tracé de la tangente a la courbe de ralentissement, au

point d'ordonnée Q = 157 rad.s-!, permet d’estimer 7— (157)
t

a une valeur proche de 10 rad. s-2. On en déduit pour J; une valeur
proche de 0,15 kg. m2

dQ)
Une fois connu J;, le calcul de la pente —d— pour diffé-

t
rentes valeurs de  permet effectivement de montrer que
C,(Q) = Ay + B;Q,avec A; = 07 N.m et By = 5-10-3 N.m.s.

D’une maniére générale, le terme B; correspond a des
pertes dues aux courants de Foucault, et 2 la ventilation, tandis



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 17
que le terme A; correspond a des frottements secs sur les paliers
et aux pertes par hystérésis.

2° Puissance mécanique fournie a la charge pour le point
nominal : (C, —C,)+Q = 5,62 kW.

Puissance électrique absorbée :Ud + I,,) = 6,62 kW.
Rendement nominal : n = 0,849.

3* Lors du démarrage, la fé.m. E est initialement nulle :
U = ¢ *1,51I,. On trouve ¢; = 0,533 Q.

D’'une maniere générale, U = KQ + oI; pour I fixé, £ ne
dépend que de o.

D(1,5 1) est une droite d'équation : Q = 174 —326 ¢, tandis
que D(I") a pour équation : Q = 174 —217 o.

La figure 1 ci-aprés montre qu'on peut, au cours du démar-
rage, représenter l'état du moteur par une succession de seg-

Q ments verticaux (la vitesse du moteur augmente) et horizontaux
IS0
o, 03
95
80t
Ago
oY
¢ 0,18
0 4
D
(Ty)
‘D{\;r.)
0 X o o3 o4 o o533 of or >

Fig. 1
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(elle reste constante pendant le temps trés court olt 'on change
de plot).

La construction graphique permet ainsi de trouver les va-
leurs R; = 0,18 Q; R, = 0,12 Q, R; = 0,08 Q; Ry = 0,05 Q et
Rs; = 0,03 © des différentes résistances constituant le rhéostat de
démarrage.

De nombreux candidats ont, & juste titre, noté que les va-
1
leurs ¢, ¢;.. ¢, formaient une suite géométrique de raison —.
»
Le graphique, ou encore l'écriture des différentes égalités
U= 0o %X 1,5:I,; U=K + oI, = KQ + 15°¢°1,;
U=KY + I, = KQ; + 15°¢¢;°1I,... etc.,, montrent bien que
02 = 01/1,5, 03 = @2/1,5, etc. De ce fait, les résistances R; = ¢1— @3
R; = ¢;— 93, etc. sont également en progression géométrique, de
méme que les accroissements successifs de vitesse. La valeur de
la derniére résistance, Rs s’obtient par la différence Rs = os— 7,
0,533
Le calcul donne : Ry = ———— 0,078 = 0,027 Q.
4

»

II1. Fonctionnement du moteur actionnant la voiture
sur sol horizontal

1° A=35Nm; B =5-10-2 N.m.s.
aQ
En régime permanent, ] — = 0 = ¢,—(A + BQ), car
dt
KU K2
sin « = 0 sur sol horizontal. Or, ¢, = ————— On trouve
r r

Q = 168,55 rad.s-!, ceci en résolvant 1'équation 382—220 Q =
35 + 510-2 Q.
L’intensité absorbée se déduit de 1'égalité C, = Ki; I = 29 A.
Pour ce point de fonctionnement, C, = 1,54 N.m et
C.—C, = 104 Nm.
La puissance mécanique utile est donc : 104 x 168 = 1,75 kW.
La puissance électrique absorbée : 72 x (29 + 2) = 2,23 kW.

Le rendement : 1 = = 0,785 est, comme cela est nor-
¥

mal, plus faible que le rendement nominal.
aQ KU K20
2J—=¢—C—LF, = —————A—BQ.
dt Q1 Q1
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KU K?
a :<——A)/J = 258 rad.s"!; f =<——- + B)/J = 0,183 s-L.
Q1

Q1
3 Pour t = 0, Q = 0. Donc : 2, = —Qp.
ds} Qa Qa Q
— et = _
dt T T T
s
d’'aprés le texte, mais par ailleurs : — = a—f£. Donc
dt
a
Qp = 7°0 = ——,
B
1 J
1= —= ———-+¥— = 546 s.
B K2
— + B
et

o
() = _ﬂ_ (1—ev) = 141 (1 —e ).

U Ka

(1 —e-8) = 25 4+ 110 e-1/5.46,
o1 Beoy

La durée de stationnement du rhéostat de démarrage sur le
plot zéro correspond au temps nécessaire a la décroissance du
courant de lavaleur I; = 151, = 135Aalavaleurl, = I, = 90 A.

L’expression de i conduit a une durée de 2,9 s.

aQ
On a : —-——d (0) = 0o etdonc: vy (0) =2e = 091 ms-2
t

IV. Fonctionnement de la machine en génératrice
1° sin ¢« = —4-+10-2,

1749
L’équation générale : J — = ¢,—C,—LF,—AMgsina,
dt

s’écrit, numériquement :

J— =382—2200—35—5-10-2Q + 212.
dt
dasy
En régime permanent, T = 0 et on trouve = 178 rad.s-L
t
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L’intensité correspondante vaut { = — 21,3 A, ce qui signifie que
la machine électrique, fonctionnant en génératrice, recharge la
batterie en lui fournissant une puissance de 1,53 kW. Cette puis-
sance provient de la transformation partielle d’énergie poten-
tielle (4,32 kW) en énergie électrique.

I1 faut remarquer que cela s'effectue sans discontinuité, sans
changement de sens de rotation, etc., seul le sens du courant a
changé, parce que la fém. de la machine est devenue plus
grande que celle de la batterie.

2° Les changements de régimes sont décrits par des équa-
tions différentielles du type rencontré a la question IIL.3°, mais
la constante de temps 1 est modifiée parce que la résistance du

circuit électrique n’est plus o = 0,533 Q, mais r = 0,078 Q. On
J
a¢=————=09s, dou la figure suivante (2) :
K2
—+ B
r
L
\
29
4 v 3 St
: > te)
IS § I o U
o8
4318 —

Fig. 2
3° ¢, = Ki; or, avec les conventions précédentes, I'équation
électrique du systeme s’écrit : E = KQ = — (R’ 4 r)-i.
K2
Donc ¢, = ————, et, en régime permanent :
R +r

c,—A—BQ—2Mgsina = 0.

Or, 10 km/h correspondent a une vitesse angulaire de 78,5 rad. s-1.
On en déduit : ¢, = —138 NNm et R + r» = 0975 Q, soit :
R’ = 0,90 Q.
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L’intensité du courant est alors de 33,3 A et la puissance dis-
sipée dans la résistance de freinage de 1,0 kW.

C. Alimentation d'un moteur par une batterie
associée a un hacheur série

1° Avec les définitions de i(¢), u, et e, on peut écrire :
di
U=L— + E.
dt
2° Si l'on ouvre Ty, on isole la bobine de la source d'énergie
qui rend 7 positive; cette intensité décroit donc et la tension
di )
up = L —— est négative, c’est-a-dire de signe opposé a celui de e.
dt
On ne peut d'ailleurs, sans contradiction, supposer que l'inten-
sité i s’annule instantanément. En effet, dans ce cas, on aurait
di )
L —— qui aurait une valeur absolue infinie, et donc cette force
dt
électromotrice créerait un courant se refermant par la diode Dy,
d’'ou l'absurdité. Par conséquent, sitot que T, est ouvert, Dy
conduit, et, la tension v a ses bornes étant alors nulle, on a :
uy + e = 0, soit :
di
L—=—E.
dt
3> Les deux équations différentielles précédentes permettent
d’écrire :
U—E
I'n =1, 4 —— «T
L

E
Liyi = T'n—— (1—20)T,
L

soit :
U—E E UxT ET
Lt = I + ——— sT—— (1—0)T = I, +
L L L L

4> En régime permanent de conduction continue, 1’égalité
I,.1 = I, entraine :

E = Ux.

U—E Ul —x)xT
5 Al = —[—,—OXT = —-—L———— maximale pour :

1
x = ——. Pour que la conduction soit continue, il faut que l'in-
2



22 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

tensité ne s’annule pas, il faut donc que la valeur moyenne < i>
Al ) U(l—x)ex+T

soit supérieure a —, plus précisément : <i> > ——M
2 2L

6° Les représentations graphiques demandées découlent des
considérations précédentes et de l'observation de la fig. 6 du
texte.

De 0 a xT, la batterie que nous noterons gU: fournit de
I’énergie a la bobine (1/2 Li?), et a la machine électrique, ici un
moteur, que nous noterons 5 E { .

De xT a T, au contraire, la bobine fournit de 1'énergie a g E ;

Comme on néglige les pertes d’énergie dans les semi-
conducteurs T; et D;, ainsi que dans la bobine, la puissance
moyenne U < iy > fournie par la source gU‘ est égale a la puis-

sance moyenne E <i> regue par : E 2 On en déduit :

o) <ir> = <i>-ex
>k
Lp
AI:{M
>k
1 1 [
, >
Fig. 3
1 ftyy  di
7°<uL>=—J L — dt =..
T " dt
1
-Lo%i([n—f-l]T)—i(nT) = 0.

Or, on a en permanence v = up + e, soit :
<> =<u> + <e>,
et, d’'apres le résultat précédent : <v> = <e> = E.
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Or, v est égal a4 U quand T; est ouvert (de 0 & xT), et & zéro
quand T; est fermé. On a par conséquent : <v > = xU, et donc
E=U-x

U—~E
8° La valeur maximale de i est évidemment < _— > xT,
L

4

‘P

N,

—er r
v'"r > T
. .
E
-
Fig. 4

) U—E
la valeur moyenne, s'en déduit : <i> = —2— <—L—- > xT.
La figure 3 montre par ailleurs que <v > = Ux + (1—%)E.
Ce dernier terme est di au fait que lorsque l'intensité { est nulle
(pendant une durée égale a (1 —%#)T par période), la tension v
est évidemment égale 2 E. Comme on a toujours <v> = E en
régime périodique, on en déduit bien la relation Ux = E¥$.

Ux2T U
D'ou l'expression de <i> : <i> = <——1>.
2L E
9° En régime de conduction continue, E = Ux, donc E ne
dépend pas de < i> lorsque x est fixé : les caractéristiques de
sortie du hacheur précédent sont donc des verticales.

En régime de conduction discontinue, 'expression de <i>,
établie précédemment, montre que les courbes <i> = f,(E)
sont des hyperboles équilatéres passant toutes par le point P :
<i>=0; E =010 )

Si, par suite d'une cause extérieure, la tension E devenait
supérieure a U (voiture électrique en descente, par exemple), il
est bien évident que le courant < i> correspondant serait nul
puisque la fermeture de T; ne pourrait amener un courant & cir-
culer dans la bobine L.
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Au-dela du point P, par conséquent, les hyperboles sont pro-
longées par l'axe <i> = 0. (Cela n'était pas demandé aux can-
didats). Dans la zone de séparation entre conductions continue

Ux2T U
et discontinue, on a a la fois <i> = —— | ——1} et
2L E
E
X = —
U T
On en déduit : <i> = ———+*E+(U—E), ce qui est 'équa-
2UL
T-U
tion d'une parabole de valeur maximale L .

Une valeur de <i> supérieure a cette valeur assure donc
toujours une conduction continue. (Il faut avoir présent a l'es-
prit, dans le cas 01‘13 Eg est un moteur, que <i> est directe-
ment lié au couple électromagnétique : ¢, = K <i>; c'est donc,
avec ce montage, lorsque le moteur peine qu’on a conduction
continue et E = Ux).

Application numérique :
0,5 x 96
<i>minimal = —— =12 A;
8+5
C’est une valeur trés faible ; nous avons vu, en particulier,
que sur sol horizontal, le moteur absorbait 29 A en régime
permanent.

10° L’énergie passe uniquement de g U f vers : E $ ; et ce trans-
fert, nous l'avons vu, nécessite E < U.

Si la «source » z E gest une machine électrique, recevant de
I'énergie électrique, elle fonctionne en moteur.

Le parametre x fixe la valeur- de E uniquement lorsque la
conduction est continue, c’est a-dire, pour x fixé, lorsque le cou-
rant absorbé est assez élevé. On a alors E = Ux, et comme
E = KQ, la vitesse {2 est alors proportionnelle 2 x; mais en
descente, par exemple, le courant absorbé par le moteur d'une
voiture électrique, diminue et tend méme a s’inverser — ce qui
ici, est impossible — et le réglage du parametre x est alors insuf-
fisant pour contréler la vitesse de la machine.

II. Hacheur paralléle et génératrice
I°De0a(1—x)T:
dj
E=L—=01U.
dt
De(1—x)T aT:
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dj
E =L —.
dt
E—-U
J,=J, + —— (1—x)T;
L

J'n+l = Jn +

E
(1—x)T + — x'T.
L

25

En régime périodique permanent de conduction continue,
Jus1 = J,., ce qui entraine :

E = U(l1—%'), donc : E <U (fig. 5).
Ce type de hacheur permet, globalement, d’envoyer de l'éner-

gie d'une source {E } Vvers une source t U } dont la tension est
supérieure.

Lorsque T; est ouvert } E : et la bobine fournissent de l’éner-
gie é% Ug‘ lorsque T, est fermé { E} fournit de l'énergie a la

bobine.

3* En régime de conduction discontinue, lorsque le courant j
s’annule, on a v = E comme le montre la fig. 6.

i

> b

of

!

(4-x)T T
Fig. 5

~ 7 T~ ¢

0 o @x)r T @er
u A ‘F@

E 1 L—— L—

N
[*]
Fig. 6
dj

Bien entendu, puisque ¢ = L — + v, on a:

dt

con n{'w;
confrut

zan‘t I{M 4/.
e .
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<e> =E = <v>.
On trouve facilement, dans ce cas :
14+x'—¥%) ExT

<j> =
2 ) L
Ex" = (U—E) (1 —1%), et, finalement :.
. UTx"? E
<Jj> = : .
2L U—E
4° En conduction continue, < j> est indépendant de E, les
courbes x’ = cste sont des verticales.

En conduction discontinue, ¢e sont, comme l'expression de
< j> le montre, des portions d’hyperboles passant par l'origine.

T
L’équation de la séparatrice est : < j> = Z_UL E«(U—E),

c'est donc une parabole.

L

)

/4

Fig. 7

5° Dans ce type de hacheur! l'’énergie est uniquement trans-
mise de ? E z vers ‘ U }, puisque jp ne peut étre que positif.

j U } peut d'ailleurs étre constituée d’'un condensateur de forte
capacité mis en parallele avec une résistance de charge; on
obtient ainsi a la sortie du hacheur une tension plus élevée
que la tension E d’alimentation initiale. Dans le cas ou § E 2est
une génératrice débitant sur une batterie d’accumulateurs de

. U(l—x")
tension U, on na E = U(l1 —x’), c'est-a-dire § = ————,
K
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que si I'intensité moyenne, < j>, débitée par la génératrice, est
assez grande pour qu’il y ait conduction continue. Ce régime,
dans le cas d'une voiture électrique, peut étre obtenu dans les
descentes a forte déclivité, et I'on contrdle alors facilement Q par
le parameétre de réglage x'. Il n'en est pas de méme si < j> est
faible. Il faut d’autre part que la force électromotrice E initiale
soit plus faible que U.

1II. Hacheur complet et voiture électrique

1° Les définitions de i et de it sont les mémes que dans la
partie I relative au hacheur série (linterrupteur commandé T
est en série avec le moteur placé a la sortie du hacheur).

I1 suffit alors de remarquer que si T; conduit, D, ne peut
conduire (si faible que soit la différence de potentiel aux bornes
“d'un interrupteur fermé, elle existe) et vice versa ; de méme pour
D; et T,.

Donc, si i >0, le courant sera acheminé soit par T,, soit par
Dy comme dans le hacheur série.

Si i <0 (ce qui correspondrait a j >0 dans le schéma du
hacheur paralléle, puisque i = —7j), le courant passera par T,
ou D, comme dans le hacheur parali¢le. Dans chacun de ces cas,
ona:E =Ux ou E=U({—x"), ce qui revient au méme.

2° Pendant la phase I, i croit, donc v = U, et U>E. D, ou
T; conduit. C'est D, puisque i < 0.

Phase II : c'est T; puisque i > 0, de plus c'est la fraction xT
de la période T pendant laquelle T; peut conduire.

Phase III : { décroit, donc v = 0; D; ou T; conduit. C’est D,
puisque > 0. :

Phase IV : méme chose, mais T, conduit puisque i est
négative.

3° v(t) = U pendant les phases I et IT; v (¢) = 0 pendant les
phases III et IV. Donc E = Ux puisque, comme précédemment,
E = <v>.

Les caractéristiques <i> = f,(E) deviennent de simples ver-
ticales alors qu’en utilisant soit un hacheur série, soit un hacheur
paralléle (c’est-a-dire en ne pratiquant pas la commande dite
complémentaire décrite dans le texte), on obtient une figure (fig. 8)
qui est la réunion de la fig. 8 du texte et de la fig. 7 du présent
corrigé.

Pour les raisons expliquées a la question C.I.6°, on a tou-
jours U<ir> = E<i>. Puisque E = U-+x, pour le hacheur

complet, on a : <ir> = <i>e*x

Ces équations rappellent celles d'un transformateur ; la puis-
sance électrique est conservée (aux pertes preés, que nous avons
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mo Lear

N

/zllu'u ;{441.

Fig. 8

négligées), mais les caractéristiques de 'onde sont changées. Pour
un transformateur, qui opére sur du courant alternatif (alors que
le hacheur assure une liaison continu-continu), les relations entre
valeurs efficaces d'entrée et de sortie sont U, = mU;; I} = m1I,,
m étant le rapport de transformation dont l'analogue ici, est
le parameétre x qui est facilement réglable par des moyens
électroniques.

4 En régime permanent, ¢, = C,—c¢, = 3,5 4+ 5-10-2 Q.
A 20 km/h, dans ces conditions, ¢, = 11,35 N.m et E = 65 V.
Comme ¢, = K<i>, ona: <i> = 274 A.

La relation E = U« x entraine x = 0,68.

U—E Ux(1—x)T
Al = — 5T = —— = 21 A; donc:
L L
Al
—— = 8%, ce qui est assez faible.
I

5° La vitesse de la voiture est inchangée puisque x conserve
la méme valeur. ¢, = 11,3 N.m; ¢, = C,—¢, = —9,8 N.m, donc
<i> = —237A.

La machine électrique fonctionne donc en génératrice; sa
force délectromotrice E vaut 65 V et elle débite un courant
<j> = —<i> = 237 A.
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Le hacheur permet de récupérer cette énergie en chargeant
une batterie de 96 V sous un courant Ir de 16,1 A.

La puissance ainsi récupérée vaut :
P = 65%x237 = 9 x 16,1 = 1,55 kW.
Pour ralentir la voiture, il suffit de diminuer x.

Le hacheur complet, avec commande complémentaire permet
le réglage de la vitesse sans perte de puissance, il permet aussi
la récupération de l'énergie lors du freinage.

Quelques remarques supplémentaires a propos de ce probleme

1. Cest pour que les équations électriques soient simples
(E = KQ; C, = KI), que le moteur décrit dans le probléme a été
choisi du type a excitation séparée et constante. En fait, ce type
de moteur n'est pas, en général, adapté a la traction électrique.

Expliquons briévement pourquoi sur l’exemple méme du
probleme.

Nous avons vu que lorsque la voiture passe d'un sol plat a une
descente de 4 %, sa vitesse n‘augmente que tres peu (de 21,5 a
22,7 kmm/h); de la méme maniére, dans une montée de 4 %, la
vitesse ne diminuerait que faiblement (de 21,5 a 20,2 km/h).
Cependant, lintensité absorbée varie beaucoup, dans le méme
temps. De 29 A en palier, elle passerait a 79 A dans la montée,
et, s'inversant, se fixerait a 21 A dans la descente. On préfére en
général une machine qui «encaisse la charge », c'est-a-dire, ici,
qui ralentirait substantiellement dans les montées (et accélérerait
aussi dans les descentes), mais qui, du coup, absorberait un cou-
rant variant dans de plus faibles limites. Ce type de machine,
qui équipe les locomotives et les véhicules électriques de tous
ordres est le moteur série.

2. Dans la partie B qui traitait du moteur directement ali-
menté par une batterie d'accumulateurs de 72 V, nous nous
sommes préoccupés des régimes transitoires de la machine (ques-
tions B III. et BIV.). Nous avons vu qu'ils étaient régis par des
fonctions de la forme Q = Q; + Qe '~

En fait, dans la partie C, a part la légére ondulation de 1'in-
tensité, dont nous avons vu qu’elle est relativement faible, les
régimes transitoires, aussi bien qualitativement que quantitative-
ment, seraient trés peu modifiés, et, dans le cas rencontré a la
question B.IV.2°, si I'on excepte I'ondulation de i (1), les graphiques
donnant i(t) et Q(¢) seraient sensiblement les mémes.
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Montrons rapidement pourquoi :

Lorsque l'on interpose un hacheur, ’équation électrique du
moteur est changée. De U = ri + E, elle devient, dans le cas du
hacheur complet :

di

U=ri+ L— 4+ E de 0axT
dt
di

0 =ri+L— + E de xTaT
dt

En prenant les valeurs moyennes de chacun des termes sur
un intervalle de temps T, on obtient :
a<i>
U =r<i>+ L— + <E>.
dt

Tout se passe donc, en moyenne, comme si la machine était

alimentée par une source de tension de valeur xU, en série avec
une inductance L. :

En toute rigueur, dés lors, I'équation différentielle vérifiée
par £ est du second ordre, mais les deux racines de son équa-
tion caractéristique étant tres différentes, tout se passe pratique-
ment, en ce qui concerne les variations de < i > et de 2, comme
si linductance L n’existait pas; ceci est dit au fait qu’elle est

faible (la constante de temps —— vaut 0,064 s, alors que celle
r :

J
du moteur proprement dit, 1 = —————, vaut 0,9 s).
K2
—+B
r
Cela montre que le choix d'une inducance L faible permet de
ne pas affecter la rapidité de réponse du systéme commandé
par le hacheur, mais cela pose par contre le probleme du choix
de L.

Terminons donc ces quelques réflexions par des considéra-
tions énergétiques :

Le hacheur permet le passage d’une puissance P d'une source
gU, < ip >} a4 une source fE <i>{, mais seule la fonction xP
passe directement, par conduction, de{U g a { E } La fraction
(1—x)+P, elle, provient de ce que, pendant chaque partie xT
de T, la bobine accumule L <i> Al qu’elle restitue ensuite pen-
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Le<i>-eAl
dant (1 — x) T. Autrement dit, ———T-—— = (1—x)P.
E
Les grandeurs <i>, AI, P, x = ——, dépendent ‘des deux
U S
L
systémes électriques que l'on rapproche, mais le rapport —,

lui, ne dépend que du hacheur.

Pour diminuer L, il faut donc diminuer T, c’est-a-dire aug-
menter la fréquence du hacheur.

R. MOREALU,
et les membres du Jury.
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Agrégation
(OPTION PHYSIQUE)

SESSION DE 1980

Epreuve C
PROBLEME DE PHYSIQUE

(Durée : 6 heures)

Il n’y a pas a distribuer de papier millimétré.

Le probleme s’intéresse a des atomes situés dans des états de
Rydberg, c'est-a-dire dont l'électron externe est trés éloigné du noyau.
De tels états sont observés au laboratoire et en astrophysique dans le
milieu interstellaire.

Les propriétés générales de ces atomes excités sont examinées dans
la partie I, tandis que l'influence d'un plasma est traitée dans la
partie II. Dans la partie III, on cherche 4 comprendre l'observation
de certains de ces états en astrophysique (sphere de Stromgren),
tandis que la partie IV montre l'intérét de ces atomes au laboratoire
(maser millimétrigue).

On pourra aborder la partie II aprés avoir traité les questions I.1
et 1.2 :

Les parties III et IV sont indépendantes entre elles et indépen-
dantes des parties I et II.

Certaines constantes fondamentales de la physique sont suppo-
sées connues des candidats.

I. ETUDE DES PROPRIETES GENERALES D'UN ATOME
DANS UN ETAT DE RYDBERG

I.1. On considére une particule de masse m que l'on supposera
ponctuelle, animée par rapport a un référentiel galiléen d’origine O,

dr
d’'une vitesse v = —— et soumise a4 une force newtonienne dérivant
dt
) o
de V'énergie potentielle U(r) = —— avec o négatif. Le vecteur r = OM

r
est le vecteur position de la particule.
a) Montrer que la trajectoire de la particule est plane.

b) On pose (Ox, OM) = & et |OM| = r. Etablir les équations
différentielles du mouvement de la particule.
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¢) On se limite au cas des trajectoires elliptiques. Calculer en
fonction de l’énergie E, du moment cinétique L par rapport a O
(on prendra L > 0) et des données m et a, les divers éléments de
l'orbite : parametre p,y, excentricité g et période T.

—m 1/2 r
Montrer que le vecteur A = < ———> <v AL+ a—— >(appelé
2E r

vecteur de Runge-Lenz) est conservé au cours du mouvement. On
calculera explicitement A en fonction de o et £ ainsi que m et E.
Quelle propriété traduit la conservation du vecteur A ?

1.2. On suppose que la particule est un électron de charge
—e (e > 0) tournant autour d’'un noyau de charge Ze dont la masse
est supposée grande devant la masse m de l'électron.

a) Montrer que l'on peut négliger les forces de gravitation
devant les forces électriques, ce que l'on fera dans toute la suite du
probléeme.

b) Du fait de son accélération a, I'électron rayonne. On admet-
&2
tra que la puissance rayonnée est P(¢) = ———— (a)? et que l’éner-
6.7550 c3

gie E et le moment cinétique L ne changent d'une facon appréciable
qu’au bout d'un temps long devant la période T. Les variations a
long terme de E et L pourront donc étre évaluées en calculant des
valeurs moyennes temporelles notées < E> et < L> sur lorbite
non perturbée (moyennes séculaires). Montrer que la variation de
I'énergie moyenne < E > obéit a la relation :

d<E> w 1
_ = — a2 _
dt m
e2
oll on a posé¢ g9 = —————— (¢ est la vitesse de la lumiere dans
6megmcl

le vide.)

¢) A partir du calcul de I'énergie rayonnée lorsque 1'électron
effectue un tour sur son orbite non perturbée, montrer que le rayon-

da
nement équivaut a l'action d’une force perturbatrice F,y = m 1y —.
dt

En déduire que la variation du moment cinétique moyen < L > obéit
a la relation :

d<L> 70 a

=—<—>L
dt m r3
d) En utilisant, dans l'approximation indiquée, ‘la relation
ad
L = mr2 —— (on prendra L > 0), établir les relations :

dt
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d<E> 2312 e2 4 mi2 (—E)p? 2EL2
= — 3 ( <3 R

dt 3 4 c3 L5 m a2

et :

d<L> 25/2 e2 2 (—E)n
Z
dt - 3 (4:1:30 > ml/2 312

e) Si E, et L, sont respectivement les valeurs de E et L 4 la
date t = 0, montrer que :

m o2 L3 L Ze?
E = <——1 +E0'—' <u=’—"——"
212 \ L3y Ly 45 g
En déduire que l'excentricité & de l'orbite est donnée par la relation :
13
B2 = B2 —
L3,

ol &g est la valeur de § a la date t+ = 0. Montrer qu’une orbite ellip-
tique tend vers une orbite circulaire.

f) Pour une orbite non perturbée circulaire, montrer que 1'équa-
tion d’évolution de r(t) est : i

t
r(t) = 7’30—9 Z(c T8 —
70
ou ry est la valeur initiale de » a la date ¢t = 0.

1.3. a) Pour une orbite circulaire, calculer a partir du modéle de
Bohr le rayon r(n) et la vitesse v (n) pour cette orbite, n étant le
nombre quantique principal. On prendra dans cette question 1.3. Z = 1.

Application numérique :

Dans le milieu interstellaire, on a observé des états de Rydberg
avec n = 200, tandis qu'au laboratoire n = 60 est obtenu facilement.
Calculer r(n) et v{(n) pour ces deux valeurs de n.

On donne :
e = 1610-19 C m = 9,110-3! kg h = 6610-34 J.s.

b) Soit §(n, n—1) la probabilité de transition par unité de
temps du niveau » au niveau n — 1. On définit § (n, n — 1) par la rela-
dn
tion 8 (n, n—1) = ———. Calculer & (n, n—1) a partir de l'équation
dt
d’évolution de r (¢) obtenue en 1.2.f). On exprimera 8(n, n—1) en
fonction de n, go, ¢ et gz rayon de Bohr pour n = 1, puis on donnera
Pexpression numérique de &(n, n—1) en fonction de la seule
variable n.

¢) Le principe de correspondance de Bohr stipule que pour
n grand, la puissance rayonnée par l'électron sur l'orbite de rayon r(n)
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est égale au produit de &(n, n—1) par l'énergie séparant les deux
niveaux n et n — 1. Vérifier que 'on obtient bien ainsi pour & (n, n —1)
la méme valeur qu'en b).

d) En fait, les calculs exacts de la mécanique quantique donnent
pour & les valeurs suivantes :

Transitions : 2p —» 1s 4f - 3d 6h >5g
1/8 :1,610-9 s 7,310-8 s 6,1 10-7 s.

Quelle conclusion en tirez-vous sur la validité du modele classique ?

e) Lorsque l'électron passe de r(n) a r(m) il émet un pho-
ton (n > m) de fréquence v, ,. On étudie les transitions :

n =200 - m = 199 des atomes H et He.
A quel domaine de longueurs d’onde appartiennent les rayonnements
émis ?
Si on veut séparer les transitions des atomes H et He, quelle réso-

A
lution spectrale —— est nécessaire ? Une telle résolution est-elle actuel-
oA

lement obtenue en Radioastronomie ?

14. On revient au traitement classique oll une correction relativiste
est nécessaire pour les orbites fortement elliptiques. On se limitera au
cas de 'hydrogéne (Z = 1).

Deux minimums successifs du rayon-vecteur sont maintenant obte-
nus pour une variation de l'angle polaire ¥ égale a 2n + 8¢ (avance
du périgée). On sc propose de calculer 8¢ supposé petit. L’électron

v2 \ -1/2
ayant la vitesse v, on posera y = (1——> .
2

a) Montrer que le moment cinétique L se conserve.

b) Si p désigne la quantité de mouvement de I’électron, établir

la relation :
dp 12 1 dz2 1
—_— = —+—(—}{u
dt ymr2 r di r

oil u, est le vecteur unitaire radial.

o e?
¢)On pose W = (y—1)yme2 + — <(1 = — ) Etablir
la relation : r 4meg

d2 1 o2 1 mo, A
a2 \ r 12¢2 r 12 m 2

On domnera la signification physique de W. .
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d) En recherchant une solution de la forme :
1 1+ Ecos Q9

- y

r Py
exprimer 8¢ en fonction de L et des constantes o et c.

Cette correction permet-elle de lever la dégénérescence des niveaux
du nombre quantique principal n ?

II. ATOMES DE RYDBERG DANS UN PLASMA PEU DENSE

I1.1. On considére un plasma peu dense formé d'ions et d’électrons
et de charge électrique globale nulle. L’équilibre thermodynamique du
plasma est réalisé, la température thermodynamique étant T. On sup-
posera que les distributions obéissent a la loi de Boltzmann.

a) Montrer que l'on peut négliger le mouvement des ions
devant celui des électrons.

b) Soit ny le nombre d’électrons par unité de volume a I'équi-
libre (densité électronique). On écarte une tranche de plasma d’une
longueur x, déplagant ainsi en blocs les électrons associés a cette
tranche, les ions restant en place. On supposera x petit. Montrer qu’il

ngex
apparait dans la tranche un champ électrique : E = ———— u, o1 —e
: 2]
est la charge de 1'électron (e > 0) et u, le vecteur unitaire de 1'axe Ox
parallelement auquel se fait le déplacement. En déduire que la tranche
de plasma est soumise a des oscillations de pulsation w, que l'on cal-
culera en fonction de ng, e, m (masse électronique) et .

I1.2. On se propose de calculer le potentiel réel V(r) créé par
une particule (ion ou électron) du plasma a la distance r de celle<ci.
On supposera l'énergie potentielle | e V (r)| trés faible devant 1'énergie
cinétique moyenne d’une particule du plasma. On cherchera une solu-

1 r
tion de la forme V(r) = — @ (——>ot1 D est une longueur
r D

. constante caractéristique.

On donne le laplacien en coordonnées sphériques d'une fonc-
tion V(r) :

a2v 2 3V
AV (r) = 4+ —
a2 r or

On exprimera D (longueur de Debye du plasma) en fonction de
g0, T, e, ny et kg constante de Boltzmann. Interpréter physiquement le
résultat.

11.3. On se propose dans la suite de cette partie d’étudier leffet
des collisions des électrons du plasma sur un atome dans un état de
Rydberg situé dans ce plasma.
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On considere d’abord l'effet exercé sur l'électron de cet atome
=
par un champ électrique ¢ uniforme ct indépendant du temps. On

considérera que l’action de ?est faible de sorte que l'orbite électro-
nique est peu modifiée sur la durée d’une période. On introduit donc
des moyennes séculaires notées < > calculées sur la trajectoire non
perturbée comme il a été expliqué dans la question 1.2. Les trajectoires
non perturbées seront supposées elliptiques.

d<E>
a) Montrer que | ——— = 0
dt
—m \ 112 r
b)Soit:A=<—> <v/\L+a—-)1e vecteur de
2E r

Runge-Lenz.

Etablir que :

d<A> —1 12 — - —
=< > (—e) j<rimvee)> —<e(remv)>+eAL

dt 2mE
et que :
d<L> -
—_—— = —eZr> ANes
dt
c) Etablir que :
3 1 1/2
<r-v>=20 <r>=———<——> A
2 2mE
- LN
<r(mveeg)> = — ¢ A L

Pour calculer < r >, on pourra. introduire la variable u (anoma-
lie excentrique) telle que :

cosu—E
cos ¥ = .
1—Ecosu

Déduire des résultats précédents les équations :

d<A> Je -1
—— e —— ——— 8/\'.
dt 2 2mE
et :
d<L> 3e —1

dt 2 2mE
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d) On pose :
1
X=-—(L—A)
2
1
Y =— (1 + A)
2
Montrer que :
d<X> —
— = —ws A X
dt
et :
d<¥Y> -
= g /\ Y
dt
L'énergie E est celle d’'un état de Rydberg de nombre quantique
h
principal n. Exprimer le vecteur 85 en fonction de e, # = , N, a
2n

-—
demi-grand axe de lellipse et e.

e) Décrire par une représentation géométrique l'évolution de
<X > et de <Y >.

Dans la suite, on admettra que les résultats précédents restent

exacts si le champ ¢ varie lentement au cours du temps, c’est-a-dire
qu’on peut le considérer comme stationnaire sur un temps de l'ordre
de la période du mouvement de I’électron.

I1I1.4. On étudie l'effet du champ électrique créé par un électron
incident du plasma sur 'atome dans un état de Rydberg. L’électron in-
cident décrit une trajectoire rectiligne uniforme dont 1'équation du
mouvement est donnée par :

OM = R(t) = by + V¢ avec bV =0
O est le centre de 'atome considéré et est supposé fixe. Le parameétre
d’'impact || by u est supposé grand devant les dimensions atomiques. On
suppose que le mouvement de l’électron incident n'est pas perturbé
par l'atome.

—>
a) On admet que le champ électrique ¢ créé par ['électron et
vu par l'atome est approximativement tel que :

e=0 si. R>D

N e R
g = — si R«D
43‘:80 R3

ot D est la longueur de Debye du plasma. Expliquer cette hypothése
simplificatrice.
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b) On pose T, = . Que représente l'ordre de grandeur

de T,?

Quelle est l'influence du champ électrique ? sur l’évolution de
< X> et de <Y > (voir question I1.3.) lorsque :

wg TO > 1

et : ws To € 1.

¢) On se limite au cas wg Ty € 1. Calculer I'angle ¢ dont
tournent les vecteurs < X > et < Y > autour d'un axe paralléle a b,
On montrera que :
= - 11—

N
wg (t)ydt
—Tp by \'% D2

ou 2Ty est le temps passé par 'atome a lintérieur de la sphére de
Debye de I'électron incident, et ou on a posé :
e2
<vI>V = (n : nombre quantique principal).
dneggnh

{On interprétera ce parametre.)

3da <v2> 12 by
(9] = =

d) Aprés chaque collision < X > et <Y > ont tourné d’un
angle ¥. Que se passe-t-il aprés un grand nombre de collisions et
comment évolue la trajectoire de 1’électron lié a I'atome de Rydberg ?

e) Soit x l'angle < X > et < Y >. On pose y = cos x. Calculer
I'excentricité £ de l'ellipse en fonction de u et déterminer I’équation
d’évolution de y. En déduire la variation u de p. due a une collision.
On introduira le vecteur unitaire n du produit < X > A <Y >.

Calculer la valeur quadratique moyenne de Su en fonction de p.
et de la valeur quadratique moyenne de ..

III. ETATS DE RYDBERG DANS LE MILIEU INTERSTELLLAIRE

Une étoile dont les dimensions seront considérées comme négli-
geables devant les distances intervenant dans cette partie, émet un
rayonnement isotrope qu’'on assimilera au rayonnement du corps noir
a la température T*. Cette étoile est entourée par un nuage d’hydro-
géne neutre de densités volumiques particulaires uniformes constitué
de »ny atomes d’hydrogéne neutre par unité de volume et de traces d’élé-
ments (carbone, soufre) dont les rapports d'abondance ng/ny et ng/ny
sont constants. On négligera leur présence sauf a la question III.4.
On désigne par ¢; et g les sections efficaces d'ionisation de I'hydro-
géne neutre et de diffusion Thomson sur les ions H+.

On donne :

Ne Hg
ny = 1010 m~3, — = 104, —— = 510-5,
nH ny
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o; = 10-21 m2, or = 7+10-% m2,

II1.1. Le rayonnement émis par l'étoile ionise I'hydrogéne du nuage.
On admet qu'il va se former ainsi autour de l'étoile une sphére tota-
lement ionisée (sphére de Stromgren) dont le rayon R (t) augmente
avec le temps.

a) Expliquer pourquoi le modele de la sphére de Stromgren est

. 1
réaliste. On pourra utilement comparer les grandeurs — —— et
i My 0
1

Ny oT

b) Si on néglige les recombinaisons proton-électron, calculer

dR
la vitesse d’expansion —— de la sphére de rayon R a l'intérieur de
dt
dR
laquelle tout I'hydrogéne est ionisé. On exprimera —— en fonction
dt

uniquement de R, ny et de N; (nombre de photons ionisant 'hydrogene
émis PAR UNITE DE TEMPS par l'étoile).

1I1.2. On tient maintenant compte des recombinaisons qui se pro-
duisent a l'intérieur de la sphére de rayon R. On appellera op le taux
de recombinaison proton-électron par unité de temps : si le milieu
ionisé contient n, €lectrons et »; ions par unité de volume, on a oy 1, 1;
recombinaisons par unité de temps et par unité de volume.

dR
Etablir la nouvelle équation différentielle liant — a N;. Montrer
dt

que lorsque ¢ devient trés grand, R tend vers une valeur limite Ry
que l'on calculera. On supposera N; indépendant du temps.

I11.3. a) On considére la recombinaison d’'un proton et d’'un électron
.d’énergie cinétique E¢. Si la recombinaison conduit a I'état de niveau n
de l'atome H, calculer l'énergie du photon émis lors de cette recom-
binaison. On désignera par E; > 0 I’énergie d'ionisation de l'atome H
(Ey = 13,6 V).

b) A quelle condition sur »u le proton ainsi émis peut-il étre
ionisant ? Examiner le cas particulier » = 1 (niveau fondamental).

Application numérique :

On prend pour valeur de E. I'énergie cinétique moyenne d’agita-
tion thermique des électrons du milieu ionisé supposé a la tempéra-
ture T,. Calculer les valeurs de n telles que le photon émis lors de la
recombinaison soit ionisant pour T, = 10* K et pour T, = 105 K.
On donne la constante de Boltzmann : kg = 1,3810-23 J. K-1,
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¢) Expliquer pourquoi la valeur du taux de recombinaison og
est affectée par les photons émis lors de ces recombinaisons. Dans
quel sens op et Ry sont-ils modifiés ?

dR
II1.4. On consideére le cas stationnaire, c’est-a dire tel que — = 0
dt

et on s'intéresse aux rayons des sphéres ionisées de !'hydrogéne, du
carbone et du soufre que l'on désignera respectivement par Ry, R¢ et
Rg. Les énergies d’ionisation de I'hvdrogéne, du carbone et du soufre
sont respectivement :

Eo = 136eV, Efy=113eV et E’ = 104 eV.

a) On désigne par N;, N’; ct N”; respectivement lec nombre dc
photons émis PAR UNITE PE TEMPS par l’étoile ionisant H, C et S(N;),
ionisant uniquement C et S(N’;) enfin ionisant seulement S (N”;).

Calculer les rapports —— et ——. On prendra dans tous les cas une
N, N”,

méme valeur du taux de recombinaison or.

Application numérique :
Ry = 1015 m, Rc = 107 m, Rg = 14107 m,

ne ns

— = 104, — = 5.10-5.

ny ny

b) Montrer que la connaissance des rapports précédents per-

met de déterminer la température T*, donc le type spectral de l'étoile
et également de contréler s'il est légitime d’assimiler le rayonnement
de l'étoile a celui d’'un corps noir. Le calcul explicite n’est pas demandé.

On rappelle que la densité volumique d’énergie par unité de fréquence
du ravonnement d'un corps noir a la température T* est :

8xhv? 1

c3 hv
e__l]
kg T*

out v est la fréquence considérée.

u, (v, T*) =

¢) La distance dc I'étoile considérée au systéme solairc cst dc
I'ordre de 1,510 m. On mesure les rayons Ry, Rc et Rg en observant
le rayonnement émis a partir des états de recombinaison des atomes
H, C et S sur des niveaux de » élevé (n > 150). Expliquer pourquoi
on peut mesurer ces rayons en utilisant par exemple une transition du

type n = 200 - m = 199.

II1.5. On se propose d’étudier dans cette question le front d'ioni-
sation qui sépare le gaz neutre et le gaz ionisé. On suppose que le
front est stationnaire et que c’est le gaz qui s'écoule. L’écoulement
sera supposé permanent.
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gaz neutre arrivant
gaz ionisé
sur le front a vitesse U;
pression finale e 4 pression initiale
Uy v,
P - - P
masse volumique o masse volumique

!

front d'ionisation
Fig. 1

On désigne par U; et U; respectivement les énergies internes mas-
siques du gaz neutre et du gaz ionisé et par Q > 0 l'énergie transférée
a travers le front d’ionisation par unité de masse du gaz neutre.

a) Quelle est l'origine de l'énergie Q ?

Ecrire trois équations scalaires exprimant la conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie. Sachant que les
gaz necutre et ionis€¢ sont monoatomiques et parfaits, montrer que
1’équation de conservation de l'énergie prend la forme :

v2 5 P v 5 P
4 o——— + — _>+Q=0.
2 2 Qi 2 2 QI'
i
b) On pose y = ——. Montrer que 1 obéit a 'équation :
Qi

P; P;
<5—+ui2+20> wl—-5<—+v,2>mp+4u,-2=0.
Qi Qi

¢) On introduit les parameétres :

v P, \12
C = ) et u; = V2Q.
Qi '

Donner la signification physique de C; et de u;. A quelles condi-
tions sur »; I'équation donnant  a-t-clle des racines réelles ? On suppo-
sera que v; > C; (interpréter) et on montrera que v; doit étre soit
supérieur a une valeur v, soit inférieur a une valeur vp et on expri-
mera v, et vp uniquement en fonction des parametres C; et u;.

IV. MASER MILLIMETRIQUE

On considére un jet atomique constitué d’atomes de sodium qui
se propagent suivant l'axe Ox. Ces atomes sont excités par un laser
peuplant le niveau (», [). Les atomes excités traversent une cavité micro-
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onde suivie d'un condensateur entre les armatures duquel on peut

. . 2 . - E) 7
faire varier le champ d¢lectrique ¢ (f). L'cnscmble est représenté sur
les fig. 2 et 3.

miroir parabolique

7
7

0
7 miroir plan
//
ey %
LS s

Fig. 2. — Coupe de la cavité de révolution autour de A.

IV.1. Calculer l'ordre de grandeur du champ électrique & néces-
saire a lionisation d’'un atome dans un niveau de nombre quantique
principal n. On utilisera le modele de Bohr et on exprimera ¢ en
fonction de n, de a, rayon de Bohr pour n = 1 et de E4 énergie d’ioni-
sation du niveau fondamental. Ce champ est-il facilement réalisable
dans un laboratoire ?

IV.2. On fait varier ¢ linéairement en fonction du temps de facon
a détecter les ions produits lorsque ¢ (f) atteint la valeur correspon-
dant a l’énergie d’ionisation du niveau (#, I). Montrer qu’un tel dispo-
sitif permet de mesurer simplement la population des niveaux voisins
de celui peuplé par le laser.

IV.3. La cavité est composée d'un miroir plan et d’un miroir para-
bolique de révolution, l'ensemble étant dans un cylindre conduc-
teur (fig. 2). Ou faut-il placer le miroir plan pour qu'un rayon parallele
a l'axe puisse revenir sur lui-méme (apres plusieurs réflexions) ?

o,

jet atomique

cavite

[N S P
N
A
i
I
/
/

condensateur
plan

Fig. 3
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1V 4. Soit Qg le coefficient de surtension de la cavité.

a) Donner la signification physique de Qp. On indiquera com-
ment Qp dépend du volume V de la cavité et de l'épaisseur de peau d
(a la fréquence considérée) du conducteur entourant la cavité.

b) Montrer que l’énergie a lintérieur de la cavité décroit
(Dot

comme e~ % et que le champ électrique a l'intérieur de la cavité

. (,l)ot .
est de la forme &, e~ S0 e—tmy ! Que représente wo ? Montrer que

la distribution des fréquences du champ & est lorentzienne et retrou-
ver la valeur habituelle de Qg faisant intervenir la largeur Aw-a mi-
puissarce.

IV.5. En l'absence de rayonnement dans la cavité autre que le
rayonnement thermique a la température thermodynamique T, on
constate a 300 K une désexcitation des atomes situés sur le niveau (25,1)
vers le niveau (25,2), alors que ce niveau ne peut pas étre peuplé par
¢mission spontanée. Le méme transfert s'effectuerait-il si l'ensemble
de l'expérience était refroidi de 300 K &2 4 K ?

On rappelle la relation entre les coefficients d’Einstein, soit :

A

m 8xh~3
= pour la fréquence wv.
Bn m Cs

IV.6.a) On injecte dans la cavité microonde un rayonnement de
fréquence moitié de celle de la transition étudiée (40 s — 39 s} En
utilisant le résultat de la question IV.3.,, montrer qu'il est possible
de susciter cette transition a l'aide de 2 photons et que cette méthode
permet de s’affranchir de l'effet Doppler du premier ordre.

b) Examiner la polarisation nécessaire a4 chacun des photons
pour permettre la transition. On fera intervenir les propriétés de la
réflexion métallique d'une onde électromagnétique.

IV.7. On considére la transition précédente 40 s — 39 s dont la
largeur a mi-puissance est Avg. Quel champ électrique maximal doit-il
y avoir dans le laboratoire pour que 'effet du déplacement Stark soit
négligeable devant cette largeur ?

On donne le déplacement énergétique Stark AE du niveau #, ! sous
I'effet d’'un champ électrique ¢ :

3 aq 1 ag nt
AE = —— —e¢enle ———4megg — — [17Tn2—312 4 19] ¢2
2 7 2 VAL ]

ol a, est le rayon de l'orbite de Bohr pour n = 1.

Application numérique :

On prend Avy = 10 kHz, Z' =~ 1 (expliquer ce choix- pour les
atomes de sodium). Calculer l'ordre de grandeur du champ ¢ maximal.
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1V8. Si 'on supprime tout rayonnement incident et que l'on ac-
corde la cavité sur la transition 27 s —» 26 p!/2, 'expérience montre
que l'on récupere un fort signal correspondant au peuplement du
niveau 26 p!/2, alors que seul 27 s avait été peuplé initialement. Que
se passe-t-il ?

Donner un ordre de grandeur de l'énergie émise par les atomes
alors qu'il y en a environ 103 qui participent a la transition.

" IV.9. Si on supprime la cavité, on constate une désexcitation simul-
tanée de tous les atomes du niveau (n, I) vers le niveau (»’, ') 4 condi-
tion qu'il y ait plus de 10 atomes simultanément dans l'état (n,1).
Que vous suggére une telle expérience ?



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 47

SOLUTION

I. ETUDE DES PROPRIETES GENERALES D'UN ATOME
DANS UN ETAT DE RYDBERG

I.1. a) La planéité de la trajectoire découle de la conserva-
tion du moment cinétique L. Si L s 0, le plan de la trajectoire
est perpendiculaire a L et est défini par les vecteurs ry et vg
(L = mry A V). )

b) 1l s'agit d'un résultat tres classique : en coordonnées
polaires planes r, & les équations différentielles du mouvement
s’écrivent :

m(F—rbd) =F = ar?

v d . 1)
mQ2rd + rHrt = mrl — (P29 = F, =0
dt
La seconde équation exprime la conservation du moment
. L
cinétique, ce qui se traduit par la loi des aires : 124 = C = ——.
m

¢) Le calcul des divers éléments de 'orbite est classique
également. Différentes méthodes conduisent au résultat. Utilisons
les formules de Binet ; posant u = r-! et prenant pour variable ¢,
elles s’écrivent :

d*u
—mCuw2{ — 4 u =F, =au? a)
d9?

du\2
v=c [(5) *] ?

La relation (2.a) s’écrit :

()

d’u o ma
I + U = — = ————
as m C? L2
qui admet pour solution générale :
Mo
u = r-' = Acos (t —9) — —
2

ou A et # sont des constantes fixées par les conditions initiales,
soit :
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—1L2/ma

r = , (3)
Al2
1 ——— cos (3 —1)
ma
équation polaire d'une conique de foyer O.
Posant :
L2
pp=—->0 (a<0)
ma.
. Al2
et : E=——->0
ma

(on choisit A > 0, ce qui ne diminue pas la généralité), (3) s'écrit
sous la forme habituelle :
Po
r = 4)
1 + Ecos (B —1)
po ¢étant le parametre et & l'excentricité de la conique. Dans la
suite, nous prendrons %, = 0. L’énergie mécanique :

1 o
E=——mv2 + —
2 r

est également une constante du mouvement. Utilisant (2.5) :

1 du \2 o
- [(%)o] 2
2 dd r

En reportant (4) dans cette relation, et compte tenu de
I'expression de pg, on obtient par identification :

2EL2\12 . 2Ep,
g = <1+ > (ouencore:&z—lz > (5)

mo? —q

La trajectoire étant supposée elliptique, &€ < 1, ce qui impose
E < 0. Si T est la période du mouvement, la loi des aires exprime
que :
nab L

T m

ol a est la longueur du demi-grand axe et b, la longueur du demi-
petit axe.

a, b et py sont liés par la relation : b =V ap,.
On en déduit :

T = 2xa3?

(6)

— o
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D’autre part, en utilisant (4) :

Po Do Po
2a = Ymin + Tmax = + =

1+& 1—¢§ 1—g

d’ou 'importante relation :

et en reportant dans (6) :

m 172
T =n|a] <———->
—2E3

Calculons explicitement le vecteur de Runge-Lenz (appelé
aussi vecteur de Laplace) :

—_—m 12 .
A= <—> [(Lrd + a)u,—L7uyl

2E
. L2
avec : Lrt = (1 + &Ecos?d) =—a(l +Ecosd)
m po
. o E sind 4 L2
et : Lr = = Esind = o Esind
(1 + Ecosd) m Py
d’ou :

—m \ 12
A = <___._> (— &) (u, cos ¥ —uy sin )
2E

—m\ 12

= (———) (—a&)u, = Cte (6)
2E

On notera que A est homogéne a un moment cinétique.

Le vecteur A est effectivement une constanie du mouvement ;
il est dirigé selon OP si P désigne le périgée de la trajectoire
(OP//u,). L'existence d’une troisiéme constante du mouvement
(outre E et L) est liée a la forme particuliere du potentiel
d’interaction.

Le mouvement est dégénéré.

Si on introduit les moments conjugués des variables ¢ et r :

Y .
Py = — = mrl4 =L
af
ag
et : pp=— =mrt
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m . o
(o1 £ = — #2 4 r2§) — —— est le Lagrangien).
2 r
On définit :
1 i 2 Trax
Io = — D2 dy =L et Ir = _— Dr dr;
2% JO 25 J Tmin
soit :

2 Tmax a 12 172
T e
2% J'min r r
m 172
e
—2E

L’énergie E s'exprime simplement en fonction de I et I, par :

m o2
EFE= ———— )
2(I + LY
Les « fréquences » fondamentales du mouvement sont définies
9E JE :
par : w; = —, m; = ——. Dans le cas présent, elles sont égales :
oI, 21,
m a2 —2E\¥ 2z
‘(01=0)2=———=m|al -—-> = e
I+ L)y m T

C’est cette égalité qui traduit la dégénérescence. Plus généra-
lement, un mouvement est dégénéré lorsque deux ou plusieurs
®; N;
fréquences sont dans des rapports rationnnels : —— = —— ou
o N
N; et N; sont des entiers. On montre que la dégénérescence per-
met d’obtenir d’autres intégrales premieres du mouvement (autres
que L et E) (Landau, Mécanique, p. 220).

mM
I1.2. a) On compare la force gravitationnelle G« ; ala
r
e?
force de Coulomb ——. Le rapport de ces forces est :
dpey 72
GedngemM
— 4410
e2

1
avec § = 6,67+-10-11 SI, 4ne = —9- 10-9 SI, m = 9+10-3 kg,
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M= 167-10-7 kg, e = 1610-¥ C,

b) L’accélération a pour expression a chaque instant :

o
a=— u,.
mr?

L’énergie rayonnée sur un tour est :

T e? T T @ 1
W,=f P(t)dt=-—-———f #dt:mqof'———dt
0 6regcd JO 0 m r

d'ot la puissance moyenne rayonnée sur une période :

W, g0 1 T 1 70 02 1
= —_— —dt = < — >
T m T Jo -~ m r

en utilisant les notations de 1’énoncé.

La conservation de l'énergie implique qu’a chaque instant :
dE

—— = —P, d’ou la variation AE sur une période : AE = —W,,
dt
soit :
AE To o2 1
—_— = — < — >
T. m ré
La variation AE étant supposée faible, on assimile le rap-
AE d<E> ’
port —— a une dérivée ——d—, d’ou la relation demandée :
T t
d<E> 7002 1
—_— = < — > (8)
dt m r

¢) Calculons l’énergie rayonnée sur un tour, soit :

dv
W, = P(t)dt=mmfa2dt=mmfa'—dt
dt
Intégrons par parties : '

dv da T
a- dt = ve dt —] a-v
dt dt 0
le dernier terme est nul, puisque dans l'approximation considé-
rée on intégre sur une orbite non perturbée.
On en déduit :

_ (" da
W, = m'rof cvdt
dt




52 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

Tout se passe comme si le rayonnement était équivalent a une

force Fr,y telle que :

da
med°vdt=W,=Wl'co —— vt
dt

d’ou, par identification, I'expression classique de la force de frei-

nage par rayonnement :

da
Fray =mg—.
dt

9

L'application du théoré¢me du moment cinétique donne :

dL da
_=r/\Fray=mTOr/\—‘
dt dt

Dans l'approximation de l'orbite non perturbée :

o
a = u,
m r?

d'ol1 :
da 2a a du, .
- = 7 u, +
dt mrd mr? dt

ou :
du, L

: uy.
dt m r?

da

(10)

En reportant cette expression de —— dans (10), il vient :

dt
dL T0 o

- = L

dt m
Soit en moyenne séculaire :
d<L> To a

= <
dt m 73

> L

(11)

compte tenu du fait que L est une constante du mouvement sur

une orbite non perturbée.
d) D’apres (8) :
d<E> 70 1
dt m
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On a :

1 1 T dt 1 2n m . L
rt T JO T JO L m

avec :
Do

1+ Ecost

d’ou :

1 1 m 25 2x 2m
> = — 1+ Ecos®)2dd = — (2+8)
0 T L

ré T Lpg o
d’ol1 I'on déduit :
d<E> 2x 27902
- = (24 8)..

dt T Lpoz

2n 27502 / 2 El2
T L pp? \ m o2
avec :
Ze? 12 m 1/2
«=— ,Po=———,T=n|a|< >
4ateg ma —2E3

d’oll en définitive :
d<E> 23/2 e2 \4 min (_E)s/z/ 2 El2
—_— = D 3+ >(12)

dt 3 47 ey cl L5 \ m o2

De méme, en utilisant (11) :

d<L> 70 o Ta 1 (T dt
_—=— < ——>L=—L—] —
dt m r3 m T JO 3

ou :

T dt 2x m db m 2z m
f———-: _—— = (1+Ecos®)dd =2=n
0 7 0 L r Lp, /O L po

d’olt :

d<L> 2x oo 2nx gom o2
dt T Lp T 13
soit :
d<L> 25/2 e? 2 (__ E)3/2
—_— = ( > (13)
dt 3 4 ml2 313
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En divisant (12) par (13) -

d<E> 3 ma? E-
—_— = + — (14)
d<L> "2 L3 L

En fait, il n'y a pas lieu de distinguer dans l'écriture < E >
et E ou <L> et L, étant entendu que ces grandeurs sont dans
ces équations des moyennes séculaires.

L’équation (14) s’écrit encore :

dE E 3 ma?
a. L 2 L3
soit :
d E 3 ma
I( L ) T2
d’oll par intégration :
E 1 ma?
—_— = —— + Cte
L -2 L3
soit, avec les données initiales :
L mo? L3
E=E — + <——1 : (15)
Lo 212 L¢
Compte tenu de la relation :
2EL2
g2=1+ ;
mo?
on obtient :
212 L muo2./ L3 L3 2 ELg2
B =1+ Eo— + —1 =——<1+
m Ly 212 \ L Lg "ol
soit : -
L3
E2 = Ef? —. (16)
Ly
dL
L'équation (13) montre que L décroit | — < 0} ; 'excen-
dt

tricité tend donc vers zéro, et une trajectoire elliptique tend vers
une trajectoire circulaire du fait du rayonnement. . En fait, cette
trajectoire circulaire n’est pas atteinte car & = 0 suppose L = 0
soit : r = 0. )

)
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b) Pour une orbite non perturbée circulaire :
L=mvr et mov: = —or-1
d'ott : L = ml2 (—a)l/2 12

en reportant cette expression dans 1'équation d’évolution (11), on
obtient :

1 dr %0 o
— e R
2rl2  dt m r3
) 2
soit : r’dr = — a dt
m
N r3 ‘2 70
d'ou par intégration : — = —— af + Cte
3 m
et compte tenu de la condition initiale : # = rp pour ¢ = 0 :
21
r=rd + —ual
m
. Ze?
avec : o = — , on en déduit la relation demandée :
4re
P =1 —9Zc 2t Aan

- L3. a) Les formules demandées sont tres classiques. Dans le
modele de Bohr, on pose la relation de gquantification :

Iy=L =nh
ou # est un entier strictement positif.

La relation (7) donne ainsi (I, = 0) :

ma? ma?
E = — = — .
21y 22 n2
D’autre part :
o 2
E=— dou: r=n —
2r m|a|
et :
1 | o] e
E=———muv? dou: v =—— avec J|o| = .
2 nh 4

Application numérique :
n=200 r=21 uym v

I

1,110 m.s-1 E = 0,00034 eV
36104 m.s-1 E = 0,0038 eV

n= 60 r=019um v
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ce qui fixe l'ordre de grandeur (le micrometre) de la distance
de l'électron au noyau pour un état de Rydberg. Noter également
les faibles valeurs des énergies de liaison, trés inférieures a
I'électron-volt, ce qui rend l'électron trés sensible aux perturba-
tions extérieures.

b) La dérivation de (17) donne :

dr H2
3r— = —9 32 ou r=mn ———
dt mlal
dn h?
soit : 3Irrx 2n e = —9 A3 g?
dt m|a|

et remplacant, dans cette derniére relation, r, par sa valeur en
fonction de n :

dn 3 milalP 1
—_— =P — — (18)
dt 2 H8 nd
. §x3
Posons @y = ——— rayon de la 1 orbite de Bohr; il vient
m|a]
ainsi :
dn 3342 1
Simn—1)= —— = — (19)
dt 2 ap ns
Application numérique :
On trouve :
1,07 1010
gnn—1) = ———.
ns

c) Cette application du principe de correspondance (d’au-
tant mieux vérifié que n est grand) justifie la relation

dn
S(nn—1) = ——1u.
dt
Pour une transition n - n — 1 :
mal 1 1 mao2 1
AE = —— ~ —— pour # grand.
20 L (n—1)p n? h2 n3

D’autre part, la puissance rayonnée P a pour expression :
U4
P=mnya = mg—
r2



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 57

h la]
avec : r = n —— et v = (I.3.a)
m|al nh
‘r()ﬂ'l:‘('l6 1
d’'ou : P= — ——.
8 nd

D’autre part, en utilisant (18) :

ma? 1 3 mdald 1
8’(n—->n—1)><[AE|=< ——>><<——c3102————___>

#2 13 2 #6 ns
3 milasScg? 1 oot 1
= —— ——— — =P
2 8 ns #8 n8
compte tenu de la définition de o
d) Application numérique :
Transitions : 2p—1s 4f->3d 6h->5g
1/8 mesuré : 1,610-9 s 7310-8 s 6,110-7 s
1/8 calculé : 310-9 s 9,710-8 s 72107 s.

L’accord est d’autant meilleur que » est plus grand en accord
avec le fait que le principe de correspondance s’applique d’au-
tant mieux que n est grand.

e) Pour I'hydrogene, par exemple :

m a2 1 1 2
AEg = hvg = — — —————— |~ Ey x —
2 k2 nz (n—1p n

m o2
oit E; = —— est l'énergie d’ionisation de Vatome H (Ey ~ 13,6 eV).
2H2

c hecnd
On en déduit la longueur d’'onde Ay = — = ———— soit
VH 2 EO

environ Ay ~ 0,4 m.

Deux types de raies de recombinaison sont observés en astro-
physique :

— les raies fortement ionisées (hélium 2 fois ionisé, fer 11 fois
ionisé) pour lesquelles on doit prendre Z = 2 ou Z = 11. Ces
raies sont observées dans les régions les plus proches d’étoiles
trés chaudes ou dans la couronne solaire ;

— les raies traduisant la recombinaison d'un électron : on ob-
serve par exemple des raies de I'hydrogéne, I'hélium, le carbone
et le soufre. Ces raies sont observées dans les « nuages molé-
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culaires denses » de notre Galaxie. Dans ce cas, on doit prendre
Z = 1 et le calcul doit tenir compte de la masse M de 'atome :
il faut remplacer la masse électronique m par la masse ré-

mM
duite .
m+ M
On a :
VH —— VHe 1 1 3
— = m < ——> ~ e — (1837)-1 =~ — 4104
vH Mup. My 4

soit une résolution de 2500 (tres facile 4 obtenir en radioastrono-
mie ou les résolutions de 105 & 10¢ sont fréquentes).

I4. a) En Relativité restreinte, la relation de la dynamique
s’écrit :

f = — avec p=ymv.
dt

Le moment cinétique par rapport 2 O a pour expression :
L=rAp=ymrAv

. dL dp
et : — =vAP+rA— =rAf =0(fet r colinéaires)
dt dt

d’'ou la loi de conservation de L.

b) En mécanique newtonienne, p a pour expression :
. r L
p=mru +mrduy =L —-u + — uy
rzd r

ce qui conduit a la formule de Binet :

dp 12 1 a /1
I
dt m r? r av \ r

En mécanique relativiste :

. 7 L .
p=ymiu +ymrduy=L——u + —uy (L =vymrd)
24 r

formellement identique a l'expression classique.

La formule de Binet relativiste est donc tout a fait analogue
a la formule classique, a la seule différence prés que puisque
. L

% = ————, il faut remplacer m par y m dans 'expression finale,
ymr?
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dp L2 - 1 a /1
_ [_+__ _> . (20)
dt ymr? r dag \ r
o
¢) W = (y—1) mc?t + —— est I'énergie mécanique du
: r

soit -:

systéme.
La relation de la dynamique s’écrit ainsi :

12 1 a /1 o ' A o
— — __<_> = avec vy = + 1+
ymr? r dar2 \ r2 Cor? i m c? mctr

On en déduit facilement par substitution la relation demandée :

@ /1 o? 1 moa. w
() T
dae \ r 12¢2 r 12 m c?

d) On substitue dans (21) une solution de la forme :

1 1 + Ecos Qb
r bo
d’oti, par identification :
ol 1/2
Q= <1— > (22)
L2 ¢?
Deux minimums successifs de r sont obtenus pour % = 0 et
2z
= — =25 + 8¢, dour :
Q

1 a2 \-12
0 =2n<___1>= 2 [( - > _1]
Q L2 ¢?

Cette correction relativiste leve la dégénérescence. En par-
ticulier, la relation (7) exprimant simplement 'énergie en fonction
de Iy et I, n’est plus valable. Du point de vue quantique, la
conséquence est qu’il n’est plus possible d’exprimer les niveaux
d’énergie a l'aide du seul nombre quantique »n. La levée de la
dégénérescence se traduit également par le fait qu'il n’existe
plus de constante du mouvement supplémentaire : le vecteur A
n'est plus constant. Une maniére simple de le constater est de
noter que le grand axe de l'ellipse tourne (de &¢ entre deux pas-
sages successifs au périgée).
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II. ATOMES DE RYDBERG
DANS UN PLASMA PEU DENSE

II.1. a) Le mouvement des ions dans le plasma peut étre né-
gligé a cause de leur masse trés supérieure a celle de l'électron.
Pour une étude détaillée de cette question, on pourra se rappor-
ter par exemple au Probleme 1979 (supplément du B.U.P. n° 622,
p. 13).

b) 11 apparait sur les bords de la tranche des charges
de densités superficielles ¢ et — o (figure) avec :

c = mex

T x
Y —
| OE@ ®
—

@ ©
® @@

@

5 O ©
ol & ©
@

LOJEN O BN ()

5 © ©
® ® @
© © O

T -T

o

d’ou le champ électrique :

o nge x
u;, =
€ €0

u,.

L’équation du mouvement parallelement & Ox d'un électron
du plasma est :

d’x ngerx
m—— = —eE = —
de €0
d’olt un mouvement de pulsation :
noez 1/2
®, = < > (21)
gom

(oscillation de plasma).

Pour une étude plus compléte des oscillations de plasma, on
se reportera au probleme 1979, partie I.
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11.2. En un point ol le potentiel est V, le rapport des den-
sités particulaires n, et n; des électrons et des ions est :

. o—(—eV/kgT)

B — (22)
"; e —(eV/kgT)

rapport des facteurs de Boltzmann respectifs, —eV et eV repré-
sentant les énergies potentielles respectives d'un électron et d'un
ion au point ou le potentiel est V.

Prenons une origine O coincidant avec la position d'un ion
positif. Au voisinage de O, le potentiel V sera déterminé par la
charge de l'ion considéré et par un nuage d’électrons entourant
l'ion et formant «écran». Si ny, désigne le nombre moyen d’ions
et d’électrons par unité de volume, le nombre n, d'électrons par
unité de volume au voisinage de O sera légérement supérieur a
1o et de méme nombre n; d'ions par unité de volume sera lége-
rement inférieur a ny, soit :

eV/kg T —eV/kg T

M, = Ngé et n; = Nge

en accord avec (22). La constante multiplicative est g, car lors-
qu’'on séloigne de O, V - 0 et n, et n; -» ny.

On en déduit les densités volumiques de charge :
Qe = — M€ et Qi = m;e.
L'équation de Poisson s’écrit ainsi, au point M, a la distance

r=0MdeO:

AV(r) = —

avec Q0 = @, + Qi
€0

soit :

F 2 2 2
\' __lz_”_oe_(eeV/kBT_e—eV/kBT _f_"iv

or2 r or € ’ sokp T

si on suppose |eV| € kg T.

1
Posant V(r) = —— ®&(r), ’équation devient :
r
aoe 2nye?
dr? a ) kBT

qui admet pour solution générale :

® = ae’/d 4 fe-/D
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EokBT
D= C— (23)
2nge?

Le potentiel a pour expression :

ol on a posé :

1
V(r) = — (o e + Be-r/P)
r
Lorsque r — o, V(r) doit tendre vers zéro, ce qui implique
a = 0. D’'autre part, lorsque r — 0, V() doit tendre vers le poten-

e 1
tiel créé par l'ion, soit —————, ce qui implique que g = .
4 gt 4n €0
Le potentiel V (r) est de type « Yukawa », soit :
1
V(r) = ——— e~ (24)
drer

ou D est la «longueur de Debye» du plasma. ‘L'atténuation du

e
potentiel coulombien ———— par le facteur exponentiel e-7/P tra-
4regr
duit l'effet d’écran provoqué par l'entourage de l'ion considéré
par un nuage de charges avec prédominance des électrons. Pra-
tiquement, du fait de cet écrantage, pour r > D, le potentiel V ()
devient négligeable.

0 . -
11.3. Un électron est soumis a la force électrique f =. —ee
et le théoreme du moment cinétique s’écrit :
dL -
— = —erAe
dt

(la force centrale exercée par le noyau de l'atome n’intervenant
pas). _ .

a) Sur une orbite non perturbée, le travail de la force f
est nul. En effet :

W=f—e?-vdt=0

car les contributions en deux points symétriques par rapport au

centre de l'ellipse sont opposées (changement de v en —v, T
étant uniforme).
' d<E>
On en déduit la relation demandée : ——d—— = 0. On peut
t

donc considérer. < E > (que nous noterons E) comme constante.
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b) * Sur une période du mouvement non perturbé :

-
AL = f —erAedt

d’ou
AL d<L> 1
- = = — —erAedt = —e<r>As
T dt
dA
* Calculons ——, soit :
dt
dA —m\2 / dv dL o o dr
—=<—> <———-/\L+v/\—+——v———-r—>(25)
dt 2E dt dt r r2  dt

o E peut étre considéré comme constant dans ce calcul en
vertu du résultat a). En outre :
dL

dv 1 > o -
—ee + u, et — = —erAes.
12 dt

dt m

En remplagant dans (25) :

dA —mN\12T 1 > @
— <_) —<—es+—u, AL..
dt 2E m r2
- o o dar
+vA(—erAeg) 4+ — V———myr —
r r? dt
soit :
dA —m \ 112 1 - o
Y —(—esg) AL+ u, A (mr Av) ..
dt 2E m mr?
/ o « dr

—_—

+v/\(~er/\?)+—v—
r r2 dt

et, apres simplification :
dA —1 \12
< > (—-e)[r(mv-?)—_;(r-mv)-fe)/\ L].

dt  \2mE
Calculant :
AA d<A> 1 dA
—_—= = — ¢ — dt
T dt

]
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on obtient la relation demandée :

d<A> < —1
dt 2mE

1/2
> (—e)[<r(mve)> —<e(remv)..

FEALLS]

(il vaut mieux écrire <L > plutdt que L).

1 >
c)* <r-v> :—} revdt..
T

1 1 d /x4 y?
[ p— f(xic+y5:)dr :——f_<—_>dt =0
T T dt 2

(x et y représentant les coordonnées cartésiennes de r).

En moyenne, sur une orbite non perturbée, le vec-
teur r a une composante nulle sur la direction perpendiculaire
au grand axe de l'ellipse (propriété évidente par symétrie).

1
On adonc : <r> = —f‘rcos%dtu,.
T

En introduisant, par exemple, 'anomalie excentrique u :

r = a (1 —E& cos u) et t = T (u—e sin u)

d’ou :
2n
<r>=J(; a(l—Ecos u)(cos u—=E)duu,
soit :
3 3 a o
<r>=——E%au, = ————F§ ux<a=——>
2 2 2E 2

et compte tenu de l'expression (6) de A :

3 1 12
S e e
2

6 ITE
¢ Pour calculer <r(mv-e)>, utilisons les coordon-
nées cartésiennes. On a :

N 1
<r(mvee>; = ——mfx&dt g,
T

1
[——mjg yfcdt]e,
T

il

-
<r(mvee>,
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avec, en outre :

» L
ij xydt = —m f&ydt:—T
2
d’ou I'égalité demandée :
> r
<r(mveg)> = — e AL
2

Remarque.

Dans les calculs d’intégration précédente, il est indifférent
de confondre L et <L> ou A et < A>, étant entendu que ces
grandeurs varient lentement avec le temps mais doivent étre
considérées comme constantes dans les calculs d'intégration qui
utilisent 1'orbite non perturbée. Il en sera de méme dans la suite
avec les vecteurs X et Y.

Des résultats précédents, il découle facilement les relations :

d<A> 3¢ / —1\12
S .
dt 2 2mE
(25)
d<L> e — 1\
‘————:——<——— tANA b)
\ dt 2 2mE

d) En additionnant et en soustrayant les équations (25 a)
et (25b), il vient :

d<X> -
——— =—ws A X
dt = 3e / —1 \12 _,
et avec : wg = ———| ——— €
d<yY> - 2 \2mE
———— = —osAY
dt

Pour des orbites elliptiques, dans le modéle de Sommerfeld,
on quantifie I et I, (voir 1.1, page 47), soit :

Iy = ny A et I, = n 4,
d’ou en utilisant (7) :
m o2
2n2h?
en posant : n=mn + n, (26)

E = —

expression de E formellement identique a celle du modele de

o
Bohr. En outre, on a : E = —2—— On en déduit, a l'aide de (26) :
a

re



66 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

nth?
E = —
2ma?

. -
et en remplacant dans l'expression de wg :

3e a
Os = ——— —— ¢, @n
2 nh

e) Les équations d'évolution de <X > et <Y > ont une
forme trés classique en physique. Ce§ vecteurs ont un méme
module constant et précessent a la vitesse angulaire wg autour

- . . % ‘. ’
de la direction fixe du vecteur wsg, donc du vecteur champ élec-

trique ? < X > précesse dans le sens direct autour de 2 <Y>
dans le sens opposé. <X > et < Y > font respectivement un angle

—_
constant avec .

IT.4. Cette question étudie l'interaction d’'un atome de Rydberg
avec un plasma. Comme nous l'avons souligné, 1’électron dans
un état de Rydberg est trés peu lié au noyau (E =~ 10-3 eV) et
est donc tres sensible aux perturbations extérieures, par exemple
au champ électrique créé par un électron d'un plasma.

a) Le champ électrique?créé par un électron du plasma
et vu par l'atome de Rydberg est un champ de type coulombien
écranté (voir question I1.2). En premiére approximation, on peut
modéliser le champ comme il est proposé dans 1'énoncé :

? = .5> si R > D, longueur de Debye du plasma,

- e R >
g = — si R < D, ce qui revient a confondre ¢
4rxe RS
avec le champ coulombien créé par l’électron s'il était seul.
Ibol ,
Y Ty = H—H représente un ordre de grandeur de la durée
\'J

d’interaction de l'électron du plasma avec l'atome (temps de
collision).

Si ws Tp » 1, les vecteurs < X > et <Y > effectuent un tres
grand nombre de précessions au cours de la collision, d’oit un
effet moyen de rotation nul.

Si wg Tg € 1, les vecteurs <X > et <Y > tournent d'un
méme angle | 8| petit autour d'une direction fixe (voir question
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suivante), les rotations de <X > et <Y > s’effectuent, comme
nous l'avons indiqué, en sens contraires.

c¢) Le champ électrique créé sur l'atome par l'électron du
plasma a pour expression :

W) = —— (b + VD)
LET
et :

— T o 3a e2 Tp by + V¢
4 = J. wg dt = S
—Tp 2nh 4dne J—Tp (b + VRe2)32

Le terme en V¢ s’annule par symétrie, de sorte que :

- 3a e? Tp dt
¢ = [ by
2nh 4dneg J—Tp (b2 + V222)32

- 3a &2 1 b \ 12
P = — —_— |l by

nk 4dne bV D2
compte tenu de ce que :

VTp = (D2— b2

soit

ez
En posant : <1?2>1Y2 = ——— il vient :
4xegnh
3a <vr>12 b2\ 12
}0|=———————<1——> (28)
by \" D2

la rotation s’effectuant autour du vecteur by, qu'on peut appeler
« vecteur d’impact », le module b, étant le parametre d'impact
de la collision. < v2>1/2 représente la vitesse de 1'électron sur
l'orbite de Bohr correspondant au niveau d’énergie :

ma? —e?
E = — ———— a = - .
2nth? < 4 80)

d) Le vecteur by varie aléatoirement en module et direc-
tion lors des collisions successives de 1'atome avec les électrons
du plasma. A chaque collision < X > et <Y > tournent d’'un angle
{#| autour de by. Représentons < X> et <Y > a partir d'une

méme origine C. Apres plusieurs collisions, les extrémités des
vecteurs < X > et <Y > ainsi représentés, se sont déplacées sur
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une méme sphére de centre C suivant une succession de petits
arcs, chaque arc étant décrit par rotation autour d'un axe fixe bg.
Les directions de by étant totalement aléatoires, donc distribuées
de manieére isotrope, on a un mouvement au hasard (brownien)
sur une sphere. Au bout d’'un grand nombre de collisions, les vec-
teurs < X> et <Y > ont tourné d’'un grand angle autour d'un
axe aléatoire dans l'espace. Noter que les rotations élémentaires
de <X > et <Y > étant corrélées, leurs mouvements ne peuvent
étre traités indépendamment.

e)*On a:

<X><Y> L2 — A2
{L:COSXZ =
f<X> I <Y>| L2 + A2

olt on a utilisé les définitions de X et Y.

En outre, en utilisant les résultats de la question 1.1 :

m o? m o?
L2 = (1—8) et A = g2
2|E| 2|E|
d’ou : w=cosx =1—2E% soit :
X
E = sin — (29)
2
*Ona:

<X>AKY> = [|<X>]||]I<Y>]sinxn
= [<X> [+ <¥Y>|V1I—p2n

d’'ou l'on déduit, compte tenu de la propriété du produit mixte
en permutant les vecteurs :

d<¥> d<X>
< XK>t—mr——— + <YV > —o———— =
dt dt
-
w—20s n [[<X>[I<Y>[|V1I—u2 (30)
d<¥> d< X>
ol on a utilisé les expressions de —— et de ———
dt dt

(I1.2. 4).

L'équation (30) s’écrit encore, compte tenu de ce que
[l <X>| et <Y|| > restent constant :

dy.
I<X>I<Y> || — = .
dt
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> -
w—2as | <X> [ <Y> [ VI—w
d'ou l'équation d’évolution de . :
dy.

— = 2y 1—2esn (31)

dt

* La durée d'une collision étant considérée comme
petite, la variation 8y de w dans une collision se déduit immédia-
tement de (31), soit :

op = —2V1—2(osdt)on = —2V1—@28+n
ou encore
by*n
du = —2V 11—t — (32)

[/ bo ||
en négligeant les termes en ¢ d'ordre supérieur a 1.

Pour calculer < &u?>, il faut remarquer que le module du
vecteur d'impact by et sa direction varient aléatoirement de ma-
nieres indépendantes. L'angle # ne dépend que du module de by

bo °‘n
[formule (28)]; d’autre part, = cos ¢ ou ¢ est l'angle de
[ bo |
b, avec n. Les variables aléatoires ¥ et ¢ varient donc indé-
pendamment. '

Dans ces conditions :

<(¥cos @)> = <¥¥> <(cos 9P >
d’or :
<dqp?2> = 4(1 —w?) <> <(cosgP>.
Du fait de lisotropie de by :

1
<(cosop> = —-—f(cosrp)zdﬂ
4

1 r 1
= — 2n(cosgpPsingdy = —
4x JO 3
d’ol1, en définitive :
4
<du?> = —3——(1—1»2) <>, 33)

L'intérét de < 8u2> concerne l'évolution a long terme du
systeme. On peut en déduire la constante de diffusion kp du
milieu.
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III. ETATS DE RYDBERG -
DANS LE MILIEU INTERSTELLAIRE

III.1.a) La proabilité p de collision d'un photon avec un
atome d’hydrogene est liée A la section efficace ¢ (pour une in-
teraction donnée) par la relation :

) p = ong 1 (34)
qui découle de la définition de o. ! représente la longueur du

trajet du photon dans le milieu.

1

De la relation (34), il découle que la grandeur repré-

g Ny
sente la longueur de traversée du milieu pour que la probabilité
collisionnelle soit égale a 1.

1
Pour l'ionisation des atomes d’hydrogene :- = 101 m,
g; Ny
alors que pour la diffusion Thomson = 1,4 108 m,

ot Ny

La comparaison de ces deux longueurs indique que le phéno-
meéne de diffusion Thomson par les ions H+ formés n’intervient
pratiquement pas sur des distances de parcours inférieures a
107 m. On pourra considérer qu'intervient seul le phénomeéne
d'ionisation des atomes H. Il se formera autour de 1'étoile dans
le milieu interstellaire une sphére totalement ionisée (sphére de
Stromgren) qui va grandir continitment (le rayon R de la sphere
étant supposé treés supérieur a 10! m).

b) Pendant l'intervalle de temps dt, le rayon de la sphére
de Stromgren augmente de dR. On choisit dt de sorte que dR
soit au moins égal a 10! m de sorte que la probabilité d’ionisa-
tion soit égale a 1. L'utilisation des différentielles se justifie par

dR
le fait que —— est petit.
R

Dans le volume de la couronne sphérique d’épaisseur dR, le
nombre d’atomes neutres H est égal 4 4 x R2ny dR. Le nombre de
photons arrivant dans cette couronne est N;d¢, les photons émis
par l'étoile ne subissant pratiquement aucune diffusion Thomson
sur les ions H+ lors de la traversée de la sphére de Strémgren.
Dans la couronne sphérique, la probabilité d’ionisation étant
égale a 1, on a I'égalité :

N;dt = 4xR2nygdR
soit :
dR N;
- (35)
dt 4rxR2ny
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I11.2. a) Si on tient compte des recombinaisons proton-électron
reformant des atomes H, le bilan se traduit par l'équation :

4x
N;dt = 4J17R2?'1H dR 4+ — R3 ar N; N, dt (36)
3

le terme supplémentaire représentant le nombre d’atomes refor-
més pendant l'intervalle de temps dt a l'intérieur de la sphere de
Stromgren. La totalité de ces atomes de recombinaison sont ioni-
sés a nouveau par les photons, ce que traduit le bilan (36).

dR
b) d_ s’annule lorsque R = Ry tel que :
t
3IN;
Ry = —— . (37)
4ot n; N,

L'intégration de l'équation différentielle (36) conduit a une solu-
tion de la forme : R} = R3y (1-—e'"), le rayon Ry étant atteint
au bout d'un tcmps tres grand. La constante de temps a pour
. -
valeur : 1 = ————; elle est indépendante de N;.

or N Mg

111.3.a) Dans l'état de niveau n, l'énergie d'un atome est :
Eq
— —— ou Ej > 0 est I’énergie d'ionisation de l'atome. La conser-
n2
vation de l’énergie se traduit par :
Ey
Ec = ——— 4+ hv. (38)
"2

b) Le photon émis peut étre ionisant si : kv > E,, soit :

Ec \-12
n< <1———> (39)

E,
Application numérique :

Pour T, = 10¢ K, on trouve la seule valeur n = 1.
Pour Ty = 105 K, il faut n = 1, 2, 3, 4.

Pour V'état fondamental (n = 1), l'inégalité (39) est toujours
satisfaite et le photon émis est toujours ionisant.

¢) Les photons ainsi émis ont pour effet de diminuer le
taux de recombinaison, donc de diminuer ar et d’augmenter le
rayon Ry.
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II14.a) Les photons d’énergie supérieure a E, = 13,6 eV
ionisent les atomes H mais aussi les atomes C et S. Dans ce cas :
n; = n, = ng + nc + ns et la relation (37) donne :

3N;
Ry =

4rxar(ng + nc + ns)2

Pour les photons d’énergie supérieure a E’; mais inférieure
a Ey il y a ionisation uniquement des atomes de carbone et de
soufre d'ou : n; = n, = nc + ns et :

3IN;
R3¢ =

dxar(nec + ng)?

Enfin, les photons d'énergie inférieure &4 E”, n'ionisent que
les atomes de soufre, d'out :
3 N”i
R¢ = —mM8 .
4 or n52
On ne trouve l'hydrogéne ionisé qu’a l'intérieur de la sphére de
rayon Ry, ie carbone ionisé qu’a l'intérieur de la sphére de rayon
Re, enfin le soufre ionisé qu'a l'intérieur de la sphére de rayon Rg
(ce qui suppose en fait Ry < R¢c < Rg).

On obtient ainsi :

N; ( Ry \3(ny + nc + nsp N’; < Re >3(71c + ng)?
—_— et _——) —
N’ . Re ) (nc + ng) N”; Rg ns?
Application numérique :

Avec les valeurs numériques données :
ny + nc + ng = nyg (1 + 15'10_5)
ne+ ng = 15105 ny et ns = 5105 ny
d’our :
N; 1 N’; 1\3

~ 10-6+ = 44 et — = [— ) X 9 = 3,28.
N’; (1532 10-10 N"; 1.4

b) Désignons par vy, vc, vs les fréquences respactives cor-
respondant a des photons d’énergies Eq, E’;, E”.

D’apres la loi du rayonnement du corps noir supposée appli-
cable au rayonnement de 1'étoile, on a :
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o v2 dv
o
Vg hv

Tpr 1

VH v2dv
o [
Ve hv

‘T !

Ve vZdv
C .
0 hv

¢ Hpr !

N;

N”i

ol1 C est une méme constante multiplicative. La connaissance des
rapports N;/N’; et N’;/N”; permet d’évaluer la température T°
par inversion de fonction. La comparaison des 2 valeurs trouvées
permet de tester la validité de ’hypothése faite d’'un rayonnement
de corps noir.

¢) La transition # = 200 - m = 199 a une longueur d’'onde
décimétrique. On utilisera donc des radiotélescopes de pouvoir de
résolution différents pour mesurer le diameétre respectif des
sphéres d’hydrogéne, de carbone et de soufre ionisés. Ces mesures
ont été faites sur le nuage moléculaire de rho Ophiucus en utili-
sant les instruments suivants :

dimension résolution A
de I’antenne (D) pouvoir de< ~ ——>
D
— Nangay 200 m 5
— Westubork 1600 m 37”7
— Interféromeétre de
Green Bank 11000 m 55"

Les observations de ce nuage situé a 1,5 x 10" m ont permis
de déterminer le type spectral de 1'étoile excitatrice : il s’agit d'une
étoile de type B5 de température de surface 15000 K (le soleil
est une étoile G5 de température de surface 6000 K).

II1.5. a) L’énergie Q provient du rayonnement de l'étoile.

b) On raisonne sur un volume cylindrique A BCD de sec-
tion unité, se déplacant en A’B’C’'D’ pendant lintervalle de
temps dt. La stationnarité implique que la matiére contenue dans
le volume A’B’CD n'intervient pas dans les bilans considérés.
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I suffit de comparer les éléments de volume ABA’'B’ et
CDCD.

!

aL
o2
£

o

o
-
>

__‘
l
.1

> -
&, o, P
P{ Q_*__ e C

€.

0 o e wm e wm - = =

front o 'inisation

* Conservation de la masse. Elle se traduit par 1'égalité des

masses contenues dans les éléments de volume ABA’B’, CDC'D’,
soit :

dm = @ v;dt = opvsdt
ou : Qi ;i = QfVy (40)
p;dt et v;dt étant respectivement les volumes de ces éléments.

* Bilan de quantité de mouvement. La variation de quantité
de mouvement de la portion A B CD pendant 'intervalle de temps
dt vaut :

dm (vp—v;) = (o v2— o; v?) dL.

Cette variation est égale a l'impulsion F dt de la force extérieure
F appliquée. La force F est égale aux forces de pression, soit :.

F=P—P
d’ou l'équation exprimant le bilan de quantité de mouvement :
Py 4+ opv? = P + oi v (41)

e Bilan d’énergie. La variation d’énergie de la p01t10n ABCD
pendant lintervalle de temps dt¢ vaut :
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1 1
dm [— vE + U,—<—v,-2 + U,~>].
2 2

(Noter que, dans I'énergie interne, on comptabilise l'éner-
gie cinétique microscopique mais non I'énergie cinétique ma-
croscopique).

Cette variation d’énergie est égale a l'apport d’énergie exté-
rieure, somme du travail 8W des forces de pression et de 'éner-
gie provenant du rayonnement de l'étoile, soit :

Pi D; dt — Pf Uf‘dt + Qdm . (dm = Qi'V; dt).
On-notera que le travail des éventuelles forces d'interaction
intérieures au systéme est déja comptabilisé dans l'énergie in-
terne. Le bilan d’énergie se traduit finalement par l'équation :
Ufz Pf v,~2 P,'
— 4+ U+ —=—+U+—+0Q (42)
2 of 2 Qi
(compte tenu de ce que : dm = ;v;dt = osvdt).

La relation (42), trés classique en mécanique des fluides, fait
apparaitre les enthalpies massiques :

P; Py
H;, =U; + — et Hf=Uf+——-
Qi of
et s’écrit plus simplement :
vP v?

— +H=— + H +Q
2 2

Pour un gaz parfait monoatomique :
R P 3 P 5
U = _— e — Yy = —.
vy—1 Re 2 ) 3
L’équation de conservation de l'énergie prend ainsi la forme :
U,’Z 5 P’ U,‘Z 5 Pi

_—t— = — 4+ — — + Q. (43)
2 2 of 2 2 Qi
D;
La relation (40) donne : vy = —— et la relation (41) :
i L

1
P; = P+ o;v <1"——>
4
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En substituant ces valeurs dans (43), on obtient la relation
demandée :

P; P; \
5— + v2 + 20)11)2—‘5<— + Uiz)w + 4v2 =0 (44)
Qi Qi

vyP; \12

c) C = < > représente la célérité du son dans
Qi

le gaz neutre. u; = V 2Q est la vitesse quadratique moyenne

des ions correspondant & 1'énergie Q apportée par le rayonnement.

Avec ces notations, I'équation (44) s’écrit :
(BC2 + u? + v W —(3C2 + 50D + 402 =0 (45)
Cette équation admet deux racines réelles si :
9(C2—wv2y < 16 u vl
Si on suppose C; < v;, I'égalité précédente se réduit a :
3(CE—vd) < —duv;
soit : 3vz—4uv; —3C2 > 0.

Cette condition est satisfaite si :
1
vi>vd=——<2u;+ 4u,~2+9C,2>
3

ou si:
1
U,'<UD=— —2u,-+ 4l/liz+9C,2 .
3

A ces deux valeurs de la vitesse correspondent deux masses
volumiques ¢4 et op critiques (puisque ev est une constante a
travers le front d’ionisation). Si initialement ¢ < @4 ou ¢ > o¢p,
il y a deux solutions possibles pour v, mais si o4 < ¢ < op,
aucune solution n’est acceptable : le front d’ionisation ne peut
pas étre en contact direct avec la région d’hydrogéne neutre non
perturbé.

Le scénario du développement d'une région d’hydrogéne ionisé
autour d’une étoile que l'on suppose passer instantanément de
I'état éteint a l'état normal est le suivant :

— initialement, l'interface entre les régions ionisées et neutre est
trés proche de l'étoile. Le flux ionisant est trés important et
on a l'évolution suivant 1'’équation (35),

— au fur et a4 mesure que le front ionisé s’éloigne de l'étoile, il
se ralentit jusqu'a ce que la vitesse critique v, soit atteinte.
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Le front se déplace alors suffisamment lentement pour qu'une
onde de choc précede le front d'ionisation. Cette onde se pro-
page dans le milieu neutre a une vitesse légerement superso-
nique et modifie la masse volumique ¢ du milieu neutre de
facon a ce que la condition de conservation (masse, quantité de
mouvement, énergie) soient satisfaites,

— enfin, lorsque le front est encore plus éloigné de 1'étoile, v < vp.
Une expansion graduelle a lieu et le front est de nouveau en
contact direct avec le milieu neutre.

Ces équations sont trés générales (la seule différence entre
le front d'ionisation et I'onde de choc est la valeur de Q : Q = 0
pour Yonde de choc). Toutefois, il existe un champ magnétique
dans un tel milieu, et il faudrait compléter les équations par les
contributions de l'’énergie magnétique.

IV. MASER MILLIMETRIQUE

s,

- . e e . ,
IV.1. Le champ ¢ nécessaire a l'ionisation de l'atome dans
I'état de niveau n est tel que :

eZ
eg = — avec rm = ntag
4 ey r,?
e
soit : £ o= —_—
431:80714(102

L’énergie d'ionisation dans le niveau n = 1 a pour expression :

e? 1
Ey = —_—
drney 2a
d’ou l'expression demandée de ¢ :
2E,
g = — (46)
eaynt
Application numeérique :
Eo 5. 101
— = 136eV, g =5-10-"m dou: &=~ V.m-!
e nt
Pour n = 100, ¢ =~ 5000 Vm-! facilement réalisable au

laboratoire.

IV.2. 8l y a transfert de population des atomes peuplant le
niveau (n, [) vers les niveaux (#’, I) ou (n, I’) avec n’ ~ n ou
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I’ ~ 1, on peut ioniser les atomes peuplant ces niveaux avec un
champ électrique différent de celui nécessaire a l'ionisation des
atomes dans le niveau (n,[). Ce champ électrique est obtenu a
une date différente puisque e(¢) varie linéairement en fonction

du temps. )
ps E(b)‘ Chaw ) clccl‘riqve

.

.
bbb
a t;, le champ ¢ (¢;) ionise (n, 1)
a t;, le champ & (1) ionise (', 1)

M corant d "Conisation

JU\ .
ke l:g.

En mesurant le courant apparaissant aux bornes du conden-
sateur, on mesure le nombre d’atomes qui étaient dans I'état (n, 1)
et (n,1). '

IV.3. Un rayon parallele a I’axe de révolution du miroir para-
bolique se réfléchit sur ce miroir de telle sorte qu’il passe par
le foyer. De cette propriété classique, il découle qu'il faut pla-
cer le miroir plan au foyer du miroir parabolique, perpendicu-
lairement a l’axe.

1V.4.a) Le coefficient de surtension (ou de qualité) Qp de la
cavité exprime le rapport de l’énergie contenue dans la cavité
A l'énergie dissipée par unité de temps, soit :

énergie contenue dans la cavité

Qo = ‘1)0 2 . e 2
perte d’énergie par unité de temps
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ol wy est la pulsation du champ électromagnétique. Il est équi-
valent d’écrire :

énergie contenue dans la cavité
'QO =2n - N (G)()T =2ﬂ)
perte d’énergie par période

Qo est proportionnel au volume V de la cavité et inversement
proportionnel a l'épaisseur de peau 8, I'énergie étant dissipée du
fait des courants induits dans les parois de la cavité.

b) Soit W (¢) I'énergie électromagnétique contenue a la
date ¢t dans la cavité. Entre les dates ¢t et t + dt, I'énergie dW
dissipée a pour valeur :

o
dW = —— W dr
Qo
expression qui découle directement de la définition de Q.

On en déduit par intégration :

o

—_t

W = Wge Qo
W étant proprotionnel a 62, le champ électrique & dans la cavité
o
—_—t
a une amplitude de la forme &e 2Q, , d’ou l'expression de & :
wp
——1t  —ingt
6(t) = e 2Q, e (47)
en choisissant : ¢t > 0 et 6(t)y =0 pour t < 0.
Le champ 6 (¢) peut étre exprimé par l'intégrale de Fourier :

+
&(t) = L A (w)e-ivt do

Q0

ou la fonction & (w), qui représente le spectre de frequences du
champ, est donnée par la T.F. inverse :

+ o
d(w) = —f & (t)eiwt dt
2n J— o

soit :
g

1 w .
_ ——t i(o—ag)t
8 (w) = 2;.;]0 e 50 e at



80 BULLETIN DE L’UNION DES PHYSICIENS

d'ou :
By 1
d(w) = —
2n wp
— + i(0p—w)
2Q
et :
B2 1
() (0) = —
4 x2
— + (g —w)

4Qp

Le profil de cette derniere fonction est lorentzien et la largeur
a mi-hauteur de ce profil est :

g
Aw = ——
Qo
PP . o . (.I)o
d'ou1 la valeur habituelle du coefficient de qualité : Qp = —.
Aw

IV.5. La probabilité par unité de temps de désexcitation des
atomes induite par le seul rayonnement thermique est égale a :

Sum = Bamu(v)

ou u(v) est la densité volumique d’énergie du rayonnement
thermique.

Compte tenu des expressions de B, ,, et u(v) :
1

hv

3,,", = Anm

e —1
kT
A 4 K, le facteur exponentiel est trés grand et 8,,, =~ 0.

IV.6.a) Lors d’'un choc photon-atome, les lois de conservation
de la quantité de mouvement et de l'énergie conduisent a la
relation :

Uy E Uy
AEa:E<1———-——> zE(l——) (48)
c 2mc? c

E est I’énergie du photon, v, la composante de la vitesse de
I'atome sur le directeur de propagation des photons, m la masse
de I'atome et AE, la variation d’énergie de l’atome due 2 la tran-
sition d’'un niveau E,;, a un niveau E,,. En physique atomique, le

E

terme de recul de l'atome 5 est tout a fait négligeable.
2mc
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La relation (48) traduit un effet Doppler du I¢r ordre lié au mou-
vement de l'atome (agitation thermique). Cet effet est génant
puisque v, est aléatoire, d'ou l'idée d’utiliser une transition a

E
deux photons de méme énergie —— et se propageant dans des
2 .

directions opposées. La relation devient dans ce cas :

E Uy E Uy
AE, = —  1— )+__<1+ >=E=hv

2 c 2 c
faisant disparaitre l'effet Doppler du 1er ordre.

b) La transition envisagée s'effectue sans variation de
moment cinétique (s —» s). La conservation du moment cinétique
implique que les deux photons transportent des moments ciné-
tiques opposés. Un photon de polarisation circulaire transporte
un moment cinétique =+ #. Par réflexion sur un miroir métallique,
unc polarisation circulaire droite est transformée en polarisation
circulaire gauche et réciproquement.

Il est facile de voir qu'un photon de la cavité revient au
méme point aprés un nombre impair de réflexions, donc avec un
changement de polarisation, en supposant sa ‘polarisation circu-
laire. On peut donc provoquer ainsi une transition a deux pho-
tons se propageant dans des directions opposées et possédant des
moments cinétiques opposés.

IV.7. Pour la transition considérée, l'effet Stark se traduit par
un terme de perturbation 8 (AE) (2,0 » n — 1, 0 avec n = 40).

En négligeant les puissances de n inférieures a 5, un calcul
immeédiat donne :
a® 51
—— 152 = hAw
74 4

1
]S(AE)I =~ T4J|5€0

d’o1 la valeur de gnayx -
< 8  hAwZ* )1/2
€max = el —
51 4dmegaldn’

Application numérique :

La valeur Z’' ~ 1 est due a l'effet d’écran des électrons for-
mant des couches completes. Numériquement : e, = 27 Vm-L

IV38. Cest un effet maser millimétrique : on observe une
impulsion correspondant a 1'émission simultanée de 1000 photons
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27 s — 26 p'2. L’énergie émise mesurée (a l'aide d'un récepteur
de radioastronomie) est de l'ordre de l’électron-volt. Cet effet
maser présente un intérét considérable pour les détecteurs en
ondes millimétriques et sub-millimétriques, domaine ot les détec-
teurs traditionnels (a diode Skottky) ne sont guere utilisables (il
n’existe pas de klystron a v > 170 GHz, et les carcinotrons sont
fort cofiteux).

IV9. C’est le phénoméne de super-radiance : les atomes évo-
luent simultanément vers le niveau (#’, I') tels que le gain soit
maximum. Toutefois, il faut faire intervenir les dimensions compa-
rées de l'échantillon avec la longueur d’onde émise. Ce probléeme
est actuellement étudié par 3 groupes de physiciens atomiques
dans le monde.

P. ENCRENAZ (Meudon), H. GIE (Paris).
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Agrégation
(OPTION CHIMIE) (*)

SESSION DE 1980

Epreuve C

COMPOSITION DE CHIMIE (Applications)
(Durée : 6 heures)

Matériel a prévoir : papier millimétré.
Cette épreuve comporte deux parties distinctes.

La premiére est consacrée a l'étude de produits naturels, les
prostaglandines.

La seconde porte sur quelques aspects de la réactivité des
carbonyles.

La longueur du texte ne doit pas effrayer; les énoncés sont volon-
tairement trés détaillés et certaines questions peuvent étre abordées
sans que les précédentes aient été complétement résolues.

A. STRUCTURE ET SYNTHESE DE PROSTAGLANDINES
Les parties 1 et Il sont indépendantes.

Les prostaglandines sont des acides gras, hydroxylés, insaturés,
ayant un squelette a 20 atomes de carbone; elles jouent un réle d’hor-
mones locales.

L'importance de ces substances en physiologie et en médecine, et
les difficultés que présentent leurs synthéses suscitent de nombreuses
recherches en chimie et en biochimie.

1. STRUCTURE D'UNE PROSTAGLANDINE P

La prostaglandine P est un monoacide, optiquement actif, de for-
mule CyH;3,0s5 et qui possede deux fonctions alcool, une fonction cétone
et une double liaison. L'examen des spectres infrarouge et ultraviolet
montre que la structure comporte une cyclopentanone et que les fonc-
tions cétone et acide ne sont pas conjuguées avec la double liaison.

1. La réduction de la fonction cétone par le borohydrure de
sodium NaBH, conduit a deux isomeres a et §.
1.1. Représenter dans l'espace l'action du borohydrure de so-
dium sur une fonction cétone.

1.2. Justifier la formation de deux isomeéres. De quel type
d’isomérie s'agit-il ?

(*) Les auteurs de l'épreuve A de ce concours en ont établi le cor-
rigé. Il ne nous a pas été possible de le publier dans ce bulletin. Vous
pouvez en obtenir une copie en vous adressant au secrétariat de 1'U.d.P.
(Joindre 5 F en timbres). Cette offre est valable jusqu'en décembre 1981.
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2. L’oxydation poussée de P par l'acide chromique dans l’acide
acétique permet de montrer qu’une chaine latérale a pour struc-
ture —(CH,), CO, H. P est estérifié par le diazométhane et les deux
fonctions alcool sont ensuite facilement bloquées sous forme d’acétate.
Le produit ainsi obtenu est ozonolysé dans des conditions oxydantes
pour former, entre autres produits :

CH;3(CHz)s—CH—CO2H

|
0O—~C—CHs
1l
0
2.1. Ecrire le mécanisme de l'estérification par le diazométhane.

2.2. Proposer une structure partielle pour la deuxieme chaine
latérale de P et montrer que l'on peut répartir les 20 atomes de
carbone entre le cycle et les deux chailnes latérales.

2.3. Montrer qu’un des hydroxyles est porté par un carbone du
cycle. Indiquer la classe de 1'alcool correspondant.

3. Le traitement de P par la soude aqueuse 0,5 M a la température
ordinaire entraine une déshydratation suivie d’isomérisation. Il se
forme B dont l'’examen des spectres IR et UV montre que le carbo-
nyle est conjugué avec une double liaison située dans le cycle. B est
estérifié par le diazométhane et la fonction alcool est transformée en
acétate C. Apres ozonolyse de C, dans des conditions oxydantes, les
produits suivants ont été identifiés par chromatographie et par spectro-
métrie de masse :

HOOC(CH2)sCOOCH3 ; HOOC(CH2):COOH ; HOOC— (|IH—(CH2)4CH3
I
0
Le vingtiéme atome de carbone de B a été éliminé sous forme
de COz.

Dans les conditions de l'ozonolyse, les composés o-dicarbonylés
0 0
|
R-~C—C—R’
subissent une coupure oxydante conduisant & deux acides : RCOOH
et R’'COOH.

3.1. Proposer un schéma de mécanisme interprétant le résultat
de l'ozonolyse des composés a-dicarbonylés.

3.2. Etablir la structure de B. Justifier la formation de CO,
lors de l'ozonolyse.

3.3. Donner la formule développée plane de P.
HO-
Ecrire le mécanisme des réactions de la transformation P ———5 B.

3.4. Calculer le nombre de stéréo-isoméres correspondant a la
formule de P:
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4. Un composé R qui dérive de P par une succession de réactions
de déshydratation, réduction et isomérisation a été comparé a deux
isomeéres S et S’ obtenus par synthése selon le schéma :

0 0
CH:0C(CHy)y— CCHACOCHs 4  BeCHuC(CH)rCH
) @
0 0
o+ CH404C(CHe)r—C — CH — CHa — C(CHs):CH,
. COSCH

3

1. NaOH/H20 /C:Hs0H 65 °C St

3

2. HaSO04 dilué 100 °C
4.1. La préparation de (2) est effectuée a partir de :
CH, (CH,),—C—Br,
I

du diazométhane et de l'acide bromhydrique. Ecrire le mécanisme
des réactions conduisant a (2).
4.2, Indiquer les conditions expérimentales et le mécanisme de
la formation de (3) a partir de (1) et (2). )
. 4.3. Les composés S et S’ sont des cyclopenténones isomeéres
de formule C,H3,0;.
Justifier la formation de ces deux isomeres et écrire le mécanisme
de leur formation a partir de (3).
S et S’ ont été séparés par chromatographie et l'un d’eux est
identique a R. A partir de I'ensemble des résultats, proposer une struc-
ture plane pour R.

II. SYNTHESE STEREQOCONTROLEE DE LA PROSTAGLANDINE PGF,,
La prostaglandine PGF,_ a la structure représentée ci-dessous :

HO,
7y,
//"

HO Wi

215 17 19
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La synthése de ce produit naturel a été décrite par E.-J. Corey et

collaborateurs en 1970.
1. Quelle est la configuration des atomes de carbone 9 et 15?

Justifier.
2. La premiere étape de la synthese de la PGF,, est une cyclo-
addition concertée 2 + 2 du dichlorocéténe sur le cyclopentadiéne (7).
O
\\
~
)
\\\\ \ /Cl
O N &
SN\
A Ci

H
CI,CHCCI
(C2H5)3N en exces

(2) &)
2.1. Ecrire le mécanisme de formation du dichlorocéténe a par-
tir du chlorure de l'acide dichloroacétique.

2.2. Montrer que la cycloaddition concertée 2 + 2 du dichloro-
céténe sur une double liaison éthylénique, conduite par voie thermique,
est impossible par un processus supra-supra, mais peut avoir lieu par
un processus supra-antara résultant de l'approche orthogonale des
deux doubles liaisons.

3. (2), soumis a l'action du zinc dans l'acide acétique pur, conduit
a (3). Proposer un mécanisme pour cette réaction.

i 1
& &
W \\\\
& R _'_____C | RN \\\C H 2
N »
\\\\

O

Zn
Ci
CH,COOH

@ )

4. (3), en présence d’'un mélange d’eau oxygénée et d’acide acétique,
subit une réaction de Baeyer-Villiger et conduit a la lactone (4).

i
.~°$ \\\CHz
< CH,COOH/H,0, ;
o°c

o}
o—c/

3) @
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On se propose de faire I'étude de la réaction de Baeyer-Villiger qui
est représentée, de facon générale, par le schéma ci-apres :
0]

(0]
R—C—=R’' + R;—C/ —» R—-C-OR" + R]_—C/

I N I
0 0—0—H 0 \O—H

Si l'oxygéne du carbonyle de départ est l'oxygene 18, cet isotope
se retrouve intégralement dans le carbonyle de l'ester final.

4.1. Montrer que ce résultat exclut la possibilité d'un intermé-
diaire cyclique tel que :

R )
\C/
/N

R’ 0

42. Un autre mécanisme proposé est indiqué ci-aprés. Est-il
compatible avec les résultats expérimentaux relatifs au marquage ?

0 O-H o_c—_r, o}
7 étape | / [] étape 7
C=0 + Ri—C —— & | R=C-0 0 » R—C—OR’ + R;—C
AN n° 1 I n° 2 I AN
0-0-—H R’ (o) O—H

4.3. On étudie 'oxydation par l'acide trifluoroperacétique d’acé-

tophénones substituées :
0

0
X Va X 7
CH3—-C + CFa—C\ ——> CHy—C—-0 - + CF,—C\
]
0—-0—H 0 O—H

Il
0
La réaction, effectuée dans l'acétonitrile, donne les résultats ciné-
tiques consignés dans le tableau ci-apres (les lettres p ou m indiquent
la position para ou méta du substituant X; ¢ est la constante de
Hammett du substituant X; k' est la constante de vitesse de la
réaction de Baeyer-Villiger).

D S p — CHs H »—Br p—-0 m — NOz p — NOz

Gt - 0.7 0,23 0,23 0,71 0,78

S4dogro k...l 2,47 2,23 1.88 173 1,23 1,04

log,y k' est déterminé a =+ 0,08 pres.

Montrer que ces résultats permettent d’établir une corrélation de
Hammett. Déterminer la valeur de ¢ pour la réaction étudiée.

Sachant que l’étape n° 2 est cinétiquement limitante, déduire des
résultats précédents la nature de son état de transition. Proposer un
mécanisme pour cette étape.

5. L'époxydation de la lactone (4), a 25°C, par acide peracétique
conduit principalement a I’époxyde syn (5).
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"'Hm,o
O
/,c(
z

©)

5.1. Ecrire le mécanisme de la réaction d’époxydation_ qui

conduit de (4) a (5).
5.2. Interpréter la formation majoritaire de l’époxyde syn (5).
6. (5) est réduit, dans des conditions modérées, par 1’hydrure de

diisobutylaluminium de formule (CyHy),AlH ; dans ces conditions, on
obtient un mélange de diastéréo-isomeres o. et § de I'hémicétal (6).

%
OH
—t
S \\\\‘CHz Le symbole ~ indique que la
configuration n’est pas précisée.

(o)
Le traitement de (6) par le méthanol, en présence de trifluorure de
bore comme catalyseur, conduit a l'acétal (7) (mélange de diastéréo-
H
3 CH;

isomeres o et 8).

H

p H
o— C\”’P o—¢
2 2 3 CH

\\\\\\\\\ CH 3 OH \‘\\\\\\\ 2
B F3 cat.
”’/, /O \\\“\ "’/,lo\\\ )
)
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6.1. Indiquer le mécanisme de formation de l'acétal.

6.2. L'action d’un nucléophile X- sur (7) peut conduire a la
formation de deux alcools régio-isoméres, dans le cas d'une ouverture
par un mécanisme bimoléculaire.

Représenter la structure des deux alcools ainsi obtenus en justi-
fiant leur stéréochimie.

6.3. Si on fait agir sur (7) le divinyllilithiumcuprate, de formule
(CH, = CH), CuLi, on obtient de facon pratiquement totale le compo-

sé (8). H OCH H
2 3 OCH,
e s
‘\\\\\\\\ 2 (CH F—CH)zCU Li \\\\\\\\CHZ
) HO' CH=—CH,

@) &)

La fonction alcool de {8) est protégée, par action de l'isocyanate

(o)l 0 Sneecs,

en présence de triéthylamine pour former (9). Ecrire la formule de (9)
ainsi que le mécanisme de sa formation.

7. 1.1. (9) traité par le periodate de sodium, en présence d’oxyde
d’osmium OsO;, en milieu acide, conduit a 'aldéhyde (10). Ecrire les
étapes de la formation de (10).

7.2. L'oxo-2 heptyl phosphonate de diméthyle :
0
I
(CH,0),PCH,C(CH,),CH,,
I

0]
traité par I'hydrure de sodium HNa, est opposé a (10). II se forme
alors la cétone ¢, B-insaturée (/7) dont la double liaison est de confi-
guration E. ‘
Ecrire le mécanisme de la formation de (/1) et justifier la configu-
ration E de la double liaison disubstituée : il est d’abord demandé
d’écrire en détail le mécanisme des différentes étapes conduisant de

I'aldéhyde :
H

/
R—C_  (10)
o
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a la cétone «, fB-insaturée (//), puis de préciser les facteurs qui per-
mettent d’interpréter l'orientation de la réaction vers la formation
de doubles liaisons disubstituées de configuration Z ou E.

7.3.(11) est réduit par le borohydrure de sodium NaBH, et il
se forme deux alcools épimeéres (/2) et (/2’). L'alcool majoritaire (/2)
a la configuration 15-S. L’hydrolyse acidocatalysée de (/2) conduit a
(13). Préciser la nature de R.

(13)

+ —

8. (13) réagit avec l'ylure de formule (C,Hs); P CH (CH;); CO,~ en
solution dans lc diméthylsulfoxyde, et, aprés passage en milieu acide,
on obtient Ja prostaglandine PGF, .

8.1. Ecrire les réactions qui conduisent de (/3) a la PGF,,.

8.2. Le mécanisme représenté ci-aprés propose une interpréta-
tion de la formation d'une double liaison de configuration Z. (Pour
simplifier, on admettra que I'ylure peut aussi s'écrire :

(C¢Hs);P = CH (CH,),C0,-.)

HsCyr,, /c.-,Hs HCy, H, (CeH5)sP=0
H, CGN.P “ CeH, +
— H H
H
O_U_C .n\\\“ ' - ”\ c< l
N c )
R H Hw“/‘ '\"':/H
I,
R R’

Apporter des arguments dans les domaines orbitalaire, stérique,
électronique en faveur de cette interprétation.

B. REACTIVITE DES CARBONYLES
Les parties 1 et 11 sont indépendantes.
1. CINETIQUE DE QUELQUES REACTIONS D'UN ALDEHYDE

1. On étudie I'équilibre, noté (1), en solution aqueuse diluée :
(1) i Pr —CHO + H,0 == iPr(CH (OH),
(i Pr — CHO est le méthyl-2 propanal ou isobutanal).
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Des études de RMN montrent que les proportions d’aldéhyde hy-
draté sont respectivement 38 % et 30 % a 25°C et 35°C.

1.1. Calculer la constante d’équilibre ainsi que !'enthalpie libre
standard de la réaction (1) pour ces deux températures.

1.2. En déduire les grandeurs thermodynamiques AH? et ASO,
de la réaction (1).

On donne : R = 831 J. K-1. mol-1.
2. k; et k_; sont les constantes de vitesse pour les réactions d'hy-

dratation et de déshydratation. {La concentration de l’eau est incluse
dans la constante k;.)

kl
iPr CHO + H,0 ——> iPr CH(OH),
k—l
Au temps f = 0 on introduit 'aldéhyde dans l'eau; les molarités
initiales (également appelées concentrations molaires volumiques) sont
a pour l'aldéhyde et zéro pour le diol. On pose :
x = [iPr —CHO] et x,= [iPr— CHO].,
molarité de l'aldéhyde & I'équilibre.

dx
2.1. Etablir l’expression de —— et en déduire l’expression de
dt

x = x(t). On posera k = k; + k_|.
2.2. La cinétique est suivie en mesurant la densité optique D

de la solution 4 300 nm (pour cette longueur d’onde, seule la fonction
carbonyle absorbe I'ultraviolet).

a) Montrer que la connaissance de D = D(t)‘ permet de
calculer k;

b) On trouve expérimentalement, & 35°C :

e(s)oo i 1 5 10 15 20 25

[ JOUOR JL 1,08 1,05 1,02 0,98 0,95 10,92

Par ailleurs, on donne D_. = 0,44 (valeur de D a l'équilibre).

Montrer que ces valeurs expérimentales rendent bien compte du
modele cinétique.

Calculer la valeur numérique de k.
En déduire les valeurs numériques de k; et k_,.
2.3. On étudie la cinétique précédente en milieu acide fort ou

base forte. On a pu établir que la constante k, exprimée en s-1, se
met sous la forme :

k = 7710-3 + 1440 [H;0+] + 3,16 10¢ [OH-].
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a) Représent,er log k en fonction du pH. Calculer, en par-
ticulier, le pH pour lequel I'activité catalytique est:
minimale.

b) Proposer un mécanisme réactionnel pour chacun des
trois termes de l'expression de k.

) 24. Les résultats de I'étude cinétique en milieu tamponné mor-
pholine - ion morpholinium (morpholine, notée B et ion morpholinium,
noté BH+) sont les suivants, & 35°C :

[B] (mol.1-1) | [BH*] (mol.1"3) pH 100 k (s71)
0,0075 00118 7.2 2,73
0,0150 0,0236 7.2 3,36
0,0374 0,059 7,2 5,42
0,0138 0,0059 78 6,81
0,0276 0,0118 7,8 8,13
0,069 0,0295 7,8 10,73

a) Montrer qu'il s’agit d'une catalyse acide-base généralisée.
b) Donner l'expression de k en fonction de [B] et [BH+].

3. On étudie, en solution aqueuse, la réaction d’oximation, & 35°C :
iPr— CHO + NH,0H - iPr— CH = NOH + H,0.
On propose le mécanisme réactionnel suivant :

(1) iPr — CHO 4 H,0 +—— iPr — CH(OH),

2) iPr— CHO + NH,OH =— iPr — CHOH — NHOH K,
(6) iPr— CHOH — NHOH _*, iPr _ CH = NOH + H,0

Les équilibres (1) et (2), de constantes K, et K, sont supposés ins-
tantanés. La réaction (5) a une constante de vitesse ks.

3.1. Etablir 'expression de la vitesse d’oximation de l'isobutanal
en fonction des molarités des produits de départ.

3.2. On réalise la réaction avec un grand excés d’hydroxylamine
par rapport a l'aldéhyde.

a) Montrer que, dans ces conditions, on peut écrire :

d [ox]
———— = k’([0x] co— [0X)] ox étant l'oxime ;
dt

b) Donner l’expression de k'
3.3. La réaction est suivie par spectrophotométrie U.V. & 220 nm

(seule l'oxime absorbe I'U.V. 4 cette longueur d’onde) en mesurant la
densité optique D de la solution.
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Etablir la relation entre D et f. On notera D. la valeur de D
au bout d'un temps infini.

34. Au cours d'une expérience, on trouve :

[26) F 10 20 30 40 50 .60

Do —D........ 0,407 0,355 0,309 0,263 0,229 0,196

En déduire la valeur de k’.

3.5. On effectue une série de mesures avec les mémes molarités
initiales en aldéhyde et hydroxylamlne mais pour différents pH en
utilisant des tampons appropriés.

On trouve les résultats suivants :

71 7.5 .7 8,0 8,3 8,6 9,0 9.4 9,8

100 k" (s=1)...... 17 12,9 8,0 5,7 3,0 3,4 3,5 6,0 9,7

a) Tracer log k’ en fonction du pH.

b) Préciser s'il s’agit d’'une catalyse acide-base spécifique ou
généralisée.

4. L’oximation de l'isobutanal, catalysée par la méthylamine, a 35°C,
met en jeu, en plus des étapes (1), (2), (5) les étapes (3), (4), (6) ci-
apres :

(3 iPr—CHO + Me — NH, == iPr — CHOH — NHMe K,
4) iPr — CHOH — NHMe _ %, iPr— CH = NMe 4+ H,0

(6) iPr — CH = NMe + NH,OH _Iii._, iPr— CH = NOH + MeNH,
4.1. Etablir l'expression donnant la vitesse de formation de

l'oxime. On se placera dans le cas ou l'hydroxylamine est en grand

excés par rapport a l'aldéhyde et on supposera K; [MeNH,] <€ 1.

d [ox]

4.2. Montrer que = k” ([ox]w—— [ox]).

dt

Etablir l'expression de k”’ et la comparer a lexpressmn de k’ obte-
nue a la question 3.

II. REDUCTION ELECTROCHIMIQUE DU METHANAL.
APPLICATION A L’ETUDE CINETIQUE DE LA REACTION D’HYDRATATION

N.B. — Le Faraday sera noté g.

1. Ecrire les différentes étapes de la réduction électrochimique du
méthanal sachant qu'elle met en jeu deux électrons par molécule et
qu'il y a successivement fixation d’électron, protonation, fixation d’élec-
tron, protonation.
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2. On considére une solution aqueuse de méthanal; le milieu est
tamponné. Dans le modele proposé, on admettra que seules les réac-
tions suivantes ont lieu :

k k
H,0 + CH,0 ——> CH,(OH), K=t Kax )
k—l
CH,0,H H.,O
CH,(OH), + H,0 —> CH,OH- +HO0* K, — (CHa0A] [HO"]
[CH, (O1),]

(k) et k_; sont les constantes de vitesse pour les réactions d’hydrata-
tion et de déshydratation; la concentration de l'eau est incluse dans
la constante k;.)

On étudie la cinétique de la réaction de déshydratation par polaro-
graphie. Seule la forme non hydratée est électroactive. Dans les condi-
tions de l'expérience, le polarogramme, qui correspond aux réactions
de la question 1, est constitué par une vague a deux électrons. Le
courant iy du palier de la vague est la somme d'un courant iy controlé
par diffusion et d'un courant limite #; cinétiquement contrdlé. )

) 2.1. Donner les expressions de [CH,0} et [CH,(OH),] en fonc-
tion de [CH,0]; K,, K,. ([CH,0]; est la concentration molaire initiale
en méthanal.)

2.2. Donner l'expression du courant i, en fonction de [CH,0];
sachant que le flux molaire f de la substance électroactive X, de la
solution vers l'électrode, est donné par f = H [X]— [X],); [X] et
[X], sont respectivement les coneentrations molaires de X dans la
solution et au voisinage de l'électrode; J est une constante dans les
conditions de l'expérience ; la surface moyenne de l’électrode est S.

2.3. Le courant i; est di a la réduction de CH,0 qui provient
de la déshydratation de CH, (OH),. On admet que la réaction de déshy-
dratation a lieu dans une «couche de réaction», notée A, d’épais-
seur A, adjacente a l’électrode ; les concentrations molaires en CH, (OH),
et CH,0 dans A sont constantes et désignées par [CH,(OH),]a et
[CH,0]a. La diffusion de CH,(OH), de la solution vers A obéit a la
loi précédentc (méme constante J) et constitue la seule source de
CH, (OH), dans cette couche de réaction.

a) Sachant que la concentration molaire [CH,0]a, qui cor-
respond au courant limite i, est nulle, donner l'expres-
sion de [CH,{(OH),]A .

b) Donner l'expression de i; en fonction de [CH, (OH),].
¢) Montrer que :
[H,0*] BV, /K,
D L
*Ka + [H0*] gyk_JK, + 1

Expliciter B.’
(ip, est le courant de diffusion prévu théoriquement en supposant
que la solution ne contient que CH,0.)
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Par ailleurs, on admet que 4 = Ck-1/2; C, homogene au produit
d'une longueur par l'inverse de la racine carrée d'un temps, est
constant dans les conditions de l'expérience.

24. Donner l'expression du courant total correspondant au
palier de la vague. Dans la suite, on négligera le terme iy devant i,

3, Application.

En milieu basique tamponné, l'effet catalytique de OH- est lar-
gement prédominant et l'cxpression de k_; peut simplement s'écrire
k_y = koy [OH-].

3.1. Exprimer i; en fonction de [H;0+]. On posera :
@ = B\kor K, /K, , K, est le produit ionique de Peau (10-%)
[H,0*] = A.

3.2. Montrer que [; passe par un maximum i{’; pour une valeur
de # que lon désignera par h,,.
Donner I'expression de K, en fonction de o et 4,,.
Donner I'expression reliant «, 4,,, R (R = ip,/i"}); l'ordonner en q.

3.3. Application numérique.
Les valeurs expérimentales sont les suivantes :

........................... 12,05 12,40 12,75 13,05 13,25 13,60 13,90

10% 5 (A)e v e 2,74 3.83 5148 {* 568 5,82 490 3,69

Le calcul donne : ip, = 3,2510-5 A.
La valeur de B est 1,42 S.I.
Calculer o, K,, koy en admettant la valeur 104 pour K.

III. REDUCTION ELECTROCHIMIQUE
DES CETONES AROMATIQUES EN SOLUTION AQUEUSE

Au cours de la réduction électrochimique de ces composés carbo-
nylés, les réactions possibles sont les suivantes (Ar est un groupement
aromatique ; R peut étre aromatique ou non) :

(1) ArCOR + H0* —=> ArCOHR + H,0 Réaction rapide en milieu acide, moins rapide
en milieu neutre et & fortiori basique.

@ ArCOHR + e~ = ArCOHR E, Processus souvent réversible.

(3 ArCOHR > Dimére‘

4 ArCOHR + e  ——» ArCOHR E,

(-) M
(55 ArCOHR + H,0* == ArCHOHR + H,0
(-)

(6) ArCOR + e > ArCOR E,
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) .
(7 ArCOR + H,O* —= ArCOHR + H,0

<) @2-)
8 ArCOR + e —— ArCOR E,

2-)
(9 ArCOR + 2H,0* ——= ArCHOHR + 2H,0

E; est le potentiel de demi-vague de la réaction de réduction
correspondante. les potentiels varient en fonction -du pH selon les
courbes ci-aprés (| E;| est la valeur absolue de la valeur du poten-

tiel E;) :
A
IE

fE,)

PH

Le mécanisme de la réduction peut étre partiellement élucidé grace
aux mesures polarographiques. Les polarogrammes examinés ici
comportent généralement deux vagues. On rappelle que, si E; dépend
du pH, la réduction est précédée d'une protonation.

1. En milieu acide, les polarogrammes sont constitués de deux
vagues de méme hauteur, contrélées par diffusion. Chacune correspond
a4 la mise en jeu d’'une mole d’électrons par mole de l'espéce réagis-
sante. Les potentiels de demi-vague sont donnés par les courbes
figure A : les courbes o et B correspondent respectivement aux premiére
et deuxiéme vagues.

I\

JLF . pH
Fig. A

1.1. Quel est le mécanisme de la réduction a pH = pH, ? Mon-
trer soigneusement comment les différentes hypothéses peuvent étre
retenues ou rejetées.

1.2. Expliquer l'évolution du polarogramme quand le pH croit
(figure B).
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P“'P"t

Fig. B. — Evolution du polarogramme quand le pH croit (pH; < pH,).

2. Pour un pH compris entre 6 et 10, on observe un polarogramme
constitué d'une vague a deux électrons; le potentiel de demi-vagye
est indépendant du pH.

Quel est le mécanisme de la réduction ?
3. En milieu basique (pH > 12), on observe deux vagues a un élec-
tron dont chaque potentiel de demi-vague est indépendant du pH.
3.1. Donner le mécanisme de la réduction.

3.2. En milieu intermédiaire, quand le pH croit, 'évolution du
polarogramme est donnée par la figure C ci-apres.

Fig. C

Justifier cette évolution.

Montrer que l'écart entre les deux potentiels de demi-vague est
constant.
i

Montrer que le rapport — (les courants i et iy sont définis sur
2]
la figure C) est donné par :
. HO+
P, KIHOT]
iy 1 + K[H,0%]

K est une expression indépendante du pH. On pourra utiliser, en les
adaptant, les résultats de 11.2.3., p. 94.

4. Dans certains cas, une réaction chimique peut entrer en compé-
tition avec la réaction de transfert électronique correspondant a la
deuxieme réduction. Cette réaction est en général trop lente pour alté-
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rer les polarogrammes ; elle peut étre mise en évidence lors de 1'élec-
trolyse a potentiel contrdlé.

On réduit par cette méthode une solution de benzophénone en
milieu acide. Le nombre de moles d’électrons mis en jeu par mole de
benzophénone est 1,15.

Quels sont les produits de la réduction ? Quel nombre de moles
de chaque produit obtient-on par mole de benzophénone ?
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SOLUTION

A. STRUCTURES ET SYNTHESE DE PROSTAGLANDINES
I. STRUCTURE D'UNE PROSTAGLANDINE P

Réf. : Acta chemica scandinava 16 (1962) 501; 17 (1963) 810, 2271.
S. BERGSTROM, B. SAMUELSSON et coll.

1. 1.1. NaBH; fournit « H-». Attaque perpendiculaire au
plan du carbonyle.

“ N

W
l —  isomere f}
D::o

v N —_— isomeére

12. Le composé P est optiquement actif. L’action de
« H- » introduit un nouveau carbone asymétrique qui pcut exis-
ter sous deux configurations résultant de l'attaque sur la face a
ou sur la face f.

Les deux isomeres sont des diastéréo-isomeéres.
2, 21.

O o] F
F\_\c‘,_tﬂ.\-}m; CH, _N=w '8 —.g.—-f:?)(—}-“: H=nt
o

R Q_‘S,—O—LHs + Ng

22. 11y a 5 C dans un cyclopentanone,

7 C dans la chaine latérale (CH,)s COOH (fonc-
tion de P). La coupure par ozonolyse donne un fragment qui a
7 C dans lequel la fonction acide résulte de l'ozonolyse et qui
a une fonction alcool bloquée sous forme d’'acétate. Ce fragment
ne vient pas du cycle qui a 5 C sans double liaison ni de la
premiére chaine latérale qui n'a pas de double liaison ni de fonc-
tion alcool. Ce fragment appartient a la deuxiéme chaine laté-
rale qui a comme amorce de structure :

CHy _ @HL)% — CH —~ ay % < 4o~~~ Carbone appartenant 2
la chaine ou au cycle.
OomoWar.
R (
Fc
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ya5 + 7 + 7 = 19 atomes de C de placés, d’ou le dernier
appartient a la chaine latérale qui s'écrit :

Chy (cwe)q — c _cuzcu;@

OH
2.3. Des résultats précédents, il apparait une seule fonc-
tion alcool dans les chaines latérales, la deuxi¢me est dans le
cycle. Les fonctions alcool de P étant facilement bloquées sous
forme d’acétate, la fonction alcool du cycle est secondaire.

3. 31. Il n'y a pas de mécanisme écrit pour une telle réac-
tion. On peut proposer les schémas suivants :

a)
XS 7~ :
R/P‘( R \Q—(j—l?—“‘
4%3 ~No”
0 0 o l 0

P\ -—OH + HeOy + a C‘OH -—

_o_o/

Peranhydride d’acide

b)
0 C

vy R_/°

~ TN, T =% ﬁ_g))

e e Q/C_ \ﬂ./

+ —-—
0 f -0 \O
o

——’ —c\ & W0 g Tou theo, o on

O—O—-O
Peranhydride d’acide

3.2, On reconnait dans les fragments de l'ozonolyse de C
les fragments des chaines latérales puisqu’ils ont plus de 5 C :
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HooC - (C’HJ.)G" oo CH 4 HOOC—C\-H’ —-Q-Hz.)q— Chk g,

0 CO Tty

HOOC — (CH,), — COOCH; provient du cycle de C qui est
une cyclopentanone conjuguée résultant de la déshydratation de
la fonction alcool du cycle de P et isomérisation. La fonction
alcool restant est dans une chaine latérale.

On a cherché pour C les structures capables par ozonolyse
de tfournir HOOC — (CH;), — COOH.

a)
~-COOKH
CH")G OOW

3-' H%“‘?““@&)q-wi
0 COky

/
/Os R Ococy,
0 : l 0 xydation
i
EL_OH HO-C —CH - (Cuy) - CHs
]
0

0
+ \-\-0(“1 -&u,_)b _COOH

0
R T T . é
070\44—,7 f)_ _? —> COz + Hy0

+ H

La structure a est compatible avec les résultats de ’ozonolyse
et la formation de CO,.
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b) COCHa

o)
ﬂ:w:cu — M —(eHz) - CHs
Osy 03

B (eH,),~coom o3
\é_—oH Qoo . o
3 _(QHL)A_ coow  +HO Ledou + Ho—‘é—?H(cuz)[ruA
o) O COy
Ce fragment ne peut pas évoluer vers la formation de
HOOC — (CH,), — COOH;.
La structurc b est a rejeter.
)
mooc— (L I endan— en —{em)—cus

¢
OO, O,
H Ov-\ida,tau\,
Ho0C— (), ?\OH o9 0
Q + SR+ HOC._CH-(CH,,)"_C.Rs
—OH HO OH (l)cou-t3
La structure c est a rejeter.
d)
0
CHy- Ly M- 4y) — COOR W0
| 6 H O— Y on
0COLH, O, —~
- H N
oWn ke — Y _oH
+ CH;(cuz)kr ch — cooH
0COCHa
Q o + Hooc (cHy), cookt
WO _£-o0oH
W N CHy —COOM
l‘g—OH Pl \ + COg

CH, _ COOR
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" Une telle décarboxylation a lieu en général dans des condi-
tions de température bien différentes de celles d'une ozonolyse
et la structure d n’est pas a retenir,

(Dans le cadre de la correction de l'épreuve, cette struc-
ture d a été notée comme juste ainsi que les réponses logiques
aux questions ultérieures).

Les structures du type
) )

&
Ry R,y fr
sont incompatibles avec la formation de HOOC (CH,), COOH.

Structure de B.
(cHa), coon

Scw=ch clﬂ_(c—m) (M2
oH

On ne peut indiquer ni la configuration de la double liaison
de la chaine, ni celle du carbone portant la fonction alcool.

3.3. B provient de P par déshydratation suivie d'isoméri-
sation. La déshydratation concerne la fonction alcool secondaire
du cycle. P est donc un f cétol ou un a cétol. La déshydratation
étant facile (soude 0,5 M - température ordinaire) P est un § cétol.

On ab donc pour P :

o 5
%) , ’
\3 cetol oA el
O
| QH,')SCOOH
£
"o Cr=CH— C\,H——@H‘L)\{ Cha

‘IS Ou
'QWWEW Loni bl (z e €)
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HO-
Mécanisme P —— B.

Crotonisation d’'un B cétol suivie d'isomérisation mettant en
jeu des énolates. Formation du systéme thermodynamiquement
le plus stable : double liaison la plus substituée conjuguée avec
le carbonyle.

Ho/\‘\«»—fj’ij:‘zt
'

Oy i
2:

+ __.'
x eL H’ o}

[
WAk '

H
“’O“F ;[ le_ : e.

(? @)
O, I
+ B0 o
' e R + H
34 o B

@:—H-L)‘ — (oot

o * Ch=cHy \._?{“/@“L)Cw_g

ZouwE OH
— 4 C asymétriques a 2 configurations chacun,
— 1 double liaison a 2 configurations,
d’ou1 25 stéréo-isomeéres possibles.
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oz
C\"s(CRz,); Gi®r 4+ scHy —N=N
‘ o
U_ch _Nan+Bf — cH ), =& Ch-N=w
— cu,(cu,)?-c—l —N=N+ = slthe), —< - =

H wer + BT BReT
lmsr -3
(o]
c“s(wx);\c‘- cly B0~y
42.
o Ty n -
—C —CHy, O Cly 57 Roc M - WaCH,
@) CH3 OW __ 3

O '/’\
Q __“__él-\-.—CO:,CH';s + Bethty —

xJ

0=0 =

O o @)_ 0 COuthy o
\\ \ 2 CHiO N \ \ /
—_ Q_-Q—C\—H_CHL—C—- —% 0. ¢ _ & _thy = -F
COLCH, - aFe
‘/ y

Conditions expérimentales :
— ajouter CH30- dans CH;OH a (1) puis ajouter (2),

— autre possibilité : sodium dans l'éther avec (1) puis ajou-
ter (2).

4.3. La cyclisation (aldolisation intramoléculaire) se fait
a partir d’énolates pour former des cycles de préférence a 5
ou 6 éléments dans des conditions ol le produit final est un
énolate qui empéche la rétroaldolisation.
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CHy 0, C ——(C—Hz) — \C_ E«‘,_ é____ COy CHy H le plus acide mais
6 ( A® conduit a4 des cycles a
! 3 ou a 10.
W s © Peu probable.
(en)— B S—c—H
Ciy-(ehs T
H H

conduit a des cycles 4 3 ou a 11.
Peu probable.

Les deux possibilités 1 et 2 conduisent a des cycles a 5. En
milieu soude hydroalcoolique, il y a en méme temps que 1'aldo-
lisation, saponification des fonctions esters.

O
Cyclisation 1 . -(Q,IC(CM-,,) COZ
(3
Cls(Gs -
OH
Cyclisation 2 ——» _OLC( ’,); H
Ciky (cu,,)‘ 0,
0

Lors du traitement en milieu acide il y a, en méme temps,
déshydratation des cétols et décarboxylation d'un 8 cétoacide et
d'un vinylogue de B cétoacide.

]
H

I .
S o) N N |
R — ¢
b — Ry — ‘ﬁ +H0
ok &

OH
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H
€ K H()'O/
' .
v oH K< @)— IaNTE
w — N
0// 2\
ke 7 %
— |
W
40 l
\
R ﬁ
7
D’ol1 les structures S et S’ : 0

Mg-—(cu;)‘\ jo\: io /((—“z)‘ CHy
Clg (CHﬁ%/ ] ’ @Hz)igo H

R provient de P dont on connait la formule plane d’ou R
a méme structure plane que S.
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I1. SYNTHESE STEREOCONTROLEE DE LA PROSTALGLANDINE PGF;,

Réf. : E.-J. CoreyY et al. Tetr. Lett. 307 (1970), 311 (1970).

1.
4 @ & ow
Hoy,, "
c vl N s
3 ] ‘(QC =) Qé/C @ Cf C/(o@
/\Cm CS\_HQ ~_23
e
C 3 H
o] L\ D
c/(ﬁ“\c%F\C% S
4 N
QW\\ H@ ® Cig (\5®
2. 21,
He N <a
o Gilis
e ) @
—c2i~ + _cur
) U - a)C:c_:o + w-uéec::; w-

H acide : il a 2 Cl pour voisins et

Réaction de 8 élimination est en o dun C = 0
Cl est un bon groupe partant.

2.2. Cycloaddition n,, + =, de processus supra-supra.

N0 0
W 6 M
“"\g_.g::o
&7y 0

Ce processus est «interdit» :
* par HOMO-LUMO + +,
+ —
* ou par les régles de Hiickel : le systeme a 4 électrons, sans
neeud, est de type antiaromatique.
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Cycloaddition w; + m, de processus supra-antara.

Etat de transition cyclique de type Moebins.
Le processus est permis (4 électrons, un nceud).

I —5 Zw++ef—
2+
(—; o
f-‘o \e#
s e
" +C — /i' — . ~H
&

Le mécanisme recommence ; le deuxieéme Cl est remplacé par
H ; le bilan sera le suivant :

—\'Cfo \C/o
g\ + 2Zn + 2CH;COOH - %\H + ‘2”Zn2+ + 2 CH;COO-
o It
@
4. 4.1.
R i R o R -9
- P{/C_—O = H’>:\cl) f/t W/C\é.s

L’'intermédiaire cyclique peut étre marqué indifféremment
sur l'un ou l'autre oxygene; il fournit donc un mélange équi-
probable de :

_o" 2°
R C“Oﬂl e ﬁ‘—c‘\01_{.ﬂl
4.2,
Hv\ R
0-c-hs
9 — C"DR’-{* Ry~€CJ
R./ =o' + R —c{ —|* fi-fo o 7R Lo
T‘L O_O_g R’ Osz

Le mécanisme est représenté par les fléches, le résultat obtenu
est bien conforme au marquage.
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k'x
loge — =0 (0x — o) = @ Ox « car}at.:té.ristique du substituant
k' N\ caractéristique de la réaction.

(‘Qn%’ &'1)"'5 ¢ moyen : —15.

‘7. CH3

P

L’état de transition a un caractére de carbocation; les
groupes donneurs accélerent, les groupes attracteurs ralentissent.

CHs oH ¢ CHa
v

o.—
. /
\
ci3 ol ~ /'\C\ o
\C/\o—o—-C'Cﬁ i z l(‘ v 0707 /\O K 0-C-CFs
il X / . v
X =
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5. 5.1
/o o
O-—~(/ 9___0//
O“ " N
_ Q/ + CHy Cool
0%
k'\
[0k \CHg

52. Comme il y a des interactions entre la lactone et

I'acide peracétique (liaison hydrogene, liaison dipole-dipéle), 'ap-
proche de l'acide se fait du c6té de la lactone, on obtient

I'époxyde syn.

6. 6.1.
H
‘ OT O
z “o SN N
T { Rem T
1 C B 3 — CHy --—CL/
Tg? + HOB Fs <
[
—O —o0
P
+>CH+ (H30H — \[/{- 5HOBF \(//—OC//3 + He0 +BFs
()’ H.
— (s - "é <

6.2.
—'i’—-g% H + :‘/z 0

\,—S/KX(‘.) - %2 a
'°?) o7y o X
e +
( ) : Hz0 y + H{O
: X 5H

o

/, ,’

{,'“'\\\
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6.3.
H
—_— : :OﬁcfwocHg

o

NH- ¢-0" H = CHy
7. 11,
"(C dtho’ ’_< — CHe OH
(o G0 o 10 T e
CH:CH; o 0 0H
! ~ 0
Oé §O - //10.404 +2He
/o'
~po + (HO L%
{10)
72,

R 2
(CHzo)y Py Ic’(cul),, CHy + Hha — (CHyo), P{C)A/ R' + Hy +Wa?
i £

\_-——Y“/
LAY H
. / )
Désignons par R—C I'aldéhyde (10).
N

(0]
(10) réagit sur l'ylure suivant les réactions ci-apres :

Le composé erythro se forme le plus rapidement ; s'il n'existe
aucun facteur stabilisant, la bétaine se décompose conduisant a
I'oléfine Z.

En présence de facteur stabilisant, comme dans le cas pré-
cédent ou il y a stabilisation par résonance du CO :

(R* = CO(CH,); CH3),
le produit cinétique erythro est en équilibre avec le produit threo
qui donne la bétaine la plus stable qui, en se décomposant, conduit
a l'oléfine E.
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) o

R "
H_ . o R /(C’ PO (0Ci5)e y o= —p (0CH),
R7| P's 3 (__ hg-{- : R .
@o—-c;m'R R 0= (SGn
0 Rl (MO ,,'H fno-
o) P — €y < the (toh = Car < M
30) H |
A s H
e, _cH °-(S
O %R
o It o T
(o P gy« B 6 (ato < e
I\\\’l e stable. 1L
o C%R [om ~z R
0 Y
w(_) H< /R ,o"’ R~ C-/H
(ol P+ (o, Feo + I
° PIG R ~ >
H
" E) (z)
7.3.

H
/4
;°““I;"“°CH3‘ /i/cz c ,,/((H,v) (Hy
Wy A/a_gHz, g d‘
\ )y £ RGPS
o\‘\ C C -—<
C (_>,é/(cne) (H3

[}
f
o f-c-
9 Wipin £ 0O (CHe), CHy

S
i (1)
2 T fon
(72} H30+ S ‘\Cf/x
—_—> Q 0
oY /
ol (= C\‘Iﬁ'/((/'lz) (H3
o s
oH

(1
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f ) @)
PR

/<\’ § c“ CH
Ry /w‘ &T\ o H \((Hz) (0
- Che

~

) <
C” \(CHL )3 (01 /ﬁé

o -
, 0 o cHz) (0g
A N \Hm
—‘C/H /(C 2. 4

/7 N ) o
N\ 0 R =(T—¢
F‘HL)B ¢ H "f oi, PG Fea

Comme l'ylure n’est pas stabilisé, on obtient l'oléfine Z

8.2. La réaction d'addition 2 + 2 permise aura lieu selon
ms + m, dans une approche orthogonale des doubles liaisons
telle que les interactions stériques soient minimales (R” le plus

éloigné possible de l'ylure).
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B. REACTIVITE DES CARBONYLES

I. CINETIQUE DE QUELQUES REACTIONS D'UN ALDEHYDE

1. 1.1. Les deux constantes d’équilibre valent respectivement
a25°Cet 35°C :

38 30
Ki=— =061 e K,=— =043
62 70

La condition d’équilibre chimique, AG® + RT In K = 0 entraine
AGY = 12103 et AGY = 2170 J.

1.2. De AG® = AH? — T AS?Y, on calcule :
AHO = —274 k] et AS® = —96 J.K-1,

2. 2.1. La loi cinétique s'écrit :

d
——— [iPrCHO] = k; [iPrCHO] — k_; [i Pr CH (OH),]

dt
dx .
soit —-d— = kyx—k_, (a—x) = kx—k_; a, en posant :
t
k=1Fk + ky:

= (a—=x.) ek + x..

2.2.a) Seule, la fonction carboxyle absorbant 4 300 nm, la
densité optique mesurée D est proportionnelle 2 la molamte de
I'aldéhyde soit D ~ x. On établit aisément :

D—D.
n—— = —kt
Dy — D.

La connaissance de D (z) permet donc de calculer k.

b) On trace le graphe de In (D — D..) en fonction de t.
L'obtention d’une droite valide bien le modéle cinétique pro-
posé. La pente de cette droite permet de calculer k : k = 0,012 s-1,

k
Par ailleurs, K = - 043 a 35°C soit k; = 0,0036 s-!

et k_, = 00084 s-1.

23.a) log k est une fonction linéaire du pH en milieu
acide et en milieu basique. La valeur de k est minimale pour
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pH = 6,3 (en milieu de pH < 6,3, on a log k = 3,16 — pH et en
milieu de pH > 6,3 on a log k = —9,5 + pH).

b) Cette expression de k traduit une catalyse acide-
base spécifique.

Le Ier terme correspond a :

HZO/-:R\‘C (_\V R—é—O—r—’R—-é—OH

Il s’agit de la réaction non catalysée.

Le 2me terme correspond a la catalyse acide. Notons H+ le
catalyseur :

R—C=0+ Ht=2 R— ¢ —on équilibre acido-basique
& BB H
N+/
/‘\ 0} OH

HO0 +R—C—OH = R—%Z-’—OH — R—éI—OH + H
1
H H H

Le catalyseur H+ est régénéré.

Le 3me terme correspond a la catalyse basique :

OH OH
7 N\ N J: H0
HO- + R—C=0=2R—C—0-=2R—C—O0H + OH-

|
h H
Le catalyseur OH- est également régénéré.

24.a) Si I'on a une catalyse acide-base généralisée, on
peut écrire, pour la constante de vitesse k :

k = ko + kul[H30*] 4+ kou[OH-] + kp[B] + kpu [BH*].
Pour pH = 7,2 par exemple, on constate que k varie avec
[B] et [BH+].
[B] ,
b) En posant « = ———, on peut écrire :
[BH+]
k = C + (ksu + o ks)[BH+]

avec : C = ko + kg [H30+1 + koy [OH-1.
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En tragant k en fonction de [BH+], on trouve :

k = 00207 + 0565 [BH*] a pH = 7,2 (a = 0,636)

Il

k =0060 + 163 [BH+] apH =78 (a = 234)
d’olt kg = 0,63 M-1s-1 et kg = 0,17 M-1s-1,
d [ox]
3. 31.v =—— = ks [iPr—CHOH —NHOH]...
dt -

.. = ks K, [i Pr— CHO] [NH,0H].

3.2. a) Ecrivons l’équation de conservation :
[i Pr — CHO]p, = [iPr — CHO] + [iPr — CH(OH),] + ..
' ..[iPr — CHOH — NHOH] + [o0x] = [ox].
= [iPr — CHO] (1 + K; + K;[NH,OH]) + [ox] = [ox].

soit : ~
[ox]. — [ox]

1 + K; + K; [NH,OH]

ks K; [NH,0H]
v = ([ox]. — [ox]).
1 + K; + K; [NH,OH]

b)

[iPr — CHO] =

ks K; [NH,OH]
1 + K + K; [NH;0H]

K =

[NH,OH] étant constant a cause de l'’excés d’hydroxylamine.

3.3. Comme la densité optique D est proportionnelle a
[ox], on établit :

D.—D
In — = —k't.
D.

3.4. On trace In (D. — D) en fonction de t - k' = 0,015 s-1.

3.5.a) Le graphe ressemble a celui de la question 2.3.

b) 1l s’agit par conséquent de la catalyse acide-base
spécifique avec :

log ¥’ = 5,5 — pH en milieu acide
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et log ¥ = —2,8 + pH en milieu basique.
k' est de la forme :
K = ko + ku [H3O+] + kow [OH-].

d [ox]

4. 41 v = — = ks [iPr— CHOH — NHOH] ...

dt
w+ ks [iPr — CH = NMe] [NH,OH].

On applique le principe de I’état stationnaire a 'amine, soit :
ky [iPr — CHOH — NHMe] — k¢ [iPr — CH = NMe]...
..[NH,OH] = 0.
On peut alors écrire :
v = (ks K; [INH,OH] + k4 K3 [MeNH,]) [i Pr — CHO].

4.2. L’équation de conservation de l'aldéhyde conduit-a :
[ox]. — [ox]

1+ K; + K; [NH,0H] '
expression dans laquelle on a négligé K; [MeNH,] devant 1.

On déduit :
ks K, [NH,OH] + k; K3 [MeNH,]
1 + K; + K; [NH,0H]

[iPr — CHO] =

kn —

k4 K3 [MeNHz]

= k' + .
1 + K; + K; [NH,0H]




BULLETIN DE L’UNION DES PHYSICIENS 119

II. REDUCTION ELECTROCHIMIQUE DU METHANAL.
APPLICATION A L’ETUDE CINETIQUE DE LA REACTION D’HYDRATATION

1. CHO + 2e- + 2H;0+ » 2H,0 + HCH,0H

H
/
CHzo + e > H — (.:
: AN
o=
H
/ . .
HC + H;0+ == H,0 + CH;—OH
\O(—)

3 (=)

CH, — OH + e- - CH,0H

=)

CH, — OH + H,0+ = H,;0 + H CH,0H.

2.1. [CH0]; = [CH,0] + [CH;(OH)] + [CH,0,H-1

K.
= [CH;0] [1 + Ky + Ky — ]

[H;0+]
Calcul valable en solution, loin de l’électrode.
[CH,01; [CH,01;
[CH,0] = ==
K. K,
1+ Ky + Ky —— Ke{ 1+ —
[H;0+] [K;0+]
parce que K, » 1 et K, > [H;0+].
[CH,0];
[CH,(OH),] =~
K,
14+ ——
[H;0+]

2.2. Courant de diffuson : i = K[(X)—(X),] S.n.§.
Ici, on considére le courant ip correspondant au palier de la
vague, [X], est donc nul. L'espéce active est CH,O et n = 2.
Donc :
ip = 2H [CH,0] S§&
[CH,0I;

K, '
Ko 1+ —_>
[H;0+]

28 SF
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23.a) Dans la couche de réaction [ CH,(OH),]5 est
constant : CH,(OH), qui disparait par déshydratation est rem-
placé par le flux venant de la solution (seule source de CH, (OH),) ;
comme le courant a la valeur limite i, [CH,0], est nul; CH,0O
formé par déshydratation est immédiatement réduit : c’est donc
la vitesse de formation de CH,O qui limite le courant de réduc-
tion i1 [CH,(OH),]p = const. donc :

S H([CH,(OH),] — [CH;(OH),]J5) = Sk k_; [CH2(OH);]a
CH, (OH),

K+ hk '
b) La quantité de CH,O formé par unité de temps est

k_l [CHz(OH)z]/\ A S, donc :
iy = nFASk_ [CHy(OH)lpA = n§ASk_ [CH (OH,I1H/(H + L k_y)
[CH,0]; koy b ’

[CH;(OH)]p = &K

c)ip = nSFH

K, Kk r+d&

[H3;0+]

On remarque que n S § X [CH,01; est I'expression du courant
de diffusion prévu en supposant que tout CH,O reste sous cette
forme dans la solution. D’autre part :

A= Cki—12 = C ky=12 k_y-172,
[H,0+] CK,-12k (i

il = iDo .
[H30+] + K, CKh—llz k_i12 4+ K

1+

[H;0+] BV k_/Ky C
= ip, . avec g = —.
[H:O0+] + K, B Vik_1/Ky + 1 H
24. iv = ip + 1

remplacer ip, i; par leur valeur.

' K. 1
B koy —— —
[H;0+] (H;0+) K,

[H3O+] + Ka ﬁ\/ kOH Ke
_ 1
(H;0+) Ky,

h (1/’11/2 hl/2 o
i[ = iD() = iDo
h+ K, of/h2 + 1 (h + Kg) (e h=172 4 1)

31 iy ~ i = ip,
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32. 2o = (h + oht2 + K, + K,oh-12)i/ip,.
di [ 1/2 h-12 1+1/2ah-12—1/2 Kaah—m]
h

nin B+ ah? + Ky + Koah-12

i paése par un maximum quand di; s'annule : quand k2 /7 di,
d’abord positif devient négatif.

i

1 ' K,
—dip =0 si Ny l/2 (——— + hyy V2 — + by la K, =0
2 2
h,32
soit : K, = ——m8—.
/2 + 2a

— La relation demandée peut s’obtenir en éliminant K, entre
les expressions de i; et K, :

B2 P2 a (i /T — 1) — Ty
Ka = =
nall? 4 240 1+ ahy,—12

D’ou en ordonnant en «, et en multipliant les 2 membres par
M1z

a?2(R—1) + ahy2(—4 +R)—2h, = 0.

3.3. Application numérique :
(Les concentrations sont exprimées en mol.l-1. D’apres la
courbe : i = f(pH), on tire : h,, = 6310-4 M (pH = 13,2),
iy = 58510-¢ A.

R = ip,/i) = 56

d'ou : 29,2 + a4,0410-7 — 12,610-4 = 0
o = 097107 (\/X = 21,90 10-7)
15,81 10-2t
K, = ~ 3,610-1
(2,51 + 1,94) 107 ~
B = 142 SI.
097 \2
kow = —-—) 104 ~ 4700 M-! s-1,
1,42
BIBLIOGRAPHIE
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III. REDUCTION ELECTROCHIMIQUE
DES CETONES AROMATIQUES EN SOLUTION AQUEUSE

1.1. Le potentiel de demi-vague de la premiére vague dé-
pend du pH; d’aprés les données, la réaction correspondante ne
peut étre que la réaction (2). En effet, cette réaction est pré-
cédée d'une protanation, représentée par l'équation (1); elle ne
limite pas la hauteur de la vague, mais déplace simplement E!/2.

L]

La deuxiéme vague correspond a la réduction de Ar COHR;
le potentiel de demi-vague étant indépendant du pH, cette réduc-
tion n'est pas précédée d'une protonation ; elle est représentée par
I'’équation (4); évidemment, 'anion obtenu est ensuite protoné
(équation 5).

En conclusion & pH = pH; (milieu acide), la réduction est
expliquée par les réactions ci-apres :
(0] OH

+

VZ
(1) Ar—C + H0+ == Ar—C + H,0
AN AN

R R
OH /OH
_ Y )
@ Ar—C +e  =Ar—C E,
AN N
R R
OH /OH
./ ~
4) Ar—C + e~ - Ar—C ' E,;
N AN
R R
/OH /OH
(5) Ar—é\ + H0+ = Ar—CI—I\ + H,0
R R

1.2. D’apres la figure B, les deux vagues se rapprochent
quand le pH croit. Nous avons vu (fig. A) que le potentiel de
demi-vague de la deuxiéme vague est indépendant du pH. La
deuxiéme vague ne se déplace pas; c’est la premiére vague qui
se rapproche de la deuxieme ; la réduction est plus difficile quand
le pH croit. Remarquons qu'a un pH suffisamment élevé, les
deux vagues sont confondues.
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2. Comme on est en milieu neutre ou basique la réac-
tion (1) est lente. La vague correspondante aurait une hauteur
négligeable. On élimine donc le mécanisme (1) (2).

Nous devons envisager un mécanisme suffisamment rapide en
milieu basique, donc uné premiére réduction non précédée d'une
protonation ; ceci est en accord avec le fait que le potentiel de
demi-vague est indépendant du pH ; la réduction représentée par
I’équation (6) répond a la question.

Le radical-anion ainsi obtenu est ensuite réduit.

Deux mécanismes sont possibles : (8) (9) ou (7) (4) (5). Le
mécanisme (8) (9) doit étre éliminé, car le potentiel de demi-
vague correspondant a la réaction (8) est inférieur a celui de la
réaction (6), le polarogramme présenterait donc deux vagues a
~un électron distinctes. Seul, le mécanisme (7) (4) (5) répond a
la question.

Remarque.

Le polarogramme (une vague a deux électrons) montre sim-
plement que | E;| n'est pas supérieur a | Eq|; | E4| peut étre infé-
rieur ou égal a | Eg|.

En conclusion :

0 (o}
4 ) ./
Ar—C + e - Ar C (6) Eq
AN \
R R
)
0 OH
. ./
Ar—C + H;0+ =2 Ar — C (1)

AN rapide a pH < 10.
R R

puis réactions (4) et (5).

3.1. La premiére vague doit étre interprétée par le méme
mécanisme qu’en 2., c’est-a-dire par la réaction (6).

La deuxiéme vague est caractérisée par un potentiel de demi-
vague indépendant du pH, et plus négatif que celui de la pre-
mieére vague. Elle ne peut étre interprétée que par la réaction (8).
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En conclusion :

Premic¢re réduction : (=)
y (0] /O
74 - .
Ar—C + e > Ar—C (6) Eq
AN AN
R R
Deuxiéme réduction : =) )
| /0 a
. - =)
Ar—C + e > Ar—C 8) Eg
AN AN
R R

Puis, protonation :

(o) OH
=t omor = ar—cH’ 4 280
R \R
3.2. Evolution du polarogramme entre pH = 10 et
pH = 12. On passe progressivement du mécanisme (6) (7) (4)

(5) au mécanisme (6) (8) (9). Autrement dit, la fraction du

=)

(0]
constituant Ar — C [entiérement protoné avant d’étre
R
réduit 2 pH = 10 selon les réactions (7) et (4)] réduite directe-
ment [réaction (8)] croit. Nous avons vu que, a pH = 10, la

vague unique a « deux électrons » correspond a deux réductions
successives (6) et (4), contrdlées l'une et l'autre par. diffusion.
Quand le pH croit, la réaction de protonation (7) devient plus
lente ; la vitesse de la réaction de réduction (4) est donc cinéti-
quement controlée ; la hauteur de la vague décroit; elle devient
i = iy + i;; iy est la partie du courant qui correspond & la réduc-
tion (6) controlée par diffusion; i; est la partie du courant cor-
respondant a la réduction (4) cinétiquement contrdlée quand le
pH est suffisamment élevé, sa hduteur varie de iy (pH = 10) a
O (pH = 12). L’espéce Ar COHR se réduit au moins aussi facile-
ment que Ar CO R; le potentiel de demi-vague est toujours
controlé par la premiere réduction (Eg).

(=)
Entre pH = 10 et pH = 12, les deux espéces ArCOR et
ArCOHR, qui sont l'une et l'autre électroactives, peuvent étre
réduites. Nous avons traité précédemment la réduction de
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. o(~)
ArCOHR (4). La réduction de ArCOR (8) correspond a une
vague dont le potentlel de demi-vague est Eg, inférieur a Eq. Cette

vague sera donc séparée de la vague étudiée précédemment. Sa
hauteur est déterminée par diffusion; elle est proportionnelle a

(=)
la fraction restante de ArCOR qui sera réduite par le méca-

nisme (8) (9); sa hauteur varie donc de i,

i2=idépH=

Les potentiels de demi-vague sont E4 et Eg, indépendants

du pH.

Etude du rapport i/iz

1 + ifig =1 +

K (H;0+)
1+ K (H;0+)

Comparons avec les résultats de I11.2.3. :

La réaction précédant la réduc-
tion est une déshydratation :

[H,(OH), — CH,0 + H,0
~1
[Hzo + e —>
ijoc CH,(OH), k_g

La réaction précédant la réduc-
tion est une protonation :

B + H;0+ — BH+ 4+ H,0
k.
BH+ + e —>
i; o< [B] [H30+] K,

Le résultat de II.2.3. pourra étre utilisé ici en remarquant

que [H30+] k, remplace k_; :

i [H;0+] &k, 2 k. 2/H [Hy0+] K [H;0+]
i, [HO 1A+ & 1+ kAH[HOH] 1+ K[HO+]
4, $—CO— ¢ + HO+ = ¢ —COH ¢ + H,0

¢—60H ¢ + e~

2¢—COH — ¢

¢ —COH— ¢ + e-

- ¢—COH¢
¢
N ¢ C—C/ qS(——)X moles de
. I benzophénone
H OH sont réduites
ainsi

= 4 —COH— ¢

4—COH ¢ + HO+= ¢$—CHOH— ¢ <Y moles de

benzophénone
sont réduites
ainsi
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Les produits obtenus sont I'hydrobenzoine mettant en jeu
une mole d'électrons par mole de benzophénone et diphényl
méthanol mettant en jeu deux moles d’électrons par mole de
benzophénone.

Nous avons :
1,15 =2Y + X }) X = 0,85
1 = Y+X\VY =015
On obtient donc 0,85 mole de ¢ —CHOH —¢ et 0,075 mole
¢ ¢
AN
de ¢ —C—C— ¢.
H OH

J. BOTTIN, J-C. DEPEZAY,
R. DIDIER, C. DUFOUR.
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Agrégation
SESSION DE 1980

(OPTION PHYSIQUE APPLIQUEE)

Epreuve C

PROBLEME D’ELECTRICITE, D’ELECTRONIQUE, D’ELECTROTECHNIQUE
ET D’AUTOMATIQUE

(Durée : 6 heures)

Matériel : 4 feuilles « Tracé de fonctions sinusoidales ».

MACHINE SYNCHRONE AUTOPILOTEE

Cette étude comporte quatre parties.

La partie I (échanges d'énergie entre deux réseaux triphasés) et la
partie II (moteur synchrone) sont complétement indépendantes.

La partie III (étude élémentaire d'une machine synchrone auto-
pilotée) et la partie IV (commutation) constituent une synthése des
deux premieres, mais en sont dans une certaine mesure numériquement
indépendantes.

ECHANGES D’ENERGIE ENTRE DEUX RESEAUX TRIPHASES

Deux réseaux délivrant des tensions sinusoidales, triphasées équili-
brées de fréquences différentes, sont reliés entre eux par l'intermé-
diaire de deux ponts de Graetz a six thyristors comme l'indique la
fig. 1.

A __’TFT A
b
L
q ] 5 4 ¢ L2’
7’

-~ 2 1 R ,
Re sea o 57 Reseaw
= 2
T T

° ZF. #e #z I, 1 ;{3 j{s
< o
C
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On néglige les impédances internes des deux réseaux. On désigne
par V; et V, les valeurs efficacces de leurs tensions simples, par
fi et f, leurs fréquences.

wy et ap; sont respectivement les angles de commande des ponts 1
et 2 (retards angulaires par rapport a la commutation naturelle, va-
riant de 0 a 180°).

On supposera d’autre part que la bobine réalisant la liaison entre
les deux ponts a une résistance négligeable et une réactance assez
grandli pour que l'on puisse négliger I'ondulation résiduelle du cou-
rant L.

1. Pour «; = 30° et une valeur donnée de I,

1.1. Tracer sur une méme feuille, en fonction du temps, les
formes d’onde : }
— de la tension entre le point A et le neutre O du réseau;
— de la tension entre le point C et le neutre O du réseau ;.
— du courant dans le thyristor 1;
— du courant dans le fil de ligne R.

1.2. En déduire le déphasage entre la tension du fil R par rap-
port a O, et le terme fondamental du courant dans ce méme fil, ainsi
que la valeur efficace de ce courant et de son terme fondamental en
fonction de I.

2. Pour o, = 120° et I, donné, répondre aux mémes questions
concernant le pont 2 et le réseau 2, le point de référence des .tensions
étant O’ (neutre du réseau 2, non relié).

3. Exprimer, en fonction de V, et a4, la valeur moyenne U, de la
tension entre les points A'et C, puis en fonction de V, et ay, la valeur
moyenne U’y de la tension entre les points A’ et C.

Puisqu’on néglige la résistance de la liaison A-A’, U’y égale U;. En
déduire la relation qui doit exister entre V;, V, q; et o, et montrer
que nécessairement un pont doit fonctionner en redresseur et l'autre
en onduleur. Quelle conséquence peut-on en déduire sur la réversibilité
du montage ? .

4. Pour un fonctionnement déterminé (Vy, Vs, 04, o et Ij fixés), cal-
culer l'expression des puissances actives et réactives Py, P,, Q, Q
absorbées ou fournies par les réseaux 1 et 2.

Application :
Vi = 127 volts, oy = 60°, 0 = 150° et I, = 20 A,

Calculer V,, P;, P, Q; et Q,.
On indiquera pour chacun des réseaux si les puissances sont four-
nies ou absorbées.

Justifier les termes d’onduleur non autonome (ou assisté, ou a
commutation naturelle) parfois utilisé.

5. Pour V; = 127 volts et une valeur maximale de I, égale a 30 A,
calculer pour le pont 1 :
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— les tensions directe et inverse maximales que doit supporter un
thyristor ;

— les valeurs moyenne et efficace maximales du courant traversant un
thyristor.

II. ETUDE D'UN MOTEUR SYNCHRONE

Une machine synchrone triphasée, 4 poles, 50 hertz a entrefer
constant a les caractéristiques suivantes :
— puissance nominale : 10 kVA ;
— tension nominale entre phases : 220 volts;
— réactance synchrone (supposée constante) : X; = 4,5 ohms;
— réactance transitoire : X’y = 1 ohm;
— réactance subtransitoire : X”; = 0,85 ohm ;

— courant d’excitation correspondant a une tension a vide de 220 volts
entre phases : { = 4,6 A.

Pour simplifier, on admettra dans la suite du probleme, que :
— le flux inducteur est proportionnel au courant d’excitation ;
— les pertes par effet Joule, les pertes mécaniques et les pertes dans
le fer peuvent étre négligées ;
— l'excitation est assurée par un réseau a courant continu indépendant.

On tracera le diagramme a réactance synchrone de la machine, en
désignant par E la force électromotrice par phase, par V la tension
simple, par I le courant en ligne, par  le déphasage entre T et E,

par ¢ le déphasage entre T et V, et par 0 le déphasage entre E et V.

A condition de préciser explicitement son choix, le candidat pourra
utiliser indifféremment la convention récepteur ou la convention
générateur.

1. La machine est couplée & un réseau triphasé 50 hertz dont la
tension entre fils de ligne est de 220 volts.

1.1. Exprimer en fonction de E, Xy I, V et vy les puissances
active et réactive échangées entire la machine synchrone et le réseau.

Exprimer ces mémes grandeurs en fonction de E, V, X, et 8.

1.2. La machine fonctionne en moteur et délivre une puissance
mécanique de 8,5 kW, calculer E et i pour avoir ¢ = —30° (courant
en avance en convention récepteur) et ¢ = + 30°. En déduire, pour
chaque cas, la puissance réactive Q, le couple mécanique I', les angles ¢
et @.

1.3. i conservant la valeur obtenue pour ¢ = — 30°, montrer
que la puissance mécanique que peut fournir le moteur est limitée a
une valeur P_.. que l'on précisera. Calculer dans ce cas limite Q, %
y et ¢. Que se passe-t-il si la charge correspond a une puissance méca-
nique supérieure a Pp,, ?

2. La machine est maintenant couplée a une source de tensions
triphasées, de tension et fréguence réglables, telles que :
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\'% 127
—— = —— = constante
f 50

tant que la fréquence est suffisante pour que les résistances soient
effectivement négligeables devant les réactances.

2.1. Montrer que si { et I sont constants, le diagramme de
fonctionnement de la machine a des propniétés remarquables lorsque
la fréquence varie. ’

En déduire les grandeurs invariables dans ce type de fonc-
tionnement.

Commenter les résultats lorsque la fréquence tend vers 0. Quelle
conséquence peut-on en déduire quant au démarrage de la machine ?

2.2. La machine entraine une charge ayant une grande inertie
mécanique, et on double brusquement la fréquence.de la source.

Que se passe-t-il ? Justifier votre réponse.

III. ETUDE ELEMENTAIRE D'UNE MACHINE SYNCHRONE AUTOPILOTEE

On considére a4 nouveau le montage de la fig. 1, mais le réseau 2
est maintenant la machine synchrone considérée dans la partie II.

Afin d'assurer le synchronisme des impulsions de commande du
pont 2, et de la tension d’alimentation de la machine, un capteur de
position est fixé sur l'arbre de la machine et délivre des impulsions
rigoureusement synchrones de la rotation de la machine.

L’information issue de ce capteur, une fois traitée, fournit les
ordres d’aiguillage des impulsions vers les gachettes des thyristors
du pont 2 (fig. 2). De cette fagon, la fréquence des courants alimen-
tant la machine est asservie 4 la vitesse de rotation (conservant ainsi
le synchronisme des champs tournants de l'inducteur et de l'induit), et
leur phase 4 la position du capteur par rapport aux axes polaires de
la machine.

Pont 4 T Pont 2 V4
. - — y Capteur
Reseo N TU" L. . e
1 | Posit'-.on.
&, Xy

Fig. 2

On peut faire varier cette phase en modifiant la position angulaire
du capteur ou plus simplement en décalant (par un circuit logique
adéquat) les impulsions issues de ce capteur. On dit alors que la
machine est autopilotée.
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Nous admettrons, pour cette étude élémentaire, que les commu-
tations des deux ponts sont instantanées, que les tensions aux bornes
de la machine sont sinusoidales et que l'on peut rendre compte du
fonctionnement de celle-ci en ne considérant que le terme fondamental
des courants de l'induit.

1. Montrer que cette constitution impose un déphasage v constant
(mais réglable) entre le terme fondamental T du courant et la force
électromotrice E intervenant dans le diagramme de la machine et qu'il
existe une relation entre a, et ¢ (¢ déphasage entre T et V).

Exprimer la valeur moyenne U, de la tension a l'entrée du pont 2
en fonction de E et .

2. Posant E = ki{), avec { courant d’excitation et {) vitesse angu-
laire de rotation, établir les expressions de ) et du couple I' en fonc-
tion de ki, ¢, U, et I,

Montrer que pour des valeurs données de i et v, §) est proportion-
nel a Uy et que I' est indépendant de Q.

3. Pour yp = —60° (convention récepteur) et i = 9 A, tracer les
réseaux de caractéristiques :

— I'(Q) pour V;, = 127 volts, o = 0 et I, = 10 A, 20 A, et I,
(I,, est la valeur de I, correspondant a un courant dans les fils
de phase dont la valeur efficace est égale au courant nominal de la
machine) ;

— Q(1,) pour o = 0°, 30° et 60°.

4. L’ensemble machine — pont 2 — capteur, vu des bornes de sor-
tie du pont 1, constitue une machine a4 courant continu alimentée par
la tension U,.

A quel type de machine 2 courant continu correspond le montage
étudié ? Justifier votre réponse.

Quel serait le nombre de balais et de. lames au collecteur de la
machine a courant continu équivalente ?

5.1. Etablir la relation (inégalité) qui doit nécessairement exis-
ter entre X, I, E et v afin de pouvoir assurer les commuiations de la -
pont 2.

5.2. En déduire que le courant d’excitation doit avoir une valeur
minimum qu’on exprimera en fonction de I, 4 et des parameétres de la
machine.

Remargque.

La fréquence d’alimentation de la machine étant liée a sa vitesse
de rotation, la réaction synchrone X, varie avec cette derniére.

5.3. Sachant que l'on désire que la machine puisse délivrer un
couple de 50 N.m. quelle que soit la vitesse, calculer la valeur mini-
male de { pour ¢y = —60° (convention récepteur).

6. La machine peut-elle décrocher au sens de la question I1.1.3?
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7. Quelles opérations doit-on réaliser :

— pour inverser le couple (passage du fonctionnement moteur au fonc-
tionnement générateur en conservant le méme sens de rotation, par
exemple) ?

— pour inverser le sens de rotation (en conservant le fonctionnement
moteur par exemple) ?
IV. ETUDE DE LA COMMUTATION ET DE SES CONSEQUENCES

1. On considére l'ondulateur de la fig. 3, qui alimente un réseau
triphasé formé de trois tensions sinusoidales par lintermédiaire de
trois bobines de résistance négligeable et d'inductance L.

I, == A

v
C [o]
Fig. 3

On négligera l'ondulation du courant I, et de la tension U, ainsi
que les impédances internes des sources de tension vy, vg et vy dont
la valeur efficace commune est V.

1.1. Pour o = 120° et en supposant que la durée ¢ des commu-
tations soit telle qu’elle entraine un angle d’empiétemént w, = 30°,
représenter en fonction du temps sur la méme feuille :

— la tension entre le point A et le neutre O du réseau ;
— la tension entre le point C et le neutre O du réseau;
— la tension entre le point D et le neutre O du réseau;
— le courant dans le fil de phase R.

1.2. En déduire :
1.2.1. Que l'inductance L. n’a d’influence que pendant les
commutations ;
12.2. La relation entre U,, la valeur efficace V de la tension
simple, I, Lc et w;
1.2.3. La relation qui existe entre Le, I, V, 0, aet 8 = o7 ;
1.24. Le temps ¢, pendant lequel un thyristor est soumis

4 une temsion inverse {(on posera wf, = 3 est appelé 'angle de garde)
et la relation entre a, 6 et §;
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1.2.5. L’évolution du courant I, lorsque :
e t, devient inférieur a la durée minimale d’application de la tension
inverse, Lo des thyristors utilisés, _
¢ I'impulsion que regoit un thyristor est insuffisante pour provoquer
son amorgage.
Pour pallier ces inconvénients, il est impératif de pouvoir limiter I,
jusgu’au rétablissement des conditions normales.
Quel moyen peut étre utilisé & cette fin ? (autre qu'un fusible).

2. On considére a nouveau la machine synchrone autopilotée du
paragraphe III.

2.1. La fig. 4 montre la tension enregistrée entre une phase et
le neutre de la machine. Interpréter cct enregistrement.

Fig. 4

2.2. Un essai en charge a permis d’effectuer les mesures sui-
vantes : V = 108 volts, I, = 18 A, o, = 120°, f = 50 Hz et ¢ = 0,45 ms.

Calculer la réactance de commutation X¢ = Lc o et linductance
correspondante Lc.

2.3. Le transfert du courant de la phase R a la phase S par
exemple, se faisant pendant le temps ¢, évaluer approximativement la
vitesse du champ tournant de l'induit pendant ce temps, en la compa-
rant a la vitesse (constante) de ce méme champ tournant pour une
alimentation sinusoidale.

On remarquera qu’entre les commutations, deux enroulements sont
parcourus par le cournat constant I, et que le champ qu'ils créent a
une vitesse nulle.

Comparer X aux diverses réactances de la machine et interpréter
cette comparaison.
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3. Le modéle adopté maintenant pour la machine est le suivant :

— Pour le calcul de la durée des commutations et de la chute de ten-
sion que provoquent celles-ci, on considére les réactances X¢ = L¢ o,
la relation existant entre U, I, V et a, étant celle établie au
§ IV.122,;

— Les commutations n’affectent ni la relation entre l'amplitude du
terme fondamental du courant dans les phases de la machine et I,
ni la relation entre a, et le déphasage de ce terme fondamental par
rapport a la tension aux bornes de la machine (relations établies
au § 1.2.).

— On rend compte du fonctionnement de la machine (T, Q, i, ¢ et )
a l'aide du terme fondamental des courants, de la réctance X, et
des tensions V et E supposées sinusoidales.

3.1. On désire maintenant que lorsque «; = 0, la vitesse de
rotation de la machine soit de 1500 tr/mn lorsque la puissance méca-
nique délivrée a la charge est de 8,5 kW. Déterminer les valeurs de v,
E et i nécessaires et pour cela :

3.1.1. Calculer U, et I,

) 3.1.2. En tenant compte de la chute de tension due aux
commutations, calculer V cosg et E cos .

3.1.3. On désire que pour ce fonctionnement, l'angle de
garde (3 soit de 15°. A V'aide de la relation établie en IV.1.2.3,, calculer
les valeurs de V, ¢ et a,.

3.1.4. Par l'intermédiaire de la relation établie en II.1.1., cal-
culer E, i et .

32. E, i et ¢ conservant les valeurs précédemment calculées :

3.2.1. La puissance mécanique passe brusquement a 12 kW.
Que se passe-t-il 2 Justifier votre réponse.

3.2.2. La puissance mécanique passe a 4 kW, et U, est modi-
fiée de sorte que la vitesse se rétablisse a 1500 tr/mn. Calculer les
valeurs de I, V, ¥ et .

3.2.3. U, est modifiée de sorte que la vitesse soit 750 tr/mn,
le couple conservant cependant la valeur précédente (4 kW a 1500 tr/
mn). Calculer I, & et .

3.3, L'expérience montre que ce n'est que lorsque la machine
tourne a environ 10% de sa vitessc nominale que sa force électro-
motrice est suffisante pour assurer les commutations et la marche du
pont 2 en onduleur assisté.

Au-dessous de cette vitesse, pour bloquer les thyristors conducteurs
du pont 2, on fait fonctionner pendant un court instant le pont 1 en
onduleur, ce qui permet d’annuler I.

Ensuite, on fait 4 nouveau fonctionner le pont 1 en redresseur et
on envoie l'impulsion de commande sur les thyristors du pont 2 qui
doivent conduire pendant le sixiéme de période suivant des tensions

appliquées a la machine.
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L’'inductance de lissage ayant une valeur L = 30 mH, calculer ap-
proximativement la durée nécessaire pour annuler, puis rétablir le
courant I, et le temps pendant lequel il doit rester nul (on prendra
I, = 20 A).

s

On explicitera les diverses hypothéses nécessaires a ce calcul.

Représenter le courant dans un enroulement de la machine pen-
dant une période, en supposant que sa fréquence f, soit de 5 Hz.
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SOLUTION

Préambule.

Sauf pour des usages trés spécifiques, on ne construit plus
de génératrices a courant continu. Le merveilleux systéme électro-
mécanique qu’est l’ensemble balais-collecteur, constitue la solu-
tion que le x1xme siecle a su donner au redressement des forces
électromotrices alternatives induites dans une machine a courant
continu. Mais, actuellement, comme cela est réalisé sur nos voi-
tures, lorsqu’on désire produire du courant continu, on utilise un
alternateur (le plus souvent triphasé) et on redresse les tensions
alternatives qu'il produit grace a un pont de diodes (ou de thy-
ristors si I'on désire avoir une tension continue réglable).

Cependant, un tel ensemble n’est pas directement réversible
et le moteur a courant continu, avec son collecteur coliteux, volu-
mineux, et fragile est encore trés utilisé lorsqu’on désire obtenir
une vitesse variable ou facilement réglable.

Le probleme de I'Agrégation de Sciences physiques, option
Physique appliquée, de 1'année 1980, se propose d’étudier un en-
semble constitué de deux ponts de Graetz et d’'une machine syn-
chrone qui constitue 1’équivalent d’'un moteur a courant continu
et de son alimentation réglable (comme le célebre groupe Ward-
Léonard).

De telles machines, parfaitement réversibles, existent déja
depuis quelques années dans le domaine des fortes puissances
(plusieurs mégawatts) et des vitesses maximales élevées.

C’est la partie III, qui, aux lecteurs que cette question inté-
resse, apparaitra comme la plus enrichissante.
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MACHINE SYNCHRONE AUTOPILOTEE

I. ECHANGES D'ENERGIE ENTRE DEUX RESEAUX TRIPHASES
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1.2. Soit i’y le fondamental de iy, i’x est en retard d'un
angle o; sur vy :

6
In=—1, = 078 L.
X

2. Il en est de méme pour le pont 2 :

Ve

Ixr = I,; i'r’ en retard de o, sur vy

7T
3v6
3.Uy, = Uy —v, = *Vi*cos a; = 2,34V *cos o
n
3v6
Uog=0y —0v,=— *Vyecos oy =—2,34+V,+cos o,
b
D’ou : Viecos a; + Vy°cos o = 0.

L'un des deux termes cos o; ou cos o, est positif tandis que
l'autre est négatif. Or, I, est positif avec le sens positif choisi sur
la fig. 1 du texte. Si vy — v, est positif, le réseau 1 fournit de
I’énergie, tandis que le réseau 2, aux pertes preés, regoit cette
méme énergie. 11 suffit pour cela que cos a; soit positif (oy < 90°)
et que cos w, soit égal a :

vy
— ——— COS ;.
vV,

De la méme maniére, on peut transférer de la puissance du

réseau 2 au réseau 1; le montage est donc réversible.

4.

Pl = 3VRIRCOS(D = 3V1 _— IOCOSal e
JT
Réseau 1 = 234 VT, cos o
Q] = 2,34 V] Io Sil’l 1.

Pz = 2,34 V2 ID COS o
Q; = 2,34 V,1,sin o,

Ces expressions sont celles des puissances fournies par chaque
réseau, étant entendu que si l'un des termes Py, Qf, P, ou Q; est
négatif, le réseau concerné regoit en réalité une puissance égale
A l'opposé de la quantité considérée.

Réseau 2

Application : V, = 73 V.
R; fournit 2970 W et 5150 V.AR.
R, absorbe 2970 W et fournit 1715 V.AR.
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Cette derni¢re assertion s’explique de la maniére suivante :

Nous avons trouvé (question 1.2.) que, avec la convention
générateur, le fondamental i'z: de ir- est en retard de o, sur
vre (fig. 2).

;oo
R
—_—
— VR)
I, ‘ >
,0)

Fig. 2
Il est évident qu’en adoptant pour le réseau 2, la convention
récepteur (fig. 3), avec j° = —i’, on aurait une intensité absorbée
)
Y
>,
JR
' .
(Y 30 v
e J
Fig. 3

par le réseau II, en avance de 30° sur la tension simple de chaque
phase : vu des points R’, S’ et T’, le réseau 2 apparait des lors
comme ayant un comportement capacitif : il fournit de la puis-
sance réactive.

Bien que la notion de puissance réactive devienne floue lorsque
ni la tension aux bornes d'un élément, ni l'intensité qui le par-
court ne sont sinusoidales, on peut se demander quel est 1'élé-
ment qui « consomme » les puissances réactives fournies par les
deux réseaux.

C’est bien évidemment la bobine qui est soumise & la tension
va — va telle que vy — vy = (V4 — V) — (Var — v, (fig. 4).
Si f est la fréquence du réseau 1, la tension vy, — v, est pério-

dique (6 f), tandis que v, -— v, est de fréquence 6 f'. Sous l'action
de la tension (vy — vy-), lintensité i, varie quelque peu, ainsi, par
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%J'V;
I EAN
9V
St . . \
Fig. 4

conséquent que l'énergie emmagasinée, d’'oi1 la « consommation »
d’énergie réactive.

Le pont 2 fonctionne en onduleur. La commande des thyristors
est évidemment synchrone du réseau 2, d’ou le terme « assisté »
ou non autonome. La commutation est naturelle en ce sens que
lorsqu’un thyristor s’amorce, la tension anode-cathode de celui
qui conduisait précédemment devient instantanément négative et
il cesse de conduire sans qu'on ait besoin d'un systéme annexe
de blocage du courant.

5. Lorsqu’un thyristor ne conduit pas, il est soumis a une ten-
sion qui est la différence de 2 tensions sinusoidales déphasées

2n
d’un tiers de période, soit : V; V 2 sin x — ViV2 sin( x— -3—>

"
Cette tension est de la forme : Vl\/_g cos| x — —3— .

Donc : Vinyerse maximale = Vdirecte maximale = V1 \/g = 311 V.

L'intensité I, parcourt un transistor pendant :

T 30
'—‘=>Imoy=_'= 10 A.
3
I = = 17,3 A.

V3
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II. ETUDE D'UN MOTEUR SYNCHRONE

Hi

Fig. 5
1.1. Convention récepteur :
3EV
V=E+ jX;4I; P=3VIcosgp =3EIcosy = X sin @
d
3vz2 3EV
Q =3VIising = 3(Elsiny + X;12) = — cos &
X4 Xy

Remarque.
(Il est plus facile, pour retrouver rapidement ces expressions,
de dessiner un diagramme dans lequel les angles ¢, ¢ et ¢ sont

U
a la fois positifs et inférieurs a —>
2

12.a) ¢ = —30° : Q = —49 k.V.AR. Cela signifie que
le moteur synchrone crée de la puissance réactive et fournit
49 k.V.AAR. au réseau.

@
P=TQ =T —— donc I' = 54,1 Nm.
2
4 = 29 ; A = —59°; E=210V; i=176A.
b) o = 30° : Q = 49 k.V.AR. (absorbée).

I'=541Nm.; %=25°; y=—2°; E=1I1215YV;
i= 44 A.

De tous ces résultats, nous retiendrons que c’est la machine
entrainée par le moteur qui fixe la puissance électrique absorbée



142 BULLETIN DE L’'UNION DES PHYSICIENS

par celui<i, tandis que le courant d’excitation régle le facteur de
puissance de la machine. Un fort courant d’excitation, notamment,
amene le moteur a fournir de la puissance réactive au réseau,
de plus il permet de réduire 'angle & de décalage interne.

3EV 3EV 7
sin &. Po. = lorsque 4 = ——.
Xd Xd

On trouve : Ppn., = 17,8 kW.

13. P =

\+

Fig. 6

3v2 i
Q= = 10,8 k.VAR.; S = —; @ = 31°;
Xq

P = —59°,

Si la charge augmente, le moteur décroche (la valeur 90° consti-
tue la valeur maximale de I'angle de décalage interne pour un
fonctionnement stable).

2.1. Le diagramme traduit graphiquement l'équation :
V = E + jXyI,
et, dans cette équation, si i et I sont constants, les modules des
3 nombres complexes sont proportionnels a la fréquence f. Le
triangle reste donc homothétique a lui-méme, et tous les angles

sont conservés. Comme P = 3V I cos ¢ = T'Q, le couple T', quo-
tient de deux grandeurs proportionnelles a f est lui-méme constant.

Lorsque la fréquence tend vers zéro, V tend vers zéro, et
comme les résistances ne peuvent plus étre négligées, I ne peut
demeurer constant : le couple s’annule donc et le moteur ne peut
démarrer.

2.2 Si on double brusquement la fréquence, l'inertie étant
trés grande, ) ne varie pas. Le couple, pulsatoire, a une valeur
moyenne nulle (certains phénoménes annexes tels que celui de
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Gorges, dus aux champs tournants créés par le courant, induits
dans le circuit rotorique, peuvent se manifester. Ils dépendent
des amortisseurs). Normalement, la machine décroche et ralentit.
La réactance a prendre en considération est X'y ou X" et l'inten-
sité absorbée par le moteur augmente.

III. ETUDE ELEMENTAIRE D'UNE MACHINE SYNCHRONE AUTOPILOTEE

La force électromotrice E est une grandeur sinusoidale dont
le retard & sur V est lié a la position de l'arbre de la machine
(soient deux moteurs synchrones identiques qu’on couple sur le
réseau au méme instant, en respectant a ce moment-la la condi-
tion V = E; = E,. Supposons qu’'on charge ensuite le moteur 1,
que l'on modific son excitation, etc., et qu'on ne touche pas au
moteur 2 qui continuerait & ne mettre en jeu ni puissance active,
ni puissance réactive : l'angle % serait alors égal au décalage
angulaire entre le rotor du moteur 1 et celui du moteur témoin 2).

Comme le capteur dont les indications permettent d’'élabo-
rer les impulsions de commande des thyristors est sensible éga-
lement a la position du rotor, la phase du fondamental Iy, et.
celle de E sont déterminées par la méme grandeur. L'angle ¢ est
donc constant.

Dans la premiere partie, alors que nous avions adopté pour
le réseau 2 la convention générateur, nous avions o, = ¢, Ici,
nous prenons la convention récepteur pour le moteur synchrone.

Si ¢ représente l'angle de vecteurs 1, V), comme sur les
fig. 5 et 6 (lorsque o est positif, T est en retard sur V), on a donc
Q@ = o3 — .

La relation générale U', = — 2,34+ V,+cos a, devient :
U, = U, = 2,34-V,+cos q.
D’autre part, puisque V cos ¢ = E cos v, on a :

U, = 2,34 E-+cos .
U,
2. De la relation précédente, on tire : = ° .
2,34+ k+iscosy

Le couple T s’obtient a partir de l'expression :
I'Q = 3EI cos .

Comme nous avons négligé toutes les pertes (aussi bien éelles
de la machine synchrone que celleés du pont 2), on doit égale-
ment pouvoir écrire : U, I, = I'Q.
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3v6
E cos ¢ d'apres (I1.3°) et I =
KL 14

En effet : U, =

L,

T
d'apres (I.1.2). Donc I, = —— I, ce qui entraine bien la relation
V6
précédente. De la, on tire : I' =
3V6
r = skeiel,cos v = 234kei*I, cos ¢
7T

3ekeiel+cosy, ou encore :

On voit sur ces expressions que Q ne dépend pas de l'inten-
sité I, circulant entre les deux ponts et que le couple ' est indé-
pendant de la vitesse .

Par contre, U, étant fixé (par V; et a;), ainsi que ¢ (par le
dispositif électronique réglant la position des impulsions €élabo-
rées a partir du signal donné par le capteur), on peut agir sur
la vitesse de rotation en modifiant le courant d’excitation i. La
question suivante montrera toutefois que ce parametre est a
manier avec prudence.

3.
3
I, = — In = 322 A; cosy = 05;
2

k = 0,176 u.S.I. = 1,84 ohm. min/tr.

In = 263 A;

Pour o = 0° I, (A) : 10 20 322
et i = 9A I'(N.m) 18,5 37,1 59,7
P = — 60°
3 0y : 0° 30° 60°
Pour i = 9A .
Q(tr/min) : 1533 1327 766
.Q((.‘I/m’n)
TN .
Y (4 I,=3L2 A 1533 1 4170
4323  dya3p°
T,= 20A
266 FI,‘-.'O'D'
I, = 40A
" t 1
500 oo ﬂ(r/‘”) 40 20 3o

Fig. 7

,(#)
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4. Cette machine a courant continu est a excitation indépen-
dante. Grace au pont 2 et au capteur de position, a chaque demi-
tour du rotor, le courant dans chaque phase change de sens
(fig. 8). De la méme maniére, dans un moteur a courant continu,
grace au systéeme balais-collecteur, le courant change de sens
dans chaque section (portion de bobinage située entre deux lames
consécutives du collecteur) chaque fois que les lames correspon-
dantes passent sous un balai.
’ sens de rotation

Le courant dans les sections 2 et 6 change de sens.

machine & courant continu machine synchrone

classique. autopilotée.
e,i(t). e,i(t).
h

& “ /fﬁ

balais calés sur la ligne angle \Y: 0.

neutre en charge.
Fig. 8

Ainsi la machine synchrone autopilotée est-elle tout a fait
comparable 4 une machine a courant continu classique, a excita-
tion indépendante, possédant deux balais et 3 lames au collecteur
(I'enroulement de chaque phase constituant l'équivalent d’une
section).

1
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5.1 Que le pont 2 fonctionne en onduleur (machine syn-
chrone = moteur) ou en redresseur (machine synchrone = alter-
nateur), il faut, avec les conventions générateur pour le réseau 2,
que le courant T’z (fig. 2) soit en retard sur la tension Vg'. Avec
les conventions récepteur qui sont les nétres dans cette partie
(fig. 3 et 5), il faut que le fondamental T du courant dans une
phase de la machine synchrone soit en avance sur V. Avec les
conventions exprimées sur les fig. 5et 6 [¢ = (L, V); o = (I, E);
4 = E, V)], Q, la puissance réactive absorbée par la machine, doit
étre négative, puisque ¢ est négatif.

Or, Q = 3 (Elsiny + X;I2), d’aprés la question II.1.1. On
" en déduit : —Esiny > X; 1.
X4
5.2. Dans l'inégalité précédente, qui s’écrit E > —— ,
sin ¢

faisons apparaitre, au numérateur du second membre, l'expres-
sion de T.

XqsQnl
On trouve : E>—vwn—
3 E sin ¢ cos ¢
®
Et, puisque E = k-i+Q, avec X; = Lyjo et Q@ = —:
' p
p*LgT
2> — .
3k2esinpecosy -

53.L; = 143 mH; p = 2 puisque le moteur a deux
paires de pdles; k = 0,176 u. S.I.

Pour' =50 N.m et v = 60°, on trouve i > 6,0 A.

6. Que se passerait-il si, avec ces valeurs, jointes 4 V; = 127 V
et @y = 0, conduisant a U, = 297 V, on diminuait le courant
d’excitation de la valeur i; = 9 A a la valeur iy, = 6,0 A?

La f.é.m. E est invariable. Par la relation U, = 2,34 E.cos o,
on trouve E = 254 V. L'expression de Q trouvée 3 la question 2
donne ; = 1535 tr/mn pour i; = 9 A et €, = 2311 tr/mn
pour i = 6,0 A.

On en déduit la puissance mécanique I'Q = U,I,, donc la
valeur efficace I du fondamental.
pouriis =9 A; P = 80kW;I,, =27 A;I; =21 A;
X = 97V

pouri; =61A; P, =121 kW; I,, =407A; 1, =318A;
Xl = 220 V.
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Connaissant E, ¢ et X; I, on en déduit V et ¢ (fig. 9).

vy HI

Fig. 9

On voit que la diminution de i a pour effet : 1° d’augmenter
la vitesse; 2° d’augmenter les intensités I, et I; 3° de diminuer
V qui passe de 177 V pour i; = 9 A 4 127 V pour i, = 6,0 A;
4> de diminuer 'avance de T sur V qui passe de 43° a4 0°. (La condi-
tion — E siny > X, I traduisait le fait que les grandeurs ¢ ou Q
devaient étre négatives. Il est normal que pour la valeur mini-
male de i, ici 6 A, on trouve ces mémes grandeurs nulles et
donc V et T en phase.)

Si, pour le méme couple, on diminue encore i, ou si pour
cette valeur de i = 6 A on augmente un peu le couple I, la ma-
chine synchrone ne décroche pas au sens de la question II.1.3.
puisque l'angle ¢ de décalage interne est inférieur a 90° (il est
proche de 60°). Cependant, puisque ¢ devient positif, il y a des
ratés de commutation.

7. Pour inverser le couple, il faut changer le signe de l'expres-
sion-3 E 1 cos y. Donc changer celui de cos 4. On devra prendre
P < —90°.

Il faut d’autre part que le pont 1 puisse transférer au réseau 1
la puissance regue de la machine synchrone devenue générateur.
Comme le courant I, ne peut avoir que le sens indiqué sur la
fig. 1 du texte, on doit avoir U, < 0 soit cos o; < 0. On doit
donc prendre «; > 90°.

Pour inverser le sens de rotation, il faut changer l'ordre de
distribution des impulsions sur les thyristors, ce qui revient a
permuter deux fils de phases de la machine synchrone.
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IV. ETUDE DE LA COMMUTATION ET DE SES CONSEQUENCES

v
R s T
Y%
T t
> -
| |
V-Vo
\J NV
| L
%‘ "R L¢ \’ﬂ
Jb< .‘ﬁ_ )
I3
I

Fig. 10



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 149

1. 1.1. Les tensions vy — vg et v¢c — vg sont représentées sur
la fig. 10 ainsi que l'intensité irx comptée positivement quand
le courant correspondant circule de D vers O, (convention
récepteur).

La tension vp—wvp est représentée sur la fig. 11.

1} VD-%

Fig. 11

1.2.1. En dehors des commutations ig = cste (I, ou O),
donc linductance n'a pas de tension a ses bornes.

1.2.2. Le calcul de la chute de tension due a l'empiéte-
3

ment est classique. On sait que celleci vaut — Lco I, si o
o

est la pulsation des tension vg, vs et vr. Si U, = vp—v¢, on a

3
donc : U, = —234 Vcosa + — Lo I,
x .
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T
1.2.3. Etudions la commutation R — S (fig. 12), de —
4

T
a — sur les fig. 10 et 11 :
3

dig

v + Le — = va
dt
dis

vs + Lg — = Da.
dt

Pendant que i diminue et que is augmente, la somme ig + ig

I, C
e

I, i ™ ( > ' O
—_—
i (@)
4’R
Fig. 12
Ur + Us dig Vs — VR
vaut I,, donc v, = vyp = ———; d'autrepart L — = ———
dt 2
n
La commutation que nous étudions débute lorsque wt’ = o — ——,
6
n .
elle s’acheve lorsque wf” = o — —— + 1. Pour t = t', ixg = I,
' 6
diR Us — UR
tandis que pour t = t”, ix = 0. L’équation L — = .
dt 2
qui s’écrit encore :
V\/g N
dipg = — cos mt——)dt
2L¢ 3

donne, aprés intégration entre les dates ¢’ et ¢” :

vve
I, = ——— [cos o — cos (a 4 )]

2Lc »
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Si 3 est petit, le théoréme des accroissements finis permet
d’écrire, pour a % 0

vve 2Lcol,
I,= ——+g+sine  soit & = —\1
2L¢ Ve \/Z° sin a
1.2.4. Considérons le thyristor 1 de la fig. 3 du texte.
i S5m
En commutation naturelle, il conduit de ¢ = — & & = —,

6

Ensuite, il serait soumis a une tension inverse parce que les
tensions vs, puis vy sont supérieures a vy (fig. 12).

L’angle o maximal dont on peut retarder la commutation

M
naturelle, est égal a &, parce qu’ensuite (apres ¢ = , Us
6
redevient inférieure a vg.
e
Prenons — < a < & La tension vpc aux bornes du thyris-

tor 1 n'est négative, aprés son temps de conduction, que jus-

115
, car, ensuite, le thyristor 3 conduit nécessaire-

qua ¥ =
ment et vg est alors supérieur a vs.

‘\)'R . Vs Vp

g\

3

’]
D

iz}
LS
S
='

Fig. 12
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Onadonc:a + 8 + B =a ouencore B =an— (a4 d).

Ve

N N . . N . . > B=wt

}
-
Plﬁ

i

!

1

1

I

'

)

1

I

l
i
4
l
i
i
!
1
1
!

Fig. 13

La fig. 13 représente la tension vpc aux bornes du thyristor 1
dans le cas ot o = 120° et & = 30°. On vérifie qu'on a bien
g = 30°.

1.25.+ Si t, = —— devient inférieur a ¢, durée
o)

minimale pendant laquelle il faut appliquer une tension inverse
a un thyristor pour qu'il se désamorce, celui-ci devient 4 nouveau
conducteur. Si deux thyristors tels que 1 et 4, conduisent en
méme temps, la source de tension U, est mise en court-circuit a
travers la bobine L. L’intensité I, augmente et, en principe, on
ne peut plus rétablir les commutations normales.

* Si un thyristor ne s’amorce pas, celui qui
conduisait continue a conduire. Il devient impossible, jusqu’a la
période suivante, de déclencher la conduction des thyristors homo-
logues, soumis a des tensions négatives. L'intensité I, augmente,
mais si, lors de la période suivante, les impulsions sont conve-
nables, le processus reprend sa forme normale.
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L’intensité I, est limitée par action sur l'angle de commande
a; du pont 1.

2.1. Cest la forme qui est représentée sur la fig. 11 du
présent corrigé. Mais les angles d’empiétement, 8, sont faibles (5
a 10° au lieu de 30°).

2.2. A la question IV.1.2.3., nous avons trouvé :

Ve \/z-a)-;'sin'a

21, '

Ici on obtient donc : X¢c = 09 Q ou L¢ = 2,86 mH.

Lc(l):

2.3. Admettons que le champ magnétique créé par chaque
phase, lorsqu’elle est parcourue par un courant d’intensité i, soit
a répartition spatiale sinusoidale. Lorsque les 3 phases sont ali-
mentées par des courants triphasés, un champ a répartition sinu-

[0
soidale est créé; il tourne a la vitesse angulaire & = —. Ici,
p

entre deux commutations. Le champ dans l'entrefer est a réparti-

tion sinusoidale (d’amplitude maximale proportionnelle a I, \/E
car deux phases seulement sont alimentées et parcourues par des

courants de sens opposés).
LR

Fig. 14a

I1 prend ainsi, au cours d'une période, 6 configurations fixes

comme le représente la fig. 14 b déduite de la fig. 14 a qui, elle-

méme représente les 3 courants i’g, is et iy dans le cas o1 & = 120°
et & = 15°.
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axe du champ & réparti-

axe de la phase 3 ion sinusoidale produit

3(95) par ifl,, et ig==1T, .
axe de la phase 1.
axe du champ 4 la date
B(8,) A e,
axe de la phaseL
2 \
B
CN!
Fig. 14 b

C’est pendant la durée 5 d’'une commutation que le champ,
en se déformant, passe d'une configuration a une autre dont l'axe

JT
de symétrie a tourné de ——. Si on assimile cette déformation a
, 3p
une rotation, le champ de l'induit « tourne » uniquement pendant
6 ¢ par période T. Sa « vitesse de rotation » est donc, pendant

T

les commutations, —— fois plus élevée que celle de la roue
61

polaire et des amortisseurs que porte celleci (avec I'exemple

précédent —— = 7,4). Des courants induits se développent donc
61 i

dans le circuit inducteur et les amortisseurs et s’'opposent au flux
qui les a créés. L'inductance a prendre en considération est donc
plus faible que L, Il est donc normal que la réactance trouvée
(0,9 Q) soit de l'ordre de X", qui, pour les mémes raisons est
plus faible que X,.

31.1. U, = 297 V. Si l'on néglige les pertes de la

machine, I, = = 28,6 A.

o

312.V cos ¢ = E cos vy = —V cos oy puisque
P = oy —J,
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Drapres la question IV.1.2.2,, on sait que :

3
Uy——Lcol,
n
Vcosg = Ecosy = = 1164 V.

3ve

T

3.1.3. La relation V\/z [cos @« — cos (o + 8)] =
2Lc o1, établie a4 la question IV.1.2.3. s’écrit encore :

V\/g [—cos® 4+ cos Bl = 2Lco X,

ZLCmIO
ou : VcosBp=Vcosop + —— = 1374 V.
Ve
1164
Donc : V=142V ; cos ¢ = _LT =082 dou: ¢ = —35.

On en déduit : o, = 145°, 'angle d’empiétement 8 étant, pour
sa part, égal a : 180 — 145 — 15 = 20°. '

"3EV
314. P = sin @ donc E sin % = 89,6 V.
X4

Onadonc:Esin®d = E sin(p —) = 896V

et : E cos ¢ = 1164 V.
sin ¢ — 0,77
De ces équations, on déduit : tg¢y = —————— = —1,65.
' cos @

Soit : Wy = —59° et E =225V.

Pour obtenir cette force électromotrice, il faut régler i a
4,6 x 225

127

= 8,15 A.

3.2.1. Nous avons vu que la vitesse du moteur syn-
chrone autopiloté dépend trés peu de la charge (quand o, i et
sont fixés), et que cela lui confére les mémes propriétés que
celles d'un moteur a courant continu a excitation indépendante.

Si donc la puissance mécanique augmente I, et I augmentent,
mais la force électromotrice E, fonction de i et de Q reste
constante.
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Un diagramme tel que ceux de la fig. 9 montre alors que g-
diminue (en valeur absolue). Or, @; = & 4+ ¢ ; donc a, augmente.

Et puisque B = n — oy — 8, I'angle de garde diminue ('angle &
d’empiétement augmente lui aussi).

On arrive rapidement a une situation comportant des ratés
de commutation.

3.22. E n'est donc pas modifié ; 1'angle ¢ non plus.
(E cos vy = 1164 V). P = 3 EI cos o donne I = 115 et

we I
I, = \/_ = 14,7 A. Par le méme diagramme que celui de la
6
fig. 9, on trouve V = 183 V, ¢ = —51° et @& = 8.

3.2.3. Nous avons vu que le couple I' ne dépend que

3v6

deietdel, :T = 3 kilcos ¢ = kilocos ¥. Si I' est

b7
inchangé, ainsi que i et v, I, est donc la ‘méme.

La question II.2.l. nous a montré que le diagramme se
conserve lorsque i, ¢, I se conservent. ¢ et & sont donc inchangés.

3.3. Si la vitesse de la machine est inférieure a 0,/10, on
peut, pratiquement, négliger sa force électromotrice. Nous consi-
dérerons donc que la tension aux bornes du pont 2 est nulle.

Nous négligeons également, devant l'inductance de lissage de
30 mH, la valeur de l'inductance de commutation de la machine
(plus proche, aux faibles vitesses de la valeur Ly = 14,3 mH que
de la valeur L¢ = 2,9 mH).

Supposons que la machine tburne a 150 tours par minute.
Il faut que la forme des courants dans les 3 phases R, S et T
soit sensiblement celle de la figure 144, avec une période de

20 x 1500

150

A Tlinstant qui est noté #; sur la figure 144, les thyristors
qui conduisent sont les thyristors 4 et 3 de la figure 15, tandis
qu’a l'instant noté ©, sur la figure 144, ce sont les thyristors 4
et 5 de la figure 15 qui conduisent.

= 200 ms.

Il faut donc, au milieu de la durée de conduction du thy-

200 »
ristor 4, c’est-d-dire au bout de —— = 33 ms, arréter la conduc-
6
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tion de la paire (4,3) de thyristors pour mettre en service la
paire (4,5).

Io Io

——
(I, SIZ" I 4 XZG 2

> d

1 3 5 4 3%3 5

—= -

IO IO

instant 91_ nstant %
Fig. 15

Lorsque le courant I, a pour intensité 20 A pour l'annuler en
appliquant la tension inverse maximale (U, = —297 V obtenue

en faisant o; = «), il faut un temps :

LI, 30-10-3 x 20
At = = ~ 2 ms.
| Uo | 297

Ce temps est négligeable devant la durée de passage du courant
dans un enroulement et le fonctionnement de l'’ensemble du sys-
téme n’est que légérement perturbé.

La fig. 16 donne, en exagérant At par rapport a I’échelle du
temps, 'allure de l'intensité du courant dans la phase R.
'i'R =cste gréce & l'action

4ms ip
b / sur o,

Fig. 16

R. MOREAU (Bordeaux).






BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 159

CAPES

CORRIGE DU PROBLEME C.A.P.ES. PHYSIQUE 1979
Erratum

L’explication donnée dans le préambule concernant la valeur
de la vitesse de phase (3 m/s) d’'une onde électromagnétique n’est
pas, comme nous l'avions d’abord pensé, liée aux propriétés des
métaux, mais essentiellement due a la configuration dans l'es-
pace et dans le temps des sources de ce champ. En fait, ’expres-
sion analytique du champ magnétique donné dans le texte n’est
pas valable dans tout l'espace; le champ n’occupe qu’une région
limitée de l'espace, les ondes ne sont pas planes et la vitesse de
phase, n’a plus de raison d’étre «c ».

Nous nous excusons aupres des lecteurs de l'explication er-
ronée que nous avions donnée a propos d'une question justifiée.

A-M. QUITTET, R. JULLIEN.

SESSION DE 1980

COMPOSITION DE PHYSIQUE AVEC APPLICATIONS

(Durée : 5 heures)

Ce probleme traite de diverses propriétés relatives a l'électron au
repos ou en mouvement.

L’étude est faite dans un repére (§8) terrestre, supposé galiléen. Les
diverses parties sont indépendantes et, dans chacune d’elles, de nom-
breuses questions sont ellessmémes indépendantes ou peuvent étre
traitées a partir de résultats donnés dans le texte.

Données numériques générales :
Masse de l'électron : m = 9,110-3" kg ;
Charge de l'électron : —e avec e = 1,610-9 C;
(4wey)-l = 9109 S.I.;
Célérité de la lumiére dans le vide : ¢ = 3+108 m.s-1,
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A. PREMIERE PARTIE ksur 35 points)

A.l. Une sphere de centre O, de rayon a, portant la charge totale Q,
est placée dans le vide, loin de toute autre charge électrique; la
distribution des charges élémentaires a, de la sorte, une symétrie
sphérique.

A.l.l. Donner l'expression du champ électrique et du potentiel
a l'extérieur et a l'intérieur de la sphere :

a) Dans le cas d'une sphére chargée uniformément en surface ;

b) Dans le cas d’une sphére chargée uniformément en volume.

A.12. Rappeler l'expression de la densité volumique d’énergie
électrostatique et calculer l'énergie électrostatique totale :

a) Pour la sphére chargée uniformément en surface ;

b) Pour la sphére chargée uniformément en volume.

A.1.3. Dans un modele simpliste de l’électron, on représente
celui-ci comme une sphére chargée et l'on attribue 4 sa masse au
repos une origine purement électrostatique au sens de l'équivalence
d’Einstein entre masse et énergie.

Calculer littéralement et numériquement les rayons électrostatiques
de l’électron pour les deux distributions envisagées précédemment.

A2. Dans cette. question, on étudie l'interaction électron-proton
dans I'atome d’hydrogéne et on se place dans I’hypothése de Bohr ou
1'électron décrit une trajectoire circulaire de rayon r, le proton, de
masse M, étant supposé fixe au centre O de la trajectoire.

A.2.1. Montrer que l'interaction gravitationnelle est négligeable
devant linteraction électrique (on donne la constante gravitationnelle
G = 6,67+ 10-11 m3. kg-1.s-2 et, pour la masse du proton, M = 1836 m).

A22. Calculer l'énergie cinétique de l’électron en le considé-
rant comme non relativiste ; en déduire l'énergie mécanique totale E
du systéme électron-proton.
. h
A23. En introduisant ’hypothése de Bohr : ||o,|| = n —2—-
' 1

- PR ’z
(relation ol ¢, désigne le moment cinétique en O de I'électron), mon-
E,

trer que l’énergie du systéme se met sous la forme E, = — -
2

A2.4. Application numérique : Calculer E, en électron-volt avec

h
h = — = 1055+10-3 J.s.
2x

A.2.5. L’hypothése de Bohr est-elle acceptable dans le cadre de
mécanique quantique ?
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A.3.A3.1. Toujours dans l'’hypothése ol un électron décrit autour
du noyau une trajectoire circulaire, montrer que l'on peut associer

. 2 2. -
au mouvement orbital de l'électron un- moment magnétique 9T que

——> € -
I'on écrira sous la forme M = g <—— gor & étant «le facteur
2m

de Landé » (que l'on calculera).

-
A.3.2. On note ¢; (I nombre quantique orbital) le moment ciné-

—
tique orbital de l'électron et g, le moment cinétique de spin de l'élec-
tron. Rappeler les valeurs que peuvent prendre ¢y, et g, composantes

- —
de o; et de o, sur un axe z'z. En déduire les valeurs que peut prendre

P d 32
oj, composante sur z'’z du moment cinétique total oj de lélectron
dans le cas ou [/ = 1.

A.3.3. Quelle est, pour une sous-couche saturée, la contribution
N . s i
a la composante ¢, sur z'z, du moment cinétique total ¢ d'un atome ?

A.34. Application au sodium (Z = 11). Préciser la configuration
électronique fondamentale pour l'atome de sodium; donner les va-
leurs possibles de ¢,. En déduire que la composante sur z'z, 9, du

—
moment magnétique MU de l'atome, ne peut prendre que deux valeurs
9, = = up, up étant le magnéton de Bohr que l'on exprimera en
fonctlon de e, m, et # (on prend le facteur de Landé de l'électron
égal a 2).

A.35. Décrire l'expérience de Stern et Gerlach et dire ce que
l’on observe dans le cas du sodium.

A 4. Donner l'expression de I’énergie cinétique relativiste d'un élec-
tron de vitesse v; exprimer le développement limité au second ordre

2
en —— de cette énergie cinétique ; quelle erreur commet-on en utilisant

la formule classique pour un électron qui a été accéléré a partir du
repos par une tension U = 20000 V?

Dans les parties B, C, D suivantes, nous considérerons l'électron
comme une particule chargée, assimilable & un point matériel animé
d'une vitesse non relativiste, Dans les parties B et C, on négligera les
interactions entre électrons.

B. DEUXIEME PARTIE (sur 20 points)

Des électrons émis par une cathode au potentiel zéro évoluent dans
I’'espace ou l'on fait le vide, délimité par quatre grilles planes nor-

1
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(1) () (II)

Uy Uy

Fig. 1

males a l'axe x'x, représentées fig. 1. Ces grilles sont portées au
potentiel U; pour G; et G'; et U, pour G, et G’,. Un électron atteint
la grille G, avec le vecteur vitesse v, situé dans le plan xOy. On pose
Ox, v;) = 1.

B.1. Quelle est la nature du mouvement d'un électron dans les
zones (I} et (III), entre G; et G’; d'une part, et G, et G, d’autre part ?
B.2. Lorsque l'électron peut gagner la zone (III), il passe la grille G,
avec le vecteur vitesse v,. On pose (Ox, v;) = i,
B.2.1. Que vaut alors sa vitesse v, = ||V, ?
B.2.2. Quelle relation existe-t-il entre 7, Uy, U,, i, et v, ?

F4
B.23.Si 0 < iy < —, donner le domaine de variation de i,
2

en fonction de U,— U;. On calculera notamment la valeur minimale
de U, — U; pour que i, existe.

B.3. On considére maintenant que les électrons sont émis par la
cathode sans vitesse initiale.
B.3.1. Calculer la vitesse v; = |[v;| d'arrivée sur la grille G,.

B.3.2. Préciser la relation entre i;, U;, U, et i, lorsque l'élec-
tron atteint la zone (III).

B.3.3. Dans le cas oit G’} et G, sont infiniment proches, quelle
analogie peut-on faire avec un autre phénoméne physique ? Quel réle

oue 1 U,
joue la grandeur —— dans cette analogie ?
U

1

B.34. Application numérique : Calculer l'angle i; limite per-
mettant & l'électron d’atteindre la région (III).

On donne : U; = 2500 volts U, = 900 volts.

o
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C. TROISIEME PARTIE (sur 45 points)

On envisage maintenant un dispositif électrostatique créant un
champ % symétrie de révolution autour d'un axe z'z, entre deux plans A
et B d’équations z = z5 et z = zg (fig. 2).

La position d’'un point M sera repérée par ses coordonnées cylin-
driques 7, %, z et on utilisera la base de projection u,, u, u, (fig. 3).
Les composantes d'un vecteur A dans cette base seront notées A,,
Ay A,

|
(1) ! (1) } (I )
: | |
| . -
3 . 2 BE
! |
| |
| |
| |
]A ‘bs
Fig. 2
Z A .
AL
ra
L
<]
M
l -
| AL
| 2
|
[
i
| -
\‘[ Me
AL
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Le potentiel U, continu, présente les caractéristiques suivantes :
O < z < zp, région  (I) : U est constante; on pose U = Uj.

Zp < Z < zg, région (II) : U(r, z); on pose U(O, z) = f(2)
(la fonction f(z) est connue).

Z > g , région (III) : U est constante; on pose U = U,.

Dans tout ce qui suit, on se propose d'étudier les trajectoires
paraxiales (faible inclinaison sur l'axe et r petit), dans le vide, d’élec-
trons homocinétiques provenant de la région (I) avec une vitesse v,
sans composante orthoradiale (v; 3 = 0). (Ces électrons sont au départ
émis sans vitesse initiale par une cathode au potentiel U = 0).

C.1. Montrer qu'en un point M voisin de l'axe, on peut prendre
pour E, (r, z) et E, (r, z), les formules approchées suivantes :
r axf i daf
(E) E, = —e¢— E, = ——.
2

dz ‘ dz

C.2. C.2.1. Rappeler l'expression de I'accélération d’un point mobile,
exprimée dans la base u,, uy u, et donner les équations différen-
tielles du mouvement pour un électron.

C.2.2. Montrer que la trajectoire est plane et représentable par
une courbe r{(z).

C.2.3. Donner la valeur de la vitesse v = [lv] au point M (r,
¥, z). En dedulre une valeur approchée de v, en fonction de e, m, et
dr S dr
f (z). Donner l'expression de —— en fonction de —, f(z), e, m.
dt dz

C.2.4. A partir de l'équation donnant laccelératlon radiale, mon-
trer que r(z) vérifie I'équation différentielle (E) :

dr 1 df dr ro &f
— 4

dz2 2f dz dz 4f dz2

C.2.5. La trajectoire dépend-elle de la nature de la particule
chargée ?

= 0.

C.2.6. Que se passe-t-il si toutes les tensions sont multipliées
par un méme facteur ? Quelle est l'importance de cette remarque si
toutes les tensions utilisées sont obtenues a partir d’'une tension pri-
maire mal stabilisée ?

C.3. On s’intéresse au cas particulier suivant : les électrons ar-
rivent dans le plan z = z, parallélement a l'axe avec la méme vitesse
v; quen C.2.

C3.1. Le point B est rejeté a linfini et, pour z > 2z,

4(z—2zp)
f(z) = Ul-exp .
a
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a) On pose m = z—z,. Quelle est I'équation différentielle vérifide
par r{(n)?

b) Déterminer r{n); montrer qu'il y a focalisation en des points que
l'on précisera.

c) Application numérique : Calculer la valeur de n>ainsi que celle de
f (n) au premier point de focalisation pour a = 1 cm.

C.3.2. La répartition du potentiel est maintenant la suivante :

Pour z < z, 1 f(z) = U; (on rappelle que U; est une
constante) ;
4(z—2zy)
Pour zy <z < zp:f{(2) = Ujeexp —;
a
Pour z > Zp : ‘f(z) = U2, avec UZ = UI X 2.

a) Calculer la position du plan B pour cette répartition du potentiel.
b) Montrer que r varie de moins de 6 % entre les plans A et B.

dr
c) Calculer <——> et montrer que le faisceau converge en un point F’
dz /B '

que l'on précisera. Toujours avec a = 1 cm, calculer BF'.

C.4. On revient dans cette question et dans les suivantes a la répar-
tition du potentiel décrit au début de C, f (z) étant quelconque.

C.4.1. On considére un point P de l'axe z’z, dans la région (I),
d’abscisse zp. Soit r;(z) une solution particuliere de (E) telle que

drl
r{zp) = 0 et<—> = 1. On note (C,) la trajectoire associée.
dz /»

On suppose que dans la région (III), (C;) ou son prolongement,
recoupe l'axe z'z en un point P’ réel, ou virtuel, d’abscisse zp.

a) Montrer que la trajectoire de tout électron passant par P a pour
équation r(z) = A ry(z); que représente % ?

b) En déduire que toutes les trajectoires issues de P émergent en pas-
sant par P’. Quelle propriété « optique » présente le systéme pour
le couple de points P et P’'?

C.42. Considérons maintenant un point Q (rq, zp) dans le plan
frontal de P.

Notons r,(z) une solution mathématiquement possible de (E) telle
drz
que r{zp) = let { — = 0.
dz /p

Soit (C) une trajectoire électronique passant par Q, (C) recoupe
le plan frontal de P’ en un point Q' (rq:, zp').

a) Montrer que la trajectoire de tout électron passant par Q a pour
équation r(z) = A 7;(z) + wr,(2); que représentent A et u ?
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b) En déduire que toutes les trajectoires issues de Q €mergent en pas-
sant par Q’. Quelle propriété « optique » posséde le systeme ?

C.4.3. Calculer le rapport de convergence G et le grandissement
linéaire y pour le couple de plans zp et Zp.

C.4.4. Montrer que (E) peut se mettre sous la forme :

d<\/—f?z—) dr>

1 e /1 e
r dz 4t dz?

En appliquant cette relation aux solutions particulieres r(z) et
7, (z), montrer que :

d drl drz
—.<r2w<z)-_—r1W(z>- =0.
dz dz dz
U
En déduire la « relation de Lagrange-Helmholtz » : y « G = e
U,

C.5. Etude d’une lentille électronique électrostatique mince.

On suppose dans cette question gu’entre les plans A et B, r (z) reste
sensiblement constant et égal a r,.

C.5.1. Montrer que l'on a la relation :

«u‘(-"-) VT, <—) g
B A

dz dz

B 1 d2f(z)
K = f . e dz.
a4y (2 dz2

o C.5.2. On confond A et B avec le milieu Q de AB. On pose
QP = p; QP' = p’. Donner la formule -de conjugaison de cette len-

tille mince électrostatique.
et de

K K
serait ’analogue de cette lentille dans le domaine de I'optique ?

C.54. Calculer K pour la répartition de potentiel de C.3.2. En
déduire la distance focale image f’ et comparer les résultats.

avec |

C.5.3. Quelle est la signification de ? Quel

C.5.5. Si les potentiels extrémes U; et U, sont identiques, que
devient la formule de conjugaison ?

C.6. Citer un appareil utilisant une ou plusieurs lentilles élec-
trostatiques.
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D. QUATRIEME PARTIE (sur 20 points)

On étudie ici l'effet sur le faisceau de la charge d’espace. Soit un
faisceau électronique ayant la symétrie de révolution autour de l'axe 7'z.
La section droite du faisceau a l'abscisse z = 0 est circulaire. Dans
cette section droite, les électrons, initialement accélérés sous une dif-
férence de potentiel U, sont animés d'une vitesse v, parallele a 1'axe;
la densité volumique des charges g, y est uniforme; le régime est
permanent.

En l'absence de champ électromagnétique extérieur, et en négli-
geant le champ propre créé par le faisceau, la structure du faisceau
serait un cylindre de rayon r,.

D.1. Etude du champ dans le cas théorique du faisceau cylin-
drique (r,) :
D.1.1. Calculer le champ électrique radial E, a la périphérie
du faisceau considéré comme infiniment long.

D.1.2. Calculer en fonction de r,, ¢, V., l'intensité I du courant
transporté par le faisceau.

D.1.3.
a) Calculer le champ magnétique B a la périphérie du faisceau.
b) Calculer le rapport de la force magnétique a la force électrique

c
exercée sur un électron périphérique dans le cas ot v, = ——

10
(¢ : célérité de la lumiére dans le vide).

Par la suite, la force magnétique sera négligée.

D.2. On se propose d’étudier l'influence du champ propre sur la
géométrie du faisceau, dans le cas ol le faisceau se dilate peu et peut
étre considéré comme un « cylindre lentement variable ». On admet
que la densité volumique des charges g est sensiblement constante
dans un plan de section droite.

D.2.1. En utilisant ce qui précéde, montrer que v, est sensible-
ment constant. Montrer qu'avec nos hypothéses v, € v, (v, et v,
désignent respectivement les composantes, radiale et suivant Oz, du
vecteur vitesse v de l’électron).
D.2.2. En fonction de I, I, e, m, U, r,, calculer la vitesse radiale
v, d’'un électron périphérique a I'abscisse [, et I'angle a = (0z, v).
Ar

D.2.3. Calculer le rapport , dilatation relative du faisceau

rO
aprés un parcours longitudinal [. Que se passe-t-il si, sans modifier I,
on veut diminuer r,?
D.24. Application numérique : 1 =1 mA; U = 20000 V;

Ar
!l =20cm; r, =1 mm. Que vaut —?

To
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SOLUTION

Préliminaire.

La composition de Physique du C.A.P.E.S. de Sciences phy-
siques de juin 1980 proposait une étude assez bien suivie de
I'électron (premiére partie) et de l'optique électronique (deuxiéme
partie) avec application & la lentille électrostatique du micros-
cope électronique (troisieme partie). La derniére partie décrivait
les effets des interactions entre électrons dans les faisceaux élec-
troniques. L'épreuve est assez progressive et de niveau adéquat
mais malheureusement, cette année encore, on ne peut que regret-
ter I'abondance des calculs et 'excessive longueur de l'énoncé.

Si la premiére partie (partie A) était relativement simple et
trés proche du cours, on doit cependant souligner plusieurs
choses :

— Les premieéres questions du probléeme (calcul du potentiel, du
champ et de l'énergie, créés par des sphéres chargées unifor-
meément en surface et en volume) ne contenaient que du calcul.
On peut regretter I'absence de certaines remarques physiques,
en particulier concernant le probléme de la continuité (ou de
la discontinuté) du champ ou du potentiel a la surface.

— La partie sur 'atome de Bohr était maladroitement posée. En
effet, pour résoudre certaines questions, il fallait faire appel,
en plus des résultats obtenus dans les questions précédentes,
a des connaissances personnelles : on aboutit ainsi 2 un mo-
dele fabriqué de morceaux disparates. D’autre part, on peut
se demander s'il était judicieux de revenir sur I'atome de Bohr
alors que les consignes officielles dans 1’enseignement du second
degré sont de ne pas le mentionner, car il risquerait de don-
ner aux éléves une image fausse de la structure atomique,
entravant par la suite la compréhension des structures molé-
culaires et cristallines.

Nous n’avons par contre aucune remarque a faire sur la
deuxiéme partie (partie B) qui était relativement simple et bien
posée.

La troisiéme partie (partie C) constituait, de loin, la partie la
plus longue du probleme. On aurait beaucoup gagné a supprimer
toute la partie C.3. (en particulier la détermination des focalisa-
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tions multiples). Ce calcul ne pouvait que décourager les candi-
dats et user leurs nerfs avant d’aborder la partie €C4. plus for-
melle, qui demandait une certaine rigueur, mais qui était essen-
tielle car elle jetait les bases de l'étude de la lentille électro-
statique.

La quatriéme partie (partie D) était étonnamment beaucoup
plus simple que les précédentes. A tel point que, les approxima-
tions étant maladroitement précisées, on pouvait en venir a dou-
ter de cette simplicité. On aurait aimé que l'énoncé demande
un calcul algébrique des différentes forces en jeu, car il est inté-
ressant de vérifier que dans tous les cas la résultante des forces
d’interaction est répulsive.

Dans la correction qui va suivre, les réponses correspondent
a ce que l'on devrait attendre d’un bon candidat. Les complé-
ments et les discussions ont été relégués dans des remarques
comportant un filet vertical sur le coOté.

A. PREMIERE PARTIE

Al. Une répartition de charge a symétrie sphérique de
centre O crée dans l'espace un champ électrique ayant la symé-
trie sphérique : les champs en deux points M et M’ situé a la
méme distance r du centre se déduisent I'un de l'autre par toutes
les opérations de symétrie de la sphére qui font passer M en M.
Il s’en suit que le champ électrique est radial, ne dépend que de

VvV (r)
r et vaut en fonction du potentiel —_6— Dans tous les cas
r
proposés, on pourra le calculer en appliquant le théoréme de
Gauss a la sphere de rayon r :
Q(r)
4xr2E(r) =

€
out Q(r) est la charge totale contenue dans la sphére de rayon r.

A.l.l.a) Cas d'une sphére de charge répartie uniformsé-
ment sur la surface :

N

— point M extérieur a cette sphere Q(r) = Q

Q
r>a E(r) = — V(r) =
e, r? ext e, r

(avec V() - 0)
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— point M intérieur Q (r)
E(r) =0 Vint. () = constante

Le potentiel étant continu a la traversée d'une couche de
charge, on doit avoir :

Vint (a) = Vext (a) d’ot1 Vint =

Remarque.
Calcul direct de Vy,, au centre de la sphére : ce point est a
égale distance de tous les points ou se trouve la charge : dq crée

le potentiel dV = d’oli V créé par Q en O vaut .
4re,a dre,a

b) Cas d'unc spheére de charge répartie uniformé-

ment en volume :
— point M extérieur a cette sphére : identique au cas précédent,

Vir)y = —
ext de,r
r3
— point M intérieur Q(r) = Q
a3
Qr —Q r
E(r) = — V(r) = ——— —— + constante.
4 e, al drne,ad 2
Le potentiel étant continu en r = a, on peut calculer la
constante par l'équation :
Q Q 1
B X —— + constante
4re,a drne,a
d’out

Q 3 r2
Vi (r) = ——— ('2——;>
a

4rne,a

Remarque.
Bien que cela ne -soit pas explicitement demandé, un com-

mentaire sur les discontinuités des champs et potentiels a la
surface de la sphére chargée est utile :
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— charge en surface : le champ est discontinu et la discontinuité
o Q

ici ———, le potentiel est continu (primitive d'une
£ drale,

fonction ayant une discontinuité de premiére espéce est

continue) ; :

vaut

— charge en volume : le champ est continu ainsi que le poten-
tiel. Cela traduit sur les courbes de V(r) : enr = q, il y a
changement de pente dans le premier cas, pas dans le second.

AEMM lr\\/(l‘)

Q en volume
¥
Q envolume

Q en 1lsur*Fclce

Jy

a

Q en surface Yig. 1

A.12. La densité volumique d'énergie électrostatique est

donnée par W = £, E2.

L'énergie électrostatique totale d'un systéme est donc :

b = W dv.

espace
a) Cas de la sphere de charge Q en surface.

D'aprés A.l.l.a), E(r) = 0 pour r < a, il reste :

w 1 Q 2 Q2
& = — g, X <——— 4daridr 6 = —
a 2 4re, 12 8me,a

Remarque.

& s'écrit —— QV, qui est le méme résultat que pour un
2

conducteur isolé, la charge étant toujours surfacique pour
un conducteur en équilibre.



172 BULLETIN DE L’UNION DES PHYSICIENS

b) Cas de sphére de charge Q en volume.
On découpe l'intégrale en 2 parties :

a 1 S | '
& = f € (Eint.)2 dv +f €o (Ecxt.)2 dv
. 2 2

. a
la seconde est la méme que dans le cas a), la premiére vaut en

Q2 1
prenant le champ calculé en A.l.l. ), ——— X —,
8ne,a 5
I'énergie totale, dans ce cas, est :
Q2 6
6 = — X —
8me,a 5

Remarque.

Dans les deux cas, on aurait pu faire autrement le calcul de
I'énergie électrostatique du systéme en utilisant la définition. sui-
vante : & = énergie qu’il faut fournir pour apporter progressi-
vement la charge Q de l'infini ol elle est dispersée, donc sans
énergie, a la situation finale. Le systeme étant construit jusqu'a
g < Q, et V(gq) étant le potentiel du point ou l'on apporte la
charge dq depuis linfini, I'énergic du systéme augmente de

Q
dé = V (q)dg lorsqu’on fait cette opération et & = f V(q)dg.
» 0

Faisons ce calcul dans le cas de Q réparti en volume :

— lorsque g est en place, le rayon de la sphére est r tel que
r ’

qg=—9q
a3

— lorsqu'on apporte dg, le rayon augmente de dr tel que
Q '
dg = — 3 r2dr.
a3
q Q
Le potentiel V(g) = = 72
dre,r 4e,ad

Q
etf V(g)dg =
0

a Q2 Q2 6
" ——— X 3rtdr dout & = — X —.
o 4meyab 8me,a 5
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A.1.3. Si cette énergie électrostatique est égale a 1'énergie
de masse de l’électron, on a la relation 6 = mc? o m est la
masse de l'électron et ¢ la vitesse de la lumiére.

On en déduit lorsque Q est réparti en surface :

e2

8 e, mc?

et lorsque Q est réparti en volume :

e2 6
4@ = —mm X ——
8 x g, mc? 5

Application numérique :
a = 140-10-5 m = 1,40+10-5 4,
a = 168+10-5 m 1,68+ 10-5 A,

]

Remarque.

Rappelons que 10-5 m est le Fermi, qui est l'ordre de gran-
deur de la taille attribuée aux noyaux atomiques.

A21. Force d'interaction gravitationnelle entre deux

Gmm?’
masses ponctuelles a la distance r :
rZ
Force d’interaction électrostatique entre deux charges ponc-
. QQ’
tuelles a la distance r | ———.
dre,1?

En considérant 1 électron de masse m et de charge —e et
un proton de masse m’ =~ 2+103 m et de charge e, les deux
interactions sont attractives et leur rapport vaut :

m \2
G X (4mwey) X 2-10+3(-—> .
e
Application numérique :
L’interaction gravitationnelle entre 1’électron et le proton est
égale a 5°10-% de linteraction électrostatique; elle est donc:
complétement négligeable.

A.2.2. Pour une trajectoire circulaire, la force est radiale;

e? mu?
la loi fondamentale de la dynamique donne : = X
4ye,r? r




174 BULLETIN DE L’UNION DES PHYSICIENS

1 e?
d'olt on tire l'énergie cinétique : —— mp? = ——— = E..
8mre, 1
L’énergie potentielle de lattraction électrostatique est :
o2
————— = E, (négative pour une force attractive avec poten-
dem,r
tiel nul a l'infini), d’oll I'énergie mécanique totale :

e?
E=————=E  + EP
8mer

Remarque.
1
On a ici la relation E = ~—— E, = —E, qui est un cas
2

particulier du théoréme du Viriel. De fagon plus générale pour

1 .
I'attraction en ——, I'énoncé est le suivant : quelle que soit la
r2 :

1
trajectoire fermée, E = — < E, > = —< E; > ol < E, > et
2

< E; > sont les moyennes dans le temps sur une période du
mouvement de l'énergie potentielle et de l'énergie cinétique.

A23. La définiton du moment cinétique c_r:, = mvAT
donne dans le cas du mouvement circulaire ¢,2 = m?2v27Z; en
prenant mv? dans la question A.2.2,, on obtient :

melr
ol = .
4re,

En tirant r de cette expression et en le substituant dans
I'expression E, on obtient :

1 met 1
E= ——M —— X —
2 (Ane P h? n?
E, h
qui est bien de la forme — (on a écrit # = —|.
n2 27

A24. Calcul de E, en électron volt. Sachant que
1 eV = (e) Joules ol e est la valeur numérique de la charge de
1’électron :
med
E,(eV) = valeur numérique d¢ ———— — = 13,56 eV.
VACETN S -
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A.25. Si on appelle hypothése de Bohr, l'expression de
la quantification du moment cinétique d'une trajectoire, celle<ci
est « presque » compatible avec la mécanique quantique. Celle<ci
en effet impose une double quantification :

o, = Il + 1) 2 avec m et | entier
G, = mh —l<m<< +1
0 < ! < n—1, n nombre quantique

principal.

On voit alors que pour I = n — 1, 6%, = n (n — 1) #?, ce qui

est assez voisin de I'hypothese de Bohr surtout pour n assez
grand.

Ce qui est plus grave est la notion de trajectoire qui est
utilisée par Bohr. Pour étre compatible avec la mécanique quan-
tique, il faut vérifier 'inégalité de Heisenberg : Ar<Ap > 4 ou
Ar est I'écart quadratique moyen sur la position et Ap celle sur
la quantité de mouvement. On ne pourra parler de trajectoire
quec si : Ar € ¥ et Ap < p. Soit Ar*Ap < rp ~ nh, cette
condition ne peut étre compatible avec l'inégalité de Heisenberg
que pour les grandes valeurs de n.

On arrive donc a la contradiction suivante, au mieux la théo-
rie de Bohr pourrait étre correcte pour les grands nombres quan-
tiques. Il se trouve qu'elle donne le résultat de la mécanique
quantique méme pour les petites valeurs de n (succes dans I'expli-
cation des valeurs des raies de Balmer) : ce n’est qu'une coin-
cidence. Remarquons d’ailleurs que le nombre quantique n n’a
pas le méme sens dans la théorie de Bohr et dans la mécanique
quantique.

A.3.1. L’électron en mouvement circulaire autour du noyau
est équivalent a une boucle de courant située sur la trajectoire,
donc le courant { = eN ou N est la fréquence du mouvement,

soit N = . Cette boucle est équivalente 4 un mouvement
2nr .
1
——
magnétique ||M || = iS = — evr. M est sur laxe de la
boucle. 2

Comme o, = mvr et que, du fait de la charge négative —e

- = . .
de l'électron o, et 9 sont de sens contraire, on obtient :

= ()

(soit g = 1)
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A3.2. La mécanique quantique impose que les valeurs
propres des opérateurs o, sont ¢, = mh avec ] < m < + [l pour

1
le moment orbital ou m est entier, et o;;, = = — 4.
2

Le moment cinétique total a pour composante Z :

1
o'lz=<mi_>h
2

\

soit dans le cas ot : [ = 1 m=—10,1
3 1 1 3
et : d}l/h =y T Ty T
2 2 2 2

A.33. Une « sous-couche » représente 'ensemble des états
correspondants a4 n et ! donnés. Chaque état est caractérisé par
une valeur de —! < m < + [ et une valeur de o, La sous-
couche est saturée si tous ses états sont occupés par des élec-
trons comme les valeurs positives et négatives de o;, sont en
nombres égaux, le moment cinétique total dii a4 cette sous-couche
est nul.

A34. Application au sodium (Na, Z = 11).
Configuration électronique fondamentale :

couche (n) sous-couches (1)
1 .
K n=111=0 m=0 o,=x—=" 2 électrons
2
1
M #n=2|1=0 m=0 o,=%>—n 2 électrons
2
3 1
=1 m=—1oy=—— ——
2 2
1 1
m=0 o5, =——, 4+ — 6 électrons
2 2
1 3
m=1 op=+— +—
2 2
1 [ ——
N =3 I=0 m=0 o-,z=x—2—h 1 électron
sous-couche incomplete.
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Cette configuration se note généralement :
1s2 , 252 2pt 3 st
n”" 1

1
nombre d'électrons

Le moment magnétique total est entierement dii a la sous-
couche non saturée ou l'électron se trouve dans un état avec

1
m = 0 soit ¢, = = —— % Le moment magnétique associé a

pour projection sur Oz :

WZ:g<_‘
2m

(c’est le facteur de Landé a attribuer lorsque le moment magné-
tique est entiérement dii au spin).
. eh eh
Soit : M, = %= uB = .
2m 2m

e

> o, avec g =2

Remarque.

Le niveau d’énergie, dans le modéle décrit précédemment, ne
dépend que du nombre quantique principal n, et pas de L. Tous
les états d’'une méme couche seraient donc de méme énergie
(états dégénérés) : dans ce cas, le dernier électron de l'atome de
Na aurait la possibilité d’occuper, avec la méme probabilité, tous
les états possibles (s, p, d) de la couche N de 'atome.

Certains de ces états ont une composante oy, 7% 0, cela modi-
fierait donc la valeur de ¢, de Patome. En fait, le modéle est
beaucoup trop simple et ne tient compte, ni de l'interaction spin-
orbite, ni de l'interaction électron-électron qui levent la dégéné-
rescence des sous-couches, il s’en suit que seul le remplissage in-
diqué précédemment pour le sodium correspond au niveau
fondamental.

A35.

ﬁ“/

|

\é
/—\
- /l sans avec é
Na P ‘

Bl

Aimant

Fig. 2

12
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L’expérience de Stern et Gerlach consiste & faire passer un
faisceau d'atomes dans un champ magnétique inhomogene. Une

. ’ sy -2
particule porteuse d'un moment magnétique O est alors sou-

. . ' — = =
mise a la force F de composantes F; = 91U+ VB; (o1 VB; = gra-
dient de la composante n° i); grace aux symétries des armatures
de I'électroaimant, seule la composante F, (verticale sur la figure)
n'est pas nulle et provoque une déviation de la trajectoire :
9B,

F, = 9, —a—— Avant le passage dans le champ magnétique, l'iso-
0z

tropie de l'espace n'impose aucun axe privilégié sur lequel la

mesure de la projection de 5’[—5 est pertinente. Par contre, la
géométrie du champ magnétique impose que la direction z le
long de laquelle VB, n'est pas nulle est celle sur laquelle la

. . ——) . A
projection de M des atomes doit étre mesurée. Dans le cas du

sodium gf_fz pouvant prendre deux valeurs, on observe deux fais-
ceaux d’atomes déviés en sens contraire dans lesquels tous les
atomes ont respectivement la méme valeur de 91C,. Les deux fais-
ceaux sont de méme intensité.

A4. Energie cinétique relativiste d’'un électron de vitesse v

v
a utiliser lorsque le rapport —— n’est pas trés petit :
c

1
Ec = mc2 ——___—1
v2
{e——
2
2
En développant au second ordre en ——, on obtient :
c2

1 3 v? vt
Ec=-—-mv2[1+————+0 ———)
2 4 2 4

En utilisant la formule classique, on n’aurait que le premier
terme.

Pour un électron accéléré a partir du repos par une ten-
sion U, on obtient par la formule classique une valeur v’ telle

1
que — mv’? = el,
2

" En utilisant l'expression relativiste approchée de l'énergie
cinétique, la valeur correcte de la vitesse serait v telle que
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1 3 1
—_— 2| 1 4+ — __> = —— mv? ou encore :
4 c?

2 2
3 1/2
8 c?
3 V2
< 1 + — ——) soit une erreur relative

4 c?

Av 3 v

—— >~ —— — si on prend v’ au lieu de v.
v 8 c?

Le calcul se fait en remplagant v par v’

Application numérique :

2eU
v o= U=2-10V v’ = 84+10" m/s
m
v’ Av
Soit : — = 0,28 et —_— = 2,7%.
c v

Cette erreur est faible mais non négligeable.

Remarque.

On peut tirer facilement un ordre de grandeur de l'erreur

3 3 eU
faite en considérant que — ~ —— —— (en remplagant v? par
8 4  me?

3

la valeur classique). A part le facteur —, il s’agit tout simple-
4

mc?
ment de comparer la valeur de la tension accélératrice U a ——
e

qui est 'énergie de masse de l'électron exprimée en électron-

volt qui est voisine de —— MeV. Les ordres de grandeurs des
2

énergies de masse de 1'électron et du proton (ou neutron) doivent
maintenant faire partie du bagage culturel d'un futur profes-
seur de physique.
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B. DEUXIEME PARTIE

Yﬂ - I
V2 iy
|

0 / hiis x

—_—— e _ ] -~ = —

U’ Ul

Fig. 3

B.1. Dans les deux zones I et III, le potentiel est constant
et égal respectivement a U; et U,. Le gradient du potentiel est

donc nul et aucune force ne s’applique a l'électron. Le mouve-
ment est linéaire uniforme (trajectoire rectiligne).

B.2.1. La conservation de I'énergie mécanique totale,
énergie cinétique plus énergie potentielle, entre un instant oil
I'électron est dans la zone I et un autre instant ol il est dans
la zone III s’écrit :

1 1
— mv?2 — eU; = —— mv2 — el,
2

2e
Uy = v + — (U, —TUy)
m

B.2.2. Dans la zone II, les équipotentielles sont toutes
paralleles et perpendiculaires a Ox (autrement dit U ne dépend
que de x). Il n'y a donc pas de composante du gradient du
potentiel selon Oy. En projection sur Oy, le mouvement reste
uniforme dans II comme dans I et III. La composante de la
vitesse selon Oy est donc conservée entre I et III :

d’ou :

U sin il = D sin iz
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soit encore, compte tenu de 1'expression de v, :

v; sin ;

2e R
v + —— (U —Uy)
m

(Uz — Ul) et y = sin iz.

sin i, =

B.2.3. Posons u =
muv?

L'expression précédente s’écrit encore :
sin il
y =

\/1+u

Fig. 4

Le graphe de la fonction y(u) compléte est représenté sur
la figure. y n'est définie que pour u > —1 et décroit de facon
monotone depuis + « jusqu'a zéro quand u croit de —1 a I'in-
fini. I1 n'y aura un angle i, possible que lorsque y < 1, c’est-a-dire
lorsque u > u,, tel que :

sin 1.1

V1+u,

U, = —Ccos?ij.

1=

A cette valeur de u, correspond la valeur mmlmale de
U, — U; pour qu'il y ait passage dans la région III :

muv2 cos? iy

(Uy—Upy = —
2e

x
Pour Uy —U; = (U; — Uy, i = —5— : juste a la frontiére
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entre II et III la trajectoire a une tangente verticale (c’est la
limite entre un retour dans II et un passage dans III).

Lorsque U, — U; varie entre (U, — U;),, et l'infini, i, décroit

x
entre — et 0, en passant évidemment par la valeur i, = i; pour
2

U, — U; = 0 lorsqu’il n'y a pas de barriére de potentiel.

U, — 1 U;—Upw / 0 4+
u Um / 0 / 4+
y 1 Nosingg \y 0
b7
iz — \4 il \ 0
2
Remarque.

Cette valeur minimale aurait pu étre trouvée immédiate-
ment par la conservation de l’énergie qui, compte tenu de la
conservation de v,, s’écrit :

1
— mv, — eU; = — mv2, — el
2

mvlzx
2e
B.3.1. La conservation de l'énergie mécanique totale

entre 1'instant ou l'électron est émis par la cathode (vy = 0, Uy = 0)
et un instant ou il est dans I (v = vy, U = Uy) s’éerit

1

—_— mvlz —elU; =0

pour avoir une solution v, ,, il faut donc que : U, — U; > —

soit :

2 eU1
vy = —_—
m

B.3.2. En reportant cette expression de v; dans la
relation obtenue en B.2.2., on obtient :
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Uz sin i; = VUi sin i;.

B.3.3. Dans le cas o1 G’y et G; sont infiniment proches,
leur plan commun joue le réle d’'un « dioptre plan » pour les
trajectoires électroniques. On a un phénomeéne analogue a la

réfraction entre milieux d’indices différents. \/Ul et V U; jouent
le role des indices des deux milieux dans l'analogie avec l'optigue.

U,
\/: est l'indice relatif de milieu 2 par rapport au
U,

milieu 1.
B.3.4. Application numérique. L'angle limite est tel
U,
que sin A = —— pour U, = 900 V, U, = 2500 V,
U,

3
sin A = —5— soit A = 36°52".

C. TROISIEME PARTIE

C.1. Appliquons la formule E = —grad U au point r, z (ou
encore calculons la circulation de E sur deux trajets élémentaires,
I'un paralléle & I’axe, 'autre radial) ; nous obtenons :

ouU oU
E,(r2) = ——(rn2) E(r2) = ——(r,2).
9z or

Nous supposerons que, en symétrie cylindrique, le dévelop-
pement limité en r du potentiel est quadratique en 7 soit :

U(r,2) = f(2) + rf,(2) + r*fs(2)..

Les composantes du champ admettent donc les débuts de
développement en r suivants :

d
E, = _d_f +0(?)  E, = —2rf(z) + 0(r).
4

Le théoreme de Gauss appliqué & un petit cylindre élémen-
taire d'axe Oz, de rayon r petit, et de hauteur dz permet (en
négligeant les termes du second ordre de E,) de préciser E,

nr?2 [E,{(z + dz) —E,(2)] + 2=xrdzE, = 0
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r 9E, r d¥
soit : E, = ———— = —— — 4+ 0(r).
2 9z 2 dz
On obtient finalement aux ordres le plus bas en r :
df r d¥f
EZ = —— Er - — —
dz 2 dz?

Remarque.

D’apres le théoréeme d'unicité, la connaissance du potentiel
sur l'axe, c’est-a-dire la connaissance de la fonction f(z), est suf-
fisante pour connaitre la répartition du champ et du potentiel
partout.

Tous les termes des développements de E, et E, sont en
fait exprimables en fonction des dérivées successives de f(2).

Le développement du potentiel impose les développements
suivants pour E, et E, :

E, = h(z) + h(2) + r*hy(2)..

E, = rgi(2) + r*g(z) + 15gs5(2)...

Les deux théorémes généraux qui se traduisent ici par :

%E, 9E,
(rot E) gy, = — =0
or 74
1 3 9E,
divE= ——((E)+ — =0
r or 0z

permettent d’exprimer toutes les fonctions de z figurant dans
les deux développements en fonction des dérivées successives de

la seule fonction hy(z). En remarquant que hy(z) = ——— (cir-

dz
culation sur l'axe), on pourrait ainsi préciser tous les termes du
développement.

df rr df rt d5f
Ez = —— o — — — ——
dz 4 d7 64 dz

r d¥ 3 d¥f 5 dsf
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C.2.1. Posant OM = ru, + zu, on obtient par dériva-
tions successives :

dOM dr dd dz
= —u + ¥ — u + u,
dt t dt
d?0oM dr dad\2 axn dr db dz
=|——7 —>]u‘,+[1’ — —|uy +
dr? de? dt dr? dt dt de?
L’équation fondamentale de la dynamique appliquée a 1'élec-
d2oM
tron se traduit par —eE = m soit en projection sur les
dr :
trois axes :
r < dad >2 er d¥f
—_— —_— S —
dt dt 2m dz2
dzy dr d%
¥y — — =10
de? dt dt
dz e df
dt? om dz

d

dt

C.2.2. La deuxieme équation s'écrit encore :

(

dd
r2 —> =0 soit
dt

dd
r2 —— = constante.
dt

u,.

Puisque, au départ, la vitesse n’avait pas de composante ortho-
radiale, la constante est nulle et soit * = 0 (trajectoire le long
de Oz) soit % reste constante. Autrement dit, la trajectoire est
plane et représentable par une courbe ¥ (z).

(v

0, U

C.23. La conservation de !'énergie mécanique totale
entre linstant ot les électrons sont lachés par la cathode
0) et l'instant ou les électrons se retrouvent avec
f(z) s’écrit :

une vitesse de module v dans le potentiel U

soit :

1
— mv?—ef =0
2ef
D = _
m
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Le champ radial étant faible (premier ordre en r), on peut
admettre que v, restera faible devant v,, ce qui nous permet de

2ef

supposer en premiére approximation v, ~ v = . On

m
dr dr dz 2ef dr
dt'  dz dt v m  dz

C.24. En utilisant cette expression dans l'équation
du mouvement en projection radiale, on obtient :

d’r d /dr 2e — dr er d¥(2)
— = —<—> f(2) [\/ f(2) —] ="
dr dz t m dz 2m dz?

soit, en exprimant la dérivée en z et en simplifiant :

a alors :

dr 1 df dr r o &f

— L =

dz? 2f dz dz 4f dz?

C.25. Puisque ni la charge de la particule, ni la
masse de la particule ne figurent dans cette équation, la trajec-
toire est indépendante de la nature de la particule chargée consi-
dérée (il peut s’'agir aussi bien d'ions, de protons,.. que
d’électrons).

C.2.6. On remarque que si 'on change f en Af, A s'éli-
mine. La trajectoire est donc indépendante de la valeur absolue
de la tension primaire qui alimente toutes les grilles du sys-
téme. La tension primaire peut donc étre mal stabilisée.

Ca.l.
I I
>
AV1 [ -
L ra, 2
~ P >

Z:ZA

Fig. 5§
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a) En reportant l'expression de f(z) proposée, on
obtient I'équation linéaire du second ordre a coefficients
constants :

b) La solution générale de cette équation s'écrit :

n nv3
r = Ae~"; cos — @
a

Les deux constantes A et ¢ sont déterminées par les condi-
tions initiales : .
dr

rin=0) =r, (n=10)=0.

dz
On obtient :

27, —m/a <n\[3— x )
r = e Cos —_——
V3 a 6

2na

la trajectoire est oscillatoire amortie en z de période

| V3
(3,63 cm pour a = 1 cm). Lorsque le cosinus s’annule, toutes les
trajectoires de 7, différents coupent l'axe au méme point : il y
a focalisation. Les positions des points de focalisation sont don-
nées par :

a 7 2Cun+1)=xn 2ra nna
Nn = — + = +
V3 \ 6 2 3V3 V3
n=2012
2na
La premieére focalisation a lieu pour n = n, =

373

8x
Le potentiel vaut alors f(n,) = U; exp < ) .
3y3

¢) Application numérique :
m = 121 cm  f(n,) = 315000 V.
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Remarque.

La valeur du potentiel obtenue est énorme. Il ne semble donc
pas possible expérimentalement d’observer ce phénomene de foca-
lisations successives car il faut stopper la croissance du poten-
tiel bien avant m,.

C3.2.
I I i
-’
.V1,
S P 7 !
A B o T~
| mY linéaire uniforme
&
2=2,Z=2Z4
Fig. 6
a) La position du plan B est telle que zg — 24 = ¢
4¢
avec : exp —— = 2, soit :
a

a
e=—L0g2.
4

Application numérique: ¢ = 0,17 cm.
b) En m = ¢, on a r = rg donné par :

B 2 V3 w\
= ——— 2-14 cos < log 2——>
7o \/3 4 6

le calcul numérique donne

= 0,9468... soit :
o

Ar
= 53%

o

Remarque.

On pourrait faire le calcul en supposant ¢ faible devant la
période. On trouverait ainsi & l'ordre le plus bas :
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Ar 2¢2 1
= = —— (Log 2P ~ 6 %.
o a? 8

On trouve une légere différence avec le résultat plus précis obtenu
précédemment.

¢) En décrivant l'expression de r, on trouve :

dr 4 fo —m/a . M \/37
—_— = ————y e sin
dz \/E a a
a
soit, en faisant n = ¢ = — Log 2 :

dr 4 o \/_3 Log2
<__> L S CI S, <__._>
dz /s \/—3— a 4

dr
<—> étant négatif, le faisceau est rabattu vers l'axe dans la
dz B

zone III (ot le mouvement devient linéaire et uniforme) et va
donc couper l'axe en un point F’ tel que :

< ﬁLogZ 7 )
cos{ —mm™———
a /

4 6

s
BF = — =

<d’> 2 < V3Log2
— sin { ——
dz /s 4 )

.= —az—[l + ﬁbcotg(———ﬁiogz )]

L’application numérique donne :

BF = 1,65 cm.
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,/\ !
|
!
/ i QJ
IB-
B p’ :\
I
I o
1
i
Zs Zer
Fig. 7

Dans cette partie, nous appellerons trajectoire électronique
la trajectoire compléte contenant les parties linéaires dans les
régions I et III, étant bien entendu que l'équation différentielle
établie en C.24. est toujours valable dans ces régions avec

d?r
f =Cste = U et f = Cste = U, (elle se réduit a — = 0).
dz2
C.4.1. a) Puisque I'équation différentielle donnant r(z)
est du second ordre, la trajectoire d'un électron passant par P
est définie de fagon unique par la donnée de r(z;) = 0 et de
dr
—— (2p). La courbe définie par r(z) = Ary(z) est une solution
dz
de I'équation différentielle puisque r; l'est et que 1'équation est
homogeéne en r; c’est donc une trajectoire mathématiquement
possible. D'autre part, cette trajectoire est telle que r (z,) = A 71 (2p)
dr dry .
et — (z,) = A X — (z,) = %, c’est donc la trajectoire qui
dz dz
passe par P et dont linclinaison dans le milieu I vaut A. En
faisant varier A, on obtient toutes les trajectoires qui passent par
P. % s’identifie a l'inclinaison dans I :

dr
L= —(2p).
dz
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b) Puisque par définition r,(z,)) = 0, on aura :
r(zy) = Ari(zy) = 0 quelque soit A. Toutes les trajectoires
passant par P passent donc par P’. Les points P et P’ forment
donc un couple de points « conjugués » pour le systeéme dans
l'analogie avec l'optique géométrique.

Remarque.

Apparemment, les deux points forment un couple de points
stigmatiques ; mais en fait, '’équation différentielle a été établie
dans I’hypothése de faibles inclinaisons sur l'axe : ce qui est
l'équivalent de l'approximation de Gauss en optique. Pour de
fortes inclinaisons, les propriétés mathématiques de 1'équation
restent les mémes (toute solution passant par P passe par P’)
mais c’est I'équation elle-méme qui n'est pas valable. Comme en
optique géométrique, un systéme optique électronique n’est stig-
matique que pour des couples de points trés particuliers.

C4.2.a) Comme en C4.1.a), la trajectoire d'un élec-
tron passant par Q est définie de fagon unique par la donnée de

»
r(zq) et de —— (zq). Les propriétés d’homogénéité de I'équation
dz

différentielle entrainent que r(z) = *r(z) + pr2(z) est une
trajectoire possible puisque r;(z) et r(z) le sont. D'autre part,

dr
cette trajectoire est telle que : r(z,) = w et — (g,) = &; clest
dz
donc la trajectoire qui passe par Q tel que rq = p dans le plan P
et dont l'inclinaison dans le milieu I vaut A. Pour u donné égal
a ro et A variable, on obtient donc ainsi toutes les trajectoires
qui passent par Q.

» et A sont donc respectivement l'ordonnée du point d’impact
dans le plan frontal de P et l'inclinaison dans le milieu I :

dr
B = rq A= — (Zp)'
dz

b) Appliquant la relation :

r(z) = Ar(2) + pr(z) en z = zp

on obtient r(zy) = pr2(zy), quelque soit k. Toutes les trajec-
toires qui passent par Q passent donc par le point Q' du plan
frontal de P’ tel que rgy = pr2(2,). Un objet dans le plan frontal
de P aura donc une image dans le plan frontal de P’ : les
deux plans sont conjugués pour le systéme.
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Remarque.

Pour les mémes raisons que dans la remarque de C4.1.b), il
vaut mieux ne pas parler ici d’aplanétisme car le stigmatisme
des points P et P’ n’est qu’approché.

C.4.3. La relation obtenue précédemment rq- = ur; (Z,)
s'écrit encore, compte tenu de la signification de p :

rqQ
— = 12(zp)
rq
Ce rapport est par définition le grandissement linéaire :

Y =n (zp‘)-

Le grossissement G, ou rapport de convergence, est défini
par le rapport des inclinaisons pour un rayon qui passe par
P(p‘ = 0) '

dr drl
—(zp) —(zp)
dz dz
G = =
dr dry
—(zp) —(zp)
dz dz
donc :
dr1
G=— (Zp')-
dz

C.4.4. En C24. nous avions obtenu l'équation inter-
médiaire suivante :

2e d dr er d¥f
ze ,«_<\[F_>=_____
m dz
qui peut encore s’écrire :
1 d < ‘[f_dr > 1 dzf
r dz dz B 4\/? dz2

Le deuxieéme membre ne dépend pas de la solution choisie ;
on aura donc :




BULLETIN DE L’UNION DES PHYSICIENS 193

1 d<\/;dr1> 1 d(f_drz>
—n—? —d—Z—_fz dz dz

d d d d
rz___<Vf_i>= rl__<Vfl>
dz / dz

dz dz
En ajoutant aux deux membres de cette équation le méme
dry dr :
terme —— ——V f, on obtient :
dz dz
d dry d dr,
ENINEA A B
dz dz dz dz

On en déduit :

Cste.

1

dr dr
nVf ——n Vi —
dz dz

En explicitant cette relation pour z = z, ol :

dr, dry
f=U, n(zg) =0 —(zp) =1, n(zg) =1, —(z,) = 0.
dz dz

Puis, pour z = z,, ou :

dn
f=U, nizp) =0, —(;—(zp') =G, rn(zy) =v
z
on obtient la relation de « Lagrange-Helmholtz » :

U,
¥G = S
U,

‘ / U
ol -—— tient lieu de rapport entre les indices optiques des
U,

milieux extrémes, comme en B.3.3.

Cs.l.

Si I'on peut négliger les variations de r entre A et B, on peut
remplacer r par r, dans la derniére relation encadrée qui devient

alors :
d dr o daxf
Hrg) 2
dz dz 45 az
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/

Fig. 8

En intégrant cette relation entre z = zaouf="U etz = zp
ou f = U, on obtient :

dr dr Z 1 dxf
\/TJz(——> —\[ﬁ1<—> = —1, B-——dz = —r. K.
B A

dz dz A 4 \/7 dz?

" dr dr ) o

C5.2. <-— et|{ — s’identifient avec les incli-
dz /a dz /B

naisons orientées dans les deux milieux extrémes représentées

par les angles i et i’ sur la figure. On a algébriquement :

. < dr > 7o 7o 7o
i1 = —_— = — T e = e
dz /a AP QP P
. < dr ) To : To o
i = _— = — e = —— .
dz /» BP ar Py

En reportant dans 1'équation obtenue précédemment, on ob-
tient la formule de conjugaison :

Vi VG

— + K.
r v
C.5.3. Pour p = — =, on obtient la position du « foyer
U,
image» : p’ = f' = — Pour p’ = -+ o on obtient la position

VU, VU,

du « foyer objet» : p = f = — . En valeur absolue

Vu,

et

représentent respectivement la distance focale objet et
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image du systéme. L’analogue optique est soit une lentille mince
placée entre deux milieux d'indices extrémes différents n et n’

proportionnels a VU et VU,, soit un dioptre sphérique placé
entre les mémes milieux extrémes et de rayon :

U
= K/<——1>.
Uy

: (z—2za) '
C54. Pour f = Uy exp | 4 ———|,0on a:
a

2(z—zp)
K = f — VU cxp —— dz = Uy
ZA a2
d’ou
f \l Uz a U, - 1
T K 2 2¢
U; eXp —1
a
a
Compte tenu de ce que U, = 2U; et ¢ = — Log 2, on trouve :
a a
f’ —1 =

Log 2 _ .
\/2_[ exp -—2——1 ] 2 \/_E

Application numérique :

f =171 cm.

Pour comparer avec le résultat obtenu en C.3.2.¢), il faudrait
en toute rigueur augmenter BF' = 1,65 cm de la moitié de 1'épais-

seur du systéme pour obtenir QF = 1,73 cm. La comparaison
est tout a fait satisfaisante.

Remarque.

2B 1 d‘Zf
D’un point de vue pratique, la formule : K = —_ —dz,

2 4Vf dz

qui donne la convergence directement a partir de la distribu-
tion du potentiel, parait séduisante. En fait, elle est peu utilisée
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car elle n'est valable que dans le cas de lentilles minces peu
convergentes. Dans les microscopes électroniques ou l'on cherche
a réduire la taille de l'enceinte a vide ou se propagent les élec-
trons, objet et image sont rapprochés et 'on utilise des lentilles
fortes (surtout pour l'objectif).

C.5.5. Dans'le cas de milieux extrémes identiques, on
retrouve la formule de conjugaison des lentilles minces :

1 1

—_t —

D r

1
f’.

C.6. Les lentilles électrostatiques sont utilisées dans les
microscopes électroniques. Actuellement, ces lentilles sont de
plus en plus remplacées par des lentilles magnétiques ou la cour-
bure des trajectoires est due & un champ magnétique a symé-
trie de révolution créé par des bobines. La théorie est sensible-
ment la méme que celle développée ici pour les lentilles électro-
statiques, en particulier dans l’hypothése de Gauss on obtient
une équation homogeéne en r, qui permet de retrouver toutes les
propriétés de conjugaisons. Notons que dans le microscope élec-
tronique, les lentilles ne sont pas uniquement utilisées pour la
formation d’images. L'analogie avec l'optique subsiste méme a la
limite de validité de l'optique géométrique et lorsque les détails
de l'objet deviennent de l'ordre de la longueur d'onde associée
a l'électron on observe un phénoméne de diffraction, Cette pro-
priété est plus spécialement utilisée dans les diffractographes qui
permettent 1'étude de structures (tout comme les rayons X). Les
lentilles électromagnétiques sont aussi utilisées dans les sondes
ioniques ou, cette fois-ci, les particules chargées sont des ions.
La remarque faite en C.2.5. permet de comprendre pourquoi ces
lentilles ont pratiquement les mémes caractéristiques que celles
utilisées dans les microscopes électroniques. Enfin, signalons que
des lentilles électromagnétiques fortes sont utilisées comme sta-
bilisateurs dans les accélérateurs de particules, pour empécher
le faisceau de diverger.

On trouvera une étude détaillée des lentilles électromagné-
tiques dans le tome I de l'ouvrage de P. GRIVET : « optique élec-
tronique » (Bordas éd. 1955), et leurs applications dans le tome II.

D. QUATRIEME PARTIE

D.1.1. Le théoreme de Gauss appliqué a4 un cylindre
de hauteur unité s’appuyant sur la surface latérale du faisceau
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Qo

donne : 2nr, E, = mrs?
€0

e

-
Vo

\ —

Fig. 9

197

Puisque @, est négatif (densité de charge électronique). E, est

centripéte :

|Qolro

2¢,

E, = —

D.1.2. La densité de courant vaut f = g, v, et elle est
uniforme dans toute l'épaisseur du faisceau. En multipliant la
section droite, nous obtenons l'intensité qui vaut :

I =arlol, = —a72| Q0] Vo

Dans cette expression, I et v, sont algébriques. I est de sens

contraire a v,.

D.1.3.a) Le théoreme d’Ampére appliqué a la périphé-

rie d'une section droite donne :

2x7,B = pgl B =—

y-ol Qo l o Vo

2

ici encore B et v, sont algébriques pour une orientation du

contour en accord avec Oz.
b) Fmag = —evo, A\ B

Fqa = —eE,
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les deux forces sont radiales et valent algébriquement :
eiko[@olrovoz

2
elool 7

el = ———
2,

Il est intéressant de voir que la force magnétique est centri-
péte (attraction entre les différents tubes de courant) alors que
la force électrique est centrifuge (répulsion électrostatique entre
les électrons). En module, on a :

Fmag

v, 12
— 50 {-Lo Uoz =
Fel ¢

Dans le cas ou v,/c = 10 %, ce rapport vaut 1% et on peut
raisonnablement négliger la force magnétique.

Fmag =

Remarquons cependant que méme pour des valeurs plus éle-
vées de v,, la résultante est toujours centrifuge et tend a faire
diverger le faisceau. '

D.2.1. Dans I'hypothése d’'un cylindre lentement va-
riable, il n'y a pas de composante du champ électrique suivant
la direction du faisceau, donc pratiquement pas d’accélération
suivant Oz : v, peut étre considéré comme constant et égal a v,.
La méme hypothése suppose que le mouvement radial est négli-
geable donc v, £ v,.

D.2.2. L’équation de la dynamique en projection ra-
diale donne pour un électron périphérique :

dv, e|eol| 7o
m— = Fy = ——
dt : 2¢,
sur une distance ! correspondant approximativement a un temps
1
t = ; on aura :
UO
elolre 1
r = ———
2g,m Vo
Uy eloo] 7o l
o = = - .
[ 2¢,m U2
Compte tenu de |I| = wr2| g, |V, et de eU = — muv?,
2

on obtient :
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(1)1 1111Vm

v, = —— 0= ——— [J-32,

dne,r, U 4\/—2-Jtsoro\/z

Ar lo
D.2.3. La dilatation relative vaut : = .
7o To
soit :
Ar m 11|22
= - _y-i
To € 4V2x €0 o2

Tout autre parametre étant donné en particulier |I|, si l'on
B Ar
veut diminuer r,, —— va augmenter. Autrement dit, plus le pin-
7o
ceau est étroit, plus, a4 flux de particules donné, l'interaction
électrostatique entre les particules tend a faire diverger le pinceau.

D.24. Application numérique : = 0,21.

7o

R. JULLIEN,

A-M. QUITTET,
(Université Paris - Sud).
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CAPES
(OPTION PHYSIQUE ET CHIMIE)

SESSION DE 1980

COMPOSITION DE CHIMIE
{Durée : 4 heures)

Le théme adopté pour ce sujet est a I’évidence trés vaste. Les can-
didats auront donc tout intérét a répondre avec précision et concision
aux questions posées, sans digression.

Les calculs numériques seront effectués avec une précision raison-
nable. Les échelles indiquées dans ['énoncé seront respectées.
DONNEES NUMERIQUES
Equilibre ionique de l'eau :
H;0 =2 Ht(g) + Hyg) AHOg = 57,3 kJ. mol-1
(écriture simplifiée) pK. = 14,00 a 25°C
pK, de quelques couples acide-base (relatifs au solvant H,0)

Couple pKa
CHsCOOH/CH3COO~ . ... .. e, 4,8
CH2CICOOH /CHoCICOO . .. ... 2,8
CHyCHzOH fCH3CH20~ . ...t 18 environ
OH 0~
/
/ ........ 9,8
NO2 NO2
OH 0"
/ ....... 04
NO- ‘ NO2 NO2 NO:
NHF NHI. Lot are e 9.2
NH{ NH;
@ / @ ........
CoHsNH} fCaHsNHz. . ... 10,8
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Domaines de virage de quelques indicateurs colorés

Nom usuel Domaine de virage
Bleudethymol..........“.........H.,......j... 1,2 - 2,8
Hélianthine . .. ...... ... .. i, 3,2 - 4,5
Rouge de méthyle. ... ..... L 4,4 - 6,2
Bleu de bromothymol . . ........ ... ... ... ... ... .... 6,2 - 7,6
Bleu de thymol......... ... .. ... ... .. . .. 8,0 - 9,6
Phénolphtaléine . .............. T 8,0 - 10,0

TABLEAU 1. — Quelques grandeurs thermodynamiques a 298 K

(Les conventions de «zéro» sont les conventions habituelles)

Corps Etat AHP KJ . mol- S0 1. mol-1. K-t
O gar - 130,5
Neooooioiiiiii e gaz - 191,3
NHy oovvvvviiiiin gaz — 46,1 192,3

Cl oo 242

Données générales :
‘Constante de Planck : # = 6,63 x 10-3# J.s
Constante d’Avogadro : Ny = 6,02 x 102 mol-1
Célérité de la lumiere : ¢ = 3,00 x 108 m.s-1
Constante des gaz parfaits : R = 8,31 J. mol-1. K-L

ACIDES ET BASES
A. DEFINITIONS (sur 5 points)

1. Définitions de Bronsted.
Définir et illustrer d’exemples chacun des termes suivants :
— «acide» et «base»;
— « couple acide-base »;
— «ampholyte ».

II. Les solvants acido-basiques.

1. Ecrire le bilan de la réaction traduisant 1’équilibre d’autoproto-
lyse de l'eau en spécifiant les couples acide-base de l'eau. (On définira
le terme « autoprotolyse »).
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Comment peut-on montrer expérimentalement que l'eau pure est
légerement dissociée ? Expliquer.

2. Donner la définition du pH d'une solution aqueuse. Qu’est-ce,
respectivement, qu'une solution aqueuse : «acide», «basique »,
« neutre » ?

3. Calculer le pH de l'eau pure a 20°C et a 30°C. Conclusion ?

4. Donner un autre exemple de solvant qui est le siége d'un équi-
libre d’auto-protolyse. Indiquer les couples acide-base du_solvant.

I11. Définitions de Lewis.
1. Donner les définitions respectives d'un acide et d'une base.
Exemples.

2.Citez, en justifiant votre réponse, un composé que l'on peut clas-
ser dans la méme catégorie (acide ou base) quelle que soit la défi-
nition adoptée (Bronsted ou Lewis).

B. SOLUTIONS AQUEUSES (sur 45 points)

1. Mesure du pH des solutions aqueuses.

Décrire brievement le fonctionnement d'un pH-metre. On précisera
tout particuliérement le type de grandeur physique mesurée et la nature
des réglages de l'appareil (standardisation) qui s'imposent avant toute
mesure de pH.

Faire un schéma clair des électrodes de mesure, et en donner brié-
vement le principe de fonctionnement.
II. Comportement des acides et des bases en solution aqueuse.

1. Donner la définition d’'une solution aqueuse d’acide fort et d’une
solution aqueuse de base forte. Citer plusieurs exemples dans chaque
cas.

2. Quelle est l'espéce chimique que l'on considére généralement
comme étant l'acide le plus fort pouvant exister dans une solution
aqueuse ? Méme question pour l'espéce basique la plus forte.

(Justifier briévement les deux réponses.)

3. Définir le pK, d'un couple acide-base en solution aqueuse. Mon-
trer comment l'on peut classer les couples acide-base & l'aide des pK,.

4. Calculs de pH de solutions aqueuses.

a) Calculer le pH d'une solution aqueuse d'un acide fort de
concentration molaire volumique c,.

Application numérique :
¢y = 10-1 mol.1-1; ¢y = 10-4 mol. 1-1

b) Calculer le pH d’une solution aqueuse, de concentration
molaire volumique ¢g, d'un monoacide faible dont on donne la valeur
de la constante pK,.

Application numérique :
pK, = 36, ¢ = 10-! mol.1-!, puis ¢y = 10-4 mol. -1,
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Calculer le coefficient d’ionisation de l'acide faible dans les deux
cas envisagés.

5. Dosage d’un acide fort par une base forte.
a) Qu'estce qu'un « dosage »?

b) On verse. progressivement une solution aqueuse d’hydroxyde
de sodium dans 20 cm3 d'une solution aqueuse d’acide nitrique. Les
deux solutions sont décimolaires.

Tracer la courbe de variation du pH en fonction du volume v, de
la solution d’hydroxyde de sodium versé. On donnera les valeurs du
pH pour des volumes v, égaux a 0 cm3, 10 cm3, 19 cm3, 20 cm3, 21 cm3
et 25 cm3.

Echelle : 0,5 cm pour 1 cm3 et 1 cm pour une unité de pH.

¢) Quel (s) indicateur (s) coloré (s) peut-on utiliser pour déter-
miner le volume v, correspondant a I’ « équivalence » ? L'emploi d'un
indicateur coloré permet-il une détermination précise de l'équivalence ?
Expliquer, éventuellement, pourquoi.

d) On prend 10 cm3 d'une solution environ décimolaire d’acide
nitrique que l'on dilue pour amener le volume de la solution & 100 cm3.
On verse progressivement dans les 100 cm3 de la solution diluée, une
solution exactement décimolaire d’hydroxyde de sodium. On mesure
au conductimetre la conductance du volume d’électrolyte délimité par
la cellule de mesure. Les résultats expérimentaux sont rassemblés
dans le tableau suivant :

Volume de la solution d’hydroxyde de sodium versé (cm3),........

Conductance mesurée en millisiemens (mS)..................... ‘ 7,7

— tracer la courbe de variation de la conductance en fonction du
volume d’hydroxyde de sodium versé.
Echelle : 1 cm pour 1 mS, 1 cm pour 1 cm3.
— justifier 'allure de la courbe;
— calculer la normalité de la solution initiale de l'acide nitrique;
— pourquoi a-t-on dilué la solution d’acide nitrique & doser ?

6. Dosage d’un acide faible par une base forte.

On veut déterminer la concentration molaire volumique d'une solu-
tion aqueuse d’acide éthanoique (acide acétique) a l’'aide d'une solu-
tion d’hydroxyde de sodium. Les résultats expérimentaux sont ras-
semblés dans le tableau suivant.

Volume de la solution d’hydroxyde de sodium versé : v em3.} 0 ' 1,0

6,0 90| 95} 99 10,0

11,0

pHdelasolution........ .. ... ... ... . ... ... ... 2,9

3,8 l 4,4‘ 50| 58| 61| 68 8,7

11,7
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a) Tracer la courbe pH = f (v).
Echelle : 1 cm pour 1 cm3; 1 cm pour une unité de pH.

b) Quelles particularités de la courbe indiquent que l'on a
affaire a un acide faible ?

c) Déterminer a l'aide de la courbe la valeur du pK, de l'acide
utilisé. On justifiera la méthode de détermination.

d) La concentration molaire volumique de la solution d’hy-
droxyde de sodium est inconnue. Calculer la concentration initiale de
la .solution d’acide éthanoique. Retrouver par le calcul, la valeur du
pH a l'équivalence.

On démontrera les formules nécessaires.

e¢) En mélangeant judicieusement des solutions d’acide étha-
noique et d’hydroxyde de sodium, on peut réaliser des solutions « tam-
pon » acide-base. Définir ce type de solution, et le pouvoir tampon
(appelé quelquefois coefficient tampon) de telles solutions. De quels
facteurs dépend le pouvoir tampon d’une solution ? Justifier.

7. Indicateurs colorés de pH.

a) Qu’estce qu'un indicateur coloré de pH (nature chimique,
principe de « fonctionnement ») ?

b) Le diméthylamino4’ azobenzéne sulfonate-4 de sodium (hé-
lianthine) est constitué des ions sodium et des ions de formule :

CH — —
NN NN O 505
e (O )N O 505

— Représenter les formules de la forme acide et de la
forme basique de l'hélianthine.

/

La zone de viragc de I'hélianthine est comprise entre pH = 3,2
et pH = 4,5. Donner l'ordre de grandeur du pK, de cet indicateur.

— Expliquer le changement de coloration entre la forme
acide et la forme basique de I’hélianthine.

— Proposer une synthese de cet indicateur en utilisant en
particulier :

2§:> N _@ NHe 5@-50:&1

N, N-diméthylaniline et Acide amino4 benzéne sulfonique
8. Action des solutions acides sur les métaux.
a) Comparer l'action des solutions diluées d’acide nitrique et
de chlorure d’hydrogéne sur les métaux suivants : .

— cuivre ;
— fer;
—or;
— zinc.
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b) Décrire et interpréter :

— l'action d’une solution trés concentrée d’acide nitrigue
sur le fer;

— l'action du mélange de solutions concentrées d’acide ni-
trique et de chlorure d’hydrogéne sur l'or.

Expliquer.
9. Action des acides et des bases sur les solutions aqueuses.

a) Décrire et interpréter les phénomeénes observés lors de l'ac-
tion d'une solution d’acide sulfurique sur les solutions aqueuses
suivantes :

— hydrogénocarbonate de sodium ;
— sulfite de sodium ; '
— nitrite de potassium ;
— nitrate de béryum‘
(On indiquera également comment on peut mettre en évidence les
produits formés.)

b) Décrire et interpréter les phénoménes observés lors de 1'ac-
tion des solutions aqueuses d’hydroxyde de sodium d’une part, et
d'ammoniac d’autre part, sur les solutions aqueuses suivantes :

— sulfate de fer (II);
— sulfate d’aluminium ;
— sulfate de zinc;
— sulfate de cuivre (I1).
c) Lorsque l'on veut doser les ions fer (II) par les ions perman-
ganate, on opére en milieu acide. Pourquoi ?
Ecrire le bilan de la réaction de dosage.

Parmi les solutions aqueuses d’acide nitrique, d’acide sulfurique et
de chlorure d’hydrogeéne, quelle est celle qu'il faut utiliser pour aci-
difier le milieu ? Expliquer.

10. Force des acides et des bases.

a) Acides.

Comparer la force de l'acide éthanocique a celle de l'acide mono-
chloroéthanoique. Interpréter gualitativement.

Méme qucstion avec les acides suivants : éthanol, phénol, trini-
tro-2,4,6 phénol.

b) Bases.

Méme question avec les bases suivantes : ammoniac, aniline,

monoéthylamine.
C. SYNTHESE DES ACIDES ET DES BASES (sur 10 points)

1. Une synthese industrielle : 'ammoniac.

Equilibre de formation de I'ammoniac :
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1. Calculer la variation d’enthalpie standard AHO0g; de la réac-
tion (1) a 298 K. Prévoir le déplacement de 1'équilibre lorsqu’on modi-
fie la température d'une part, et la pression d’autre part.

2. On suppose que les grandeurs thermodynamiques rassemblées
dans le tableau I sont indépendantes de la température. Calculer la tem-
pérature d’inversion de l'équilibre (1). )

3. Donner les conditions expérimentales (P, T, catalyseurs...) lors
de la synthése industrielle de l'ammoniac. Justifier brievement ces
conditions.

4. Quelle est l'origine des gaz utilisés pour cette synthése? En
quelques lignes, décrire un mode d’obtention industriel de I'hydrogéne.
Pourquoi est-il nécessaire ici de purifier ce gaz?

II. Aspect cinétique : synthése du chlorure d’hydrogeéne.

1. Quelle est l'importance de la synthése directe pour la production
industrielle du chlorure d’hydrogéne ? Citer un autre mode de pro-
duction industrielle.

2. Le mécanisme de la réaction entre l'hydrogéne et le chlore
avec initiation photochimique est celui d’'une réaction en chatne :

1) cl —>2Cle

2 Cl- + H, >HCl+H-
3) He+ ClL - HCl + Cl+
(4) Cl+ + Cl+ + (P) = Cl, + (P)

ou (P) représente un partenaire de choc (molécule du milieu ou paroi).
a) Calculer la longueur d’onde maximale des radiations électro-
magnétiques permettant la dissociation du chlore [réaction (1)].
Pourquoi n'envisage-t-on pas la réaction (1’) suivante :
(1) H,»>2H-?
b) Justifier la nécessité d'un partenaire de choc (P) dans la
réaction (4).
c) Les radicaux Cle et H+ étant particulierement instables, on
leur applique le principe des états quasi stationnaires.
Exprimer la vitesse de formation du chlorure d’hydrogéne en fonc-
tion de ky, ky, ki, k4, [Cly] et [H,]. [On désigne par ky, ky, k; et kg
les constantes de vitesses respectives des étapes (1), (2), (3), (4)].

D. ACIDES ET BASES EN CHIMIE ORGANIQUE {(sur 20 points)
1. Addition du bromure d’hydrogéne sur les alcénes.
1. Réaction hétérolytique. i
a) Donner le mécanisme de la réaction. ,
b) Discuter l'orientation de l'addition en prenant l'exemple du
propéne. .
2. Réaction radicalaire.

Discuter le mécanisme et l'orientation de l’'addition lorsque la
réaction se fait en présence d’initiateurs de radicaux (on pourra prendre
I'exemple du peroxyde de benzoyle).
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I1. Réactions d’élimination.

1. Donner les mécanismes possibles de déshydrogénation des déri-
vés monohalogénés des alcanes.

2. Justifier la position de la double liaison formée.

II1. Un exemple de réaction catalysée.

1. Ecrire le bilan de la réaction de formation de !l'’hydroxy-4
méthyl-4 pentanone-2 (« diacétone, alcool ») a partir de la propanone.
. Expliquer le réle catalytique des ions hydroxyde dans cette réaction.

2. Un dispositif expérimental de laboratoire, utilisant un extracteur
Soxhlet, permet de préparer le cétol a partir de la propanone. Décrire
ce dispositif et les phénomenes qui s'y produisent. Pourquoi a-t-on, avec
ce dispositif, un bon rendement, bien que la réaction de formation du
cétol soit une réaction équilibrée ?

IV. Réactions de lUacide nitreux avec les amines. )
1. Ecrire les équations-bilans des réactions mettant en jeu l’acide
nitreux et les différentes classes d’amines.

2. Discuter la stabilité de l'ion diazonium obtenu soit a partir d’une
amine primaire aliphatique, soit & partir de l'aniline.

V. Amino-acides, peptides, polyamides. )
1. On se propose de faire la synthése du plus simple des amino-
acides, l'acide aminoéthanoique {glycine).
a) Comment peut-on obtenir l'acide monochloroéthanoique a
partir de l'acide éthanoique ?
b) On fait agir un grand excés d’ammoniac sur l'acide mono-
chloroéthanoique & 50°C. On acidifie le milieu, et on obtient 1'acide

aminoéthanoique. Ecrire les bilans des réactions mises en jeu dans ce
mode opératoire. Pourquoi acidifie-t-on le milieu en fin de réaction ?

2. a) Qu'estce qu'un peptide ?

b) Ecrire les formules des dipeptides que 'on peut obtenir a
partir d'un mélange d’acide aminoéthanoique et d'acide amino-2 pro-
panoique (alanine).

Quelle particularité présente l'alanine au point de vue de la
structure ?

3. a) Qu’estce que le nylon6, et le nylon-6,6 ?

Ecrire les formules. ’

b) A partir de quels réactifs prépare-t-on dans l'industrie le
nylon-6,6 ? A partir de quels réactifs peut-on le préparer plus facile-
ment au laboratoire ? Pourquoi ?

¢) Le nylon-6,6 devient un polymére cristallin orienté lorsqu’il
est soumis a une forte tension, la température étant supérieure a 50°C.

— Qu'est-ce qu'un polymeére cristallin orienté ?

— A quelles particularités structurales peut-on lier Vexis-
tence de forces intermoléculaires importantes entre les
chaines de ce polymeére ? {(on pourra faire un schéma).
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SOLUTION

Remarque préliminaire.

Le proton hydraté sera écrit H;O+; on pourrait 'écrire éga-
lement H+,q.

ACIDES ET BASES

A. DEFINITIONS
I. Définitions de Bronsted.

— Un acide de Brénsted est un composé (molécule ou ion)
susceptible de libérer un proton H+ ; par exemple l'acide nitrique
HNO;, l'acide éthanoique CH;COOH, l'ion ammonium NH+,.

— Une base de Bronsted est un composé (molécule ou ion)
susceptible de capter un proton; par exemple : 'ammoniac NHj,
I'ion hydroxyle OH-, l'ion cyanure CN-.

— Un couple acide-base est constitué par un acide de Brons-
ted et l'espece obtenue apres le départ du proton (ou par une
base de Bronsted et l'espéce obtenue apres capture du proton).
11 correspond a l'équilibre :

acide == base + proton.

Par exemple :

le couple acide cyanhydrique/ion cyanure, HCN/CN-;
le couple ion ammonium/ammoniac NH+;/NHa.

— Un ampholyte est un composé (moléculc ou ion) suscep-
tible de se comporter comme un acide et une base de deux couples
différents; par exemple l'ion dihydrogénophosphate H,PO-,,
acide du couple H,PO,~/HPO2- et base du couple H;PO,/H,PO,-.

II. Les solvants acido-basiques.

1. L’autoprotolyse d'un solvant est la réaction de transfert
d’'un proton entre deux molécules du solvant. Dans le cas de l'eau,
elle s'écrit :

H;O0 + H,0 &= H;0+ + OH-.

L’eau se comporte dans cette réaction comme un ampholyte
correspondant aux couples H,O0/OH- et H;0+/H,0.

14
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On peut montrer que l'eau est légérement dissociée en mesu-
rant sa conductivité. Elle devrait étre nulle si l'eau n’était pas
dissociée.

Cette conductivité est tres faible; elle vaut a 25°C :

o = 55+10-6 ohm-1. m-1
2. On appelle pH d’une solution aqueuse la quantité :

pH = —logj, [H;0+]
ou [H;0+] représente l'activité du proton hydraté.

Dans la pratique, sauf en solutions assez concentrées, on peut
confondre activité et concentrations. Si y est le coefficient d’acti-
vité de H;0+, on a [H30+] = v (H;O+) ou (H;O+) est sa
concentration.

Pour les solutions de chlorure d’hydrogéne, on trouve :

concentration en HCI 0,001 0,01 0,1
Y 0,967 0,914 0,83

En solution aqueuse, une solution sera :
neutre si [H;0+] = [OH-] ou pH = pK./2
acide si [H;0+] > [OH-] ou pH < pK./2
basique si [H;0+] < [OH-] ou pH < pK/2.

A 25°C, une solution acide aura un pH inférieur a 7; une
solution basique aura un pH supérieur a 7.

3. Le pH de l'eau pure est pH = pK./2. Il faut donc calculer
la constante d’ionisation de l'eau, K. a 20°C (293 K) et 30°C
(303 K), connaissant sa valeur a 25°C (298 K). On utilise la loi
de Van t'Hoff :

d Log K. AH?

dT RT?
— Calcul simplifié : On suppose que, I'écart de température
étant faible, on peut assimiler les quantités infiniment petites
dT et d Log K, aux quantités finies AT et ALogK.; on a donc :

AHO T
ALogK., = 23 Alogp Ke = A
g 10 RT2
1 1
or : ApH = — ApK, = ——— Alogp K,
2 2
1 AH® AT

d’ol1 ApH = ——— —
2 23R T2
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Pour AT = 5 K, on en déduit |A pH| = 0,08.
Les valeurs demandées sont donc :
a20°C pH = 7,08; a 30°C pH = 6,92.
— Calcul complet : on integre la loi de Van t'Hoff en :

K. (T) AHO < 1 1 >

T To

Log = —

K. (T,) R
ce qui donne :
a 20°C K. = 6,7310-15 pH = 7,09,
a 30°C K. = 147-10-1 pH = 692.
(on remarque que le calcul simplifié donne les mémes résultats,
ce qui justifie son utilisation).

Le pH de l'cau diminue quand la température augmente ; la
varation est mesurable (environ 0,2 unités quand on passe de
20°C a 30°C). Il faut donc préciser les températures dans les
mesures de pH.

4. L'ammoniac liquide est un solvant, siége d'un équilibre
d’autoprotolyse : }
NH3 + NH3 = NH4+ + NHZ_.
Les couples de 'ammoniac sont NH,+/NH; et NH;/NH,-. Par
extension, le pH dans l'ammoniac liquide sera :
pH = —logy [NH4*].
II1. Définitions de Lewis.

1. Un acide de Lewis est un composé susceptible d’accepter
un doublet électronique; par exemple BF;, AICl;, Ag+.

Une base de Lewis est un composé suceptible de céder un
doublet électronique ; exemple NHj.

2. L'ammoniac se comporte comme :
une base de Bronsted, selon : NH; + H+ = NH,+.

une base de Lewis selon, par exemple :
2 NH; + Ag+ = Ag(NH;)+. '

B. SOLUTIONS AQUEUSES
I. Mesure du pH des solutions aqueuses.

Le pH-metre est un millivoltmetre a grande impédance ; il
mesure la différence de potentiel entre :



212 BULLETIN DE L’'UNION DES PHYSICIENS

— une électrode de mesure, en général 1'électrode de verre ;
— une électrode de référence, par exemple I'électrode au calomel.

La différence de potentiel est de la forme : E = A — B (pH),
A et B étant fonction de T.

Il sera donc nécessaire :
— de définir et d’afficher la température a laquelle on travaille;
B est ainsi fixé;

-— de standardiser 'appareil, c’est-a-dire déterminer la valeur de
A a T donnée pour cela, on plonge les électrodes dans une
solution de pH connu qu’on affiche sur l'appareil.

— Une électrode de verre (fig. 1) est constituée par une boule
de verre (épaisseur : 0,02 a 0,002 mm) dans laquelle plonge une
électrode au chlorure d’argent (tige d’argent recouverte de AgCl

e wans Ml mENe

R argemr
fecanvent o Ay

Wiew b rane N s olwhiom
& de MU o b,
verne
Fig. 1. — Schéma d’une électrode de verre.

solide, en contact avec HCI). On place dans la boule une solution
d’acide chlorhydrique de pH connu (0 ou 7 en général). La paroi
de verre introduit une discontinuité de potentiel qui vaut
— k (pH, — pH).

— Une électrode au calomel (fig. 2) comprend :

— une pate calomel (Hg,Cl, solide) et mercure (liquide),
— un fil de platine servant de connection avec l'extérieur,

— un électrolyte, du chlorure de potassium (en général saturé).

Le couple qui intervient est le couple Hgy+/Hg et la chaine
électrolytique de l'électrode est :

Pt| Hg lig.| Hg,Cl; solide | K+ Cl-}
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Fig. 2. — Schéma d’une électrode au calomel.
Son potentiel sera donc :

RT
E = E° + —— Log (Hgz+).
2F

Si K = (CI-2(Hg?+) est le produit de solubilité de Hg,Cl,,
on aura : :
RT K,
E=E+4+ — Log ——.
2F (Cl1-)»

A 25°C, en solution KCl saturée, E.,; = 0,244 V.E.N.H.

1I. Comportement des acides et des bases em solution aqueuse.

1. Un acide fort est un acide entiérement dissocié en solution
aqueuse ; par exemple : HCl, HNO,, HCIO,.

Une base forte est une base entierement dissociée en solu-
tion aqueuse (ou pour laquelle la réaction avec l'eau est totale);
par exemple : I'hydroxyde de sodium, l'ion alcoxyde RO-, l'ion
amidure NH,-.

2. L'acide le plus fort pouvant exister en solution aqueuse
est l'ion hydroxonium H;0+; en effet, pour un acide fort, la
réaction :

AH + H,0 - A- 4+ H;0+

sera totale et l'acide AH n’existera pas en solution.
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De méme, la base la plus forte pouvant exister en solution
aqueuse sera l'ion hydroxyle OH- ; la réaction :

B- + H,O0 - BH 4 OH-
sera totale.

3. Soit un couple acide-base AH/A-; en solution aqueuse, il
existe I'équilibre.

On appellera constante d’acidité dans le solvant eau :
[H;0+] [A-]

[AH]
ou [ ] représente l'activité et pK, = —logy K,.

Dans le calcul des constantes, on fait en général intervenir
les concentrations. Plus un acide sera fort, plus la réaction de
dissociation sera avancée et plus K, sera grand, donc plus pK,
sera petit. Les valeurs des pK, peuvent donc servir a classer la
force des acides.

4. a) Pour un acide fort, on écrit :

neutralité électrique de la solution : (H;0+) = (A-) + (OH-),

dissociation totale : (A-) = c,,

produit ionique de l'eau : Ko = (H;0+) (OH-).

Si la concentration n'est pas trop faible, ce qui est le cas ici :

(OH-) € (H;30+) entraine (H;0+) = ¢, et pH = —log ¢,

soit : ¢, = 10-! mol.1-! pH = 1,
C¢o = 10-4 mol.1-1 pH = 4.

Remarques.

— L’approximation est valable tant que pH < 6,5;

— Pour ¢, = 0,1, la mesure du pH donne un résultat voisin
de 1,1; en effet, on est a la limite de l'approximation qui consiste
a confondre les activités et les concentrations.

b) Pour un acide faible, il faut résoudre le systéeme :

conservation de la masse : ¢, = (AH) + (A-),

neutralité électrique : (H;0+) = (A-) + (OH-),

(H;0+) (A-)

(AH)

produit ionique de l'eau : K. = (H30+) (OH-).

Si l'acide n’est pas trop faible, ni trop dilué, on peut négliger
(OH-) devant (H;0+).

Pour un acide de force moyenne, en solution assez concentrée,

constante d’acidité : K, =
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on peut poser : :
(A-) € (AH) ou (H;0+) € ¢,
d’ou :
(H30+) 1
Ky = ———— pH = — (pK.—log ¢,).
Co 2
Cette formule appliquée au cas ou ¢, = 10-! mol.1-! conduit
a:pH =23 (H30+) = 5+10-3 (approximation satisfaisante)
(A-)
et : o = = 5-10-2,
Co

Par contre, dans le cas ou ¢, = 104 mol.1-], on trouve que
pH = 38 soit (H;O0+) = 16-10-4 ce qui est impossible
[(H30+) > col.

On ne peut plus négliger (A-) devant ¢, et il faut résoudre
I’équation :

(H;0+)

Co — '(H3O+)
soit, apres calcul : pH = 4,12 (H;0+) = 7,66+10-5 o = 0,766.

a =

5. a) Un dosage est la détermination de la concentration
d'une espéce chimique dans un mélange.

b) Pour v = 0, on a une solution 0,1 M d’acide nitrique.
On a pH = 1 (avec les réserves du 4.a).

Pour 0 < v < 20, il y a un exces d’acide; les équations :

Co Vo Co U
(NO;-) = —— (Nat+) = ——— (H;0+) + (Na+)...
Uo+ U Uo+ 0
w. = (NO3~) + (OH-)

conduisent a, en supposant (OH-) € (H30+), c’est-a-dire tant que
pH < 65,
Vo— U Vo—7VD
(H;0+t) = — ¢, pH = —log ¢,—log
Vo + v Vo + v
soit pour : v =10 pH =148; v =19 pH = 259.
Pour v = 20, on est au point d’équivalence; la solution est
équivalente a une soluton d’ions Na+ et NO;-; on a donc pH = 7.
Pour v > 20, on est en milieu basique et donc (H;0+) < (OH-)
si pH > 7,5. On en déduit :
U— U v —U,
(OH-) = ¢¢c, ——— pH = 14 + Log ¢, + log
v+ v, v+ D,
soit pour: v = 21 pH = 114; v = 25 pH = 1205.
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Le tracé de la courbe est donné par la fig. 3.

| —

.
° ‘o to 30

Fig. 3. — Dosage HNO; par la soude.

c) L'indicateur coloré doit changer de teinte dans le do-
maine de variation brusque du pH, c’est-a-dire pratiquement dans
la zone 19,7 < v <« 20,3 (pour avoir une précision de l'ordre de
1,5%); cela correspond a :

31 < pH < 109.

Le domaine de virage des indicateurs doit étre inclus dans cet
intervalle de pH. On pourra donc employer 'hélianthine, le rouge
de méthyle, le bleu de bromothymol, le bleu de thymol, la phénol-
phtaléine.

d) Le tracé de la courbe est donné par la fig. 4.

Quand on ajoute de la soude a la solution d’acide nitrique,
on remplace les ions H;O+ (mobilité 34 « 10-8 SI) par des ions Na+-
de mobilité inférieure (5+10-8); par suite, la conductance de la
solution diminue. Au point équivalent, on a une solution qui ne
contient pratiquement que des ions Na+ et NO;-; la conduc-
tance est minimale. L'addition de soude apres le point équivalent
conduit a ajouter des ions Na+ et OH- (mobilité 18+ 10-8); la
conductance augmente.
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y WnAdudronu

q Q;.,ms

Ve Voem tm3
5 to
Fig. 4. — Dosage conductimétrique.
Le point équivalent est obtenu a lintersection des deux
demi-droites ; on trouve v, = 10,1 cm3. La concentration de la
solution est donc, aprés dilution ¢’ = 0,010 M soit, puisqu’on

avait dilué 10 fois :
¢ = 0,10 mole.1-L

On a dilué la solution afin d’éviter les variations importantes
de volume lors de 'addition de soude (on passe de 100 a 113 cm?3) ;
de cette fagon, la conductance est une fonction linéaire du
volume versé, sauf au voisinage du point d’équivalence; on se
rameéne a l'intersection de deux droites.

6. a) Voir fig. 5.

b) Les particularités de la courbe montrant qu’il s’agit
d’'un acide faible sont :

— une pente importante au voisinage de v = 0;

— l'existence d'un point d’inflexion au voisinage de la demi-
équivalence et une varation faible du pH dans cette zone;

— le pH du point d’équivalence supérieur a 7.
¢) Les relations de conservation de la masse en acide :
CO vO

(AH) + (A-) =
v+ v,
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1 34

Voem v >

—>

=] 5 ‘o s

Fig. 5. — Dosage d'un acide faible par une base forte.

(avec ¢, concentration initiale de V’acide, v, volume initial d’acide,
v volume de soude versée, ¢ concentration de la soude, v, volume
de soude a l’équivalence) :
cv
la concentration des ions Na+ : (Na+) = ,
’ Vo+ U

la neutralité électrique de la solution :

(Na+) + (H;0+) = (A-) + (OH-)
permettent d’obtenir :

cD
(A-) = ——— 4 (H;0+)—(OH-)...
Vo + U
Co Up— CU
w(AH) = ——— ¢ (OH-) — (H,;0+).
Vo + v

Dans le domaine 1,5 < v < 9,5, on peut supposer que (OH-)
et (H;0+) sont négligeables devant (Na+) et (A-). Ceci donne :

cv Co Vg — CV
(A-) = ———  (AH) =
Vo + U Vo + ¥
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En portant dans K, et en remarquant que, a l’évidence,
Co Vo = C* U, on en déduit :
A-) V,— U
= (H0+) ——
v
Si on se place a la demi-équivalence : v = v./2, d’'ou1 :
pKa = (pH)ij2.

Sur la courbe proposée, le point d’équivalence est a : v, = 10 cm?;
on en déduit que :

Ka = (H;0%)

pK. = 48.

d) En utilisant la formule démontrée au I1.4.b), on a
pour v = 0 une solution d’acide faible et donc :

1
pH = T (pK,—log ¢,).

En utilisant pour pK, la valeur trouvée et en prenant :

pH = 29, on obtient :
¢, = 10-1 mol.I-L

L'éthanoate de sodium étant une base faible, on a au point
d’équivalence un pH supérieur a 7. Les relations entre les concen-
trations sont dans cette solution :

conservation de la masse : (A-) + (AH) = ¢’ = (Na+),

ou ¢’ représente la concentration totale au point équivalent,

neutralité électrique : (A-) + (OH-) = (Na+) + (H;0+),

(H;0+) (A-)

(AH)
Si on suppose que (OH-) et (H;0+) <€ ¢/, (ce qui semble véri-
fié par les valeurs), on aura, puisque : (H;0+) € (OH-) :

constante du couple AH/A- : K, =

(Ac-) = ¢’ (AcH) = (OH-) =
(H;0+)2 ¢’

. Tk

soit pH = T (pKa + pK. + log c').

(H;0+)

L’énoncé ne précisant pas le volume initial d'acide acétique
employé et la concentration de la soude utilisée au dosage, il est
impossible de connaitre ¢’. Cependant, on peut supposer que la
soude et l'acide sont de méme molarité et donc quc le volume
au point équivalent est le double du volume initial soit ¢’ = ¢/2.
Ceci conduit a : .

pH = 8,75.
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On a trouvé, sur la courbe (donnée du texte) qu’a I’équivalence :
pH = 87
ce qui justifie les approximations faites.

e) On appelle solution tampon, un mélange d’acide faible
et de sa base conjuguée, dans des proportions telles que son pH
varie peu avec la température, la dilution ou l'apport d’acide ou
de base.

dCB
Le pouvoir tampon est défini par : t = ou dcg est la
d pH
variation de la concentration d'une base forte qui entraine une
variation d pH du pH.

Ce pouvoir tampon dépend :
— des concentrations de l'acide faible et de sa base conjuguée,
— du rapport des concentrations.

Si on pose, dans une solution :

(AH) = ¢c(1—x) (A-) = ¢cx avec 0l <x<09
le pH de la solution est donné par :

X
pH = pK, + log ——— (cf. I1.6.¢c)
1—x ,

Si on ajoute dcg = cdx moles de base forte :

1 x 1 dx
de=d<—lr1 >=———-———————

2,30 1—x 2,30 x(1—x)
dcg dx

et : t = = c t = 2,30 cx (1—x)
d pH d pH

t est fonction de ¢ = (AH) 4 (A-); t passe par un maximum
pour x = 05, c’est-a-dire pour un mélange équimolaire en acide
et base faible.

7. a) Un indicateur coloré «estune substance organique,
couple acide-base faible, dont les formes acide et basique ont des
couleurs différentes.

Si on appelle HIn la forme acide, de couleur A, et In- la
forme basique de couleur B, on aura l'équilibre :

HIn + H20 = H30+ + In-
défini par une constante d’acidité :
(H;0+) (In-)

(HIn)
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Si on impose un pH a la solution d’indicateur coloré, et en
supposant que sa présence ne modifie pas la solution (d'ou la
nécessité de n'employer quz de faibles quantités d’indicateur), on
aura :

(In-)
log ——— = pH—pK,.
(HIn)

On admet qu'une teinte domine si la concentration de l'espéce
correspondante est 10 fois plus grande que celle de l'autre es-
péce (en fait le rapport exact dépend de nombreux facteurs :
observateur, couleurs des deux formes...). La teinte acide apparai-
tra donc quand :

(HIn)
— > 10 soit pH < pK; — 1.
(In-)
La teinte basique apparaitra donc quand :
(In-)
— 2> 10 soit pH > pK; + 1.
(HIn)

Entre ces deux valeurs de pH, on définit le domaine de virage
de l'indicateur. Certains indicateurs, comme la phénolphtaléine,
sont unicolores.

b) La forme basique de I'hélianthine est la forme donnée
dans I'énoncé :

CH;,
AN
CH;

La forme acide de I'hélianthine est : -

K= COomnmn@)-s00

Le changement de teinte est dii & une modification des conju-
gaisons dans le passage d'une forme a l'autre, donc a4 des absorp-
tions différentes. La synthése de I’hélianthine peut se faire selon
le schéma suivant :

ou

I

CH,
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— diazotation de l’acide amino4 benzéne sulfonique, avec. du
nitrite de sodium en milieu acide chlorhydrique, vers 0°C :

®
1
HSO, NH, + HNO, > HSO;—@ N =N, CI®+ 2H,0

— copulation du sel de diazonium obtenu avec la NN diméthyl-
aniline ; elle se fait en para de la fonction amine :

.+ HSO;@N = NN/

— addition de soude au milieu afin d’obtenir 1e sel de sodium
(hélianthine) :-

/CH;
HSQ@N = N@N\ + OH- > H0 ..
CH;,
- /CH3
ot 038@N - N—@N\

8. a) La solution diluée de chlorure d’hydrogénc :
— ne réagit pas avec le cuivre et l'or;

— donne avec le fer et le zinc un dégagement d’hydrogéne et la
formation d'ions Fe?+ et Zn?+ (dans le cas, comme pour le fer,
ot I'on peut obtenir deux degrés d'oxydation différents, c’est
toujours le composé de degré le plus bas qui se forme).

Fe + 2H+ —» Fe?+ + H,
Zn 4+ 2H+ > Zn2+ 4 H,.

La solution diluée d’acide nitrique :
— ne réagit pas avec l'or;
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— oxyde le cuivre en ion Cu?+ avec dégagement de monoxyde
d’azote a peu preés pur :

3Cll + 2N03— + 8H+ —» 3Cu?+ + 2NO + 4H20

— oxyde le fer et le zinc en ion Fe3+ et Zn2+ avec dégagement
d’oxydes d’azote ; les produits formés dépendent de la concen-
tration de la solution d’acide nitrique; avec un acide tres
dilué, il peut y avoir formation d’ion Fe?+ et d’ion NH,;+.

b) L'acide nitrique trés concentré passive le fer; il y a
formation d’une couche protectrice d’oxyde a la surface du fer,
ce qui le protége d’'une attaque ultérieure d'un acide méme dilué.
Cette passivation cesse par mise en contact avec un métal moins
oxydant que le fer (cuivre par exemple).

Le mélange de solutions trés concentrées d’acide nitrique et
de chlorure d’hydrogéne constitue- I'eau régale. Ce mélange at-
taque l'or. Les ions chlorure permettant la formation de lion
complexe AuCly— ; le potentiel du couple AuCly-/Au (E° = 0,99 V)
est nettement inférieur a celui du couple Au3+/Au (E% = 1,50 V).
Cela permet l'oxydation de l'or par l'acide nitrique concentré.

9. a) L’hydrogénocarbonate de sodium donne avec l'acide
sulfurique un dégagement de dioxyde de carbone :

HCO3_‘ =+ H+ > C02 + Hzo.

Le dioxyde de carbone est mis en évidence avec de I'’eau de chaux :
il se forme du carbonate de calcium qui précipte :

CO; + Ca(OH), » CaCO;,‘£ + Hy0.

Le sulfite de sodium .donne un dégagement de dioxyde de
soufre :
SO2- + ,H+ - SO, + H,0

qu’'on mettra en évidence par son action sur le permanganate de
potassium (décoloration) :

s$SO; + .MnO4~ + 2H,0 » 5802~ + 2Mn?+ + 4 H+.

Le nitrite de sodium conduit a4 la formation d’acide ni-
treux HNO, :

NO,- + H+ - HNO,
mais celuii est instable & la température ordinaire et se dismuite,
3HNO; » NO;~ + H+ + ,NO + H,0.

I1 y a donc dégagement de monoxyde d’azote qui, & l'air, donne
du dioxyde d’azote (vapeurs rousses) :
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1
NO + T 0; - NO.,.

Le nitrate de baryum donne, avec l'acide sulfurique, du sul-
fate de baryum insoluble dans l’eau, blanc.

Ba2+ 4 SOg2- - BaSO,;_1

b) Le sulfate de fer (II) donne, avec la soude, un préci-
pité d’hydroxyde de fer (II) :

Fe2+ + 20H- —» Fe(OH), (précipité verdatre)

-

Ce précipité est insoluble dans un excés de soude.:

Avec l'ammoniac, il y a formation d’hydroxyde de fer (II).
Les complexes de fer(II) avec 'ammoniac ont des constantes de
formation trop faibles pour qu'il y ait redissolution dans un exces
d’ammoniac.

Le sulfate d’aluminium donne, avec la soude, un précipité
d’hydroxyde d’alumnium, soluble dans un excés de soude par
suite de la formation de l'ion aluminate :

AB+ + 30H- - AlI(OH), ) (précipité blanc)

Al(OH); + OH- — Al(OH);~ (ion aluminate).

Avec I'ammoniac, il y a prec1p1tat10n de I'hydroxyde d’alumi-
nium, insoluble dans un excés d’ammoniac.

Le sulfate de zinc donne, avec la soude, un précipité d’hy-
droxyde de zinc :

. Zn?+ + 20H- - Zn(OH), (précipité blanc).

Ce précipité est soluble dans un excés de soude par formation
de l'ion zincate :

Zn(OH), + 20H- - Zn (OH)2- (ion zincate).

Avec I'ammoniac, il y a précipitation de I'hydroxyde de zinc,
puis redissolution dans un excés d’ammoniac, par formation de
l'ion complexe Zn (NH;)2+ (constante de formation K; = 5-108)
tétrammino zinc (II) :

Zn (OH), + ;NH; - Zn (NH;3)2+ + 20H-.

Avec le sulfate de cuivre(II), la soude donne un précipite
d’hydroxyde de cuivre (II), insoluble dans un exces de soude :

Cu2+ + 20H- -» Cu(OH), (précipité bleu).

-
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Avec l'ammoniac, il se forme d’abord I'hydroxyde de
cuivre (II), soluble dans un excés d’ammoniac par formation de
lion complexe tétrammino cuivre Cu (NHj)2+

Cu(OH); + 4 NH; - Cu(NH;)#+.

c¢) Le dosage des ions fer (II) par le permanganate de
potassium doit se faire en milieu acide pour avoir une réac-
tion quantitative (en milieu non acide il peut se former MnQO;).

Le bilan de la réaction de dosage s’écrit :
5Fe2+ + MnO,~ + 8 H+ - Mn2+ + 5Fe3+ + 4 H,0.

11 faut utiliser l'acide sulfurique pour acidifier le milieu. En
effet, ’acide chlorhydrique est oxydé par les ions permanganate
avec dégagement de chlore; l'acide nitrique lui, oxyde les ions
fer (II) en ions fer (III).

10. a) L’acide monochloroéthanoique est un acide plus fort
que l'acide éthanoique (pK, = 2,8 pour l'un, 4,8 pour l'autre).

Cette différence est due a l'effet inducteur attracteur de
l'atome de chlore. 11 y a affaiblissement de la liaison O — H, donc
acidité accrue. En méme temps, il y a stabilisation de l'ion car-
boxylate de l'acide monochroroéthanoique par rapport a l'ion
carboxylate de l'acide éthanoique : en effet, 'effet inducteur at-
tracteur du chlore réduit la charge négative qui doit s’accumuler
sur cet ion :

0o 0 o°
4 4 /
CH;—C + OH- - | CH;—C «—> CH; —C
AN
NoH 0° o
o o} 0©
V4 V4 /
Cl«CH;«C + OH-->] Cl«<CH,«C «->Cl«CH,—C
N o AN
O—H (0] (0}

L’éthanol est un acide treés faible : dans l'eau c’est la base
EtO- (éthanolate) qui est une base forte ; le phénol est un acide
plus fort que l'alcool ; le trinitro-2-4-6 phénol est un acide presque
fort.

L'ion phénate est beaucoup plus stable que lion alcoolate ;
en effet, il est stabilisé par l'existence de formes mésomeéres
mettant en jeu le noyau benzénique (ce qui est impossible dans
le cas de l'alcool) : N
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&
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L'ion picrate (correspondant au trinitro phénol) est encore
plus stable que l'ion phénate par suite de la présence des grou-
pements NO, en ortho et para qui sont des attracteurs d’électrons :

O 0 »
Do ne O
7 o/

0 (o]

On peut aussi dire que l'ion phénate est plus stable que le phé-
nol, parce que dans le phénol, la délocalisation implique une
séparation des charges :

_ — o
0—H<—~><\>@= O—He- ..
.. @: 6®—He—>‘©e= CG)B—H

Par contre, lion alcoolate n’est pas plus stabilisé que l’alcool
lui-méme.

b) La méthylamine est une base plus forte que 'ammo-
niac : en effet, 'effet inducteur donneur du groupement méthyl
rend l'atome d’azote plus négatif et donc augmente la tendance
a capter un proton.

L’aniline est une base beaucoup plus faible que I'ammoniac.
En effet, dans l'aniline, le doublet libre de l'azote peut conduire
a des formes mésomeres qui stabilisent la molécule :

©
— @ @ ®
NH; «- = NH; «-» — NH; «— = NH,
S)

Par contre, lorsque I'aniline a fixé un proton, l'ion formé ne
peut pas conduire a de telles formes puisque le doublet libre de



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 227

Pazote est bloqué. L'aniline est donc plus stable que le cation ani-
linium et, par suite, celui-ci a peu de chances de se former ;
I'aniline est donc une base trés faible :

@
NH;

C. SYNTHESE DES ACIDES ET DES BASES
1. L'ammoniac.

1. Pour la réaction 3 H, + N, == 2 NHj;, la variation d’enthal-
pie standard AH%g est égale a :

AH%g = 2 AH%(NHj3;) = —92,2 kJ.

Les lois du déplacement de I'équilibre indiquent que :

— une é€lévation de température conduit a un déplacement dans
le sens de la réaction endothermique, donc ici a la dissocia-
tion de I'ammoniac ;

— une élévation de pression conduit 4 un déplacement dans le

sens d'une diminution du nombre de molécules gazeuses, donc
ici a la formation de NHj. )

2. La température d’inversion d'un équilibre est la tempéra-
ture telle que :

AGY = 0 ou K, = 1 (pressions en atmospheres).
Si on suppose AH? et AS? indépendants de T :
AHO = —92200 J et AS? = —198,2 J. K-,

D’our puisque :
AG? = AHO — T AS?

T; = 465 K (192°C).

3. La valeur de T; montre qu'’il faudrait se placer A basse
température pour obtenir une réaction trés déplacée dans le sens
de la formation de l'ammoniac. Mais la vitesse de réaction est
alors tres faible et dans ces conditions, le rendement pratique
quasi nul. On opere donc :

— & des températures moyennes (350 a 460°C), de manire a
avoir une réaction assez rapide ;

— sous des pressions assez élevées (100 a 1000 atm., en général
300 atm.) afin d’améliorer le rendement, par déplacement de
I'équilibre ;
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— avec un catalyseur pour augmenter la vitesse de réaction; il
est constitué par du fer (obtenu par réduction de Fe;O; par
T'hydrogéne in situ) auquel on ajoute de petites quantités
(quelques %) d’alumine et d'oxyde de potassium (augmenta-
tion de la surface active du catalyseur, amélioration de l'ac-
tivité et augmentation de la durée de vie).

4. L’azote est obtenu a partir de l'air. L’hydrogéne est obtenu
par oxydation ménagée du méthane (ou du naphta). On commence
par une oxydation avec la vapeur d'eau (450°C, 35 atm., en pré-
sence de nickel) :

CH,; + H,O = CO + 3 H.,. (1).

Le reste du méthane est éliminé par oxydation a l'air :

1
CH, + — 0, == CO + 2H,. (2)
2

Cette réaction apporte l'azote nécessaire (*).
Le monoxyde de carbone est, a son tour, oxydé par l'eau :
CO + H,0 =2 CO, + H,.

On élimine CO, par lavage sous pression avec du carbonate
de potassium ; les traces de CO et CO, sont éliminées par métha-
nation (action de l'hydrogene). Il faut purifier les gaz car CO
est un poison de catalyseur (molécule isostére de l'azote : méme
configuration électronique, dimensions identiques); il bloque les
sites actifs du catalyseur.

11. Le chlorure d’hydrogéne.

1. Le chlorure d’hydrogéne apparait surtout aujourdhui,

comme un sous-produit dans les réactions de chloration en chimie
organique.

On peut également en faire la synthése directe.

2. a) Si AH® est l'enthalpie de dissociation d'une mole de
chlore, il faut fournir a une molécule, pour la dissocier, une éner-

AHO
gie : E = —— (N, : nombre d’Avogadro). Cette énergie est
Na
fournie par un photon, de fréquence v telle que :
hw > E
c he AHO
h = — dou — > et
A A Na
he N A
Aoy = ——— = 495+10-7 m = 4950 A.
AH?

{(*) N.D.L.R. : 1l est nécessaire d’'oxyder par l'air une partie de CH,
car la réaction (1) est endothermique; par contre la réaction (2) est
exothermique ; on s’arrange pour que le bilan énergétique soit nul.
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Pour que la réaction H, - 2H -« puisse se faire, il faudrait
que la longueur d’onde maximale des radiations soit :

AH? (H,) 242

- = Amax X -

AH® (Cl,) 431

ce qui correspond a des longueurs d’onde beaucoup plus courte
que pour la dissociation du chlore.

Mmax = Amax X " Mmax = 2780 A

b) Il est nécessaire qu'il y ait un partenaire de choc
dans la réaction :

Cl* + Cle +P->Cl, + P
pour qué soit absorbée l’énergie libérée dans cette réaction.

¢) Le principe des états quasi stationnaires, ou principe
de Bodenstein, pose que la concentration des espéces instables
reste constante; on a donc :

d(Cl+) 0 T d(H>»)
dt dt

Si on applique ce principe aux réactions élémentaires du
mécanisme proposé, on obtient :

d(Cl+) :
(a) —dt =0 = 2k (Cly) — k,(Cl+)(H3)...
v+ k3 (H+)(Cly) — 2 kg (CLeY
' d(H-)
(b) — = 0 = ky(Cl*)(H,) — k3 (H*)(CL)
d (HCl)
(¢) v = — = Ky (Cle) (Hy) + k3 (H+)(CL)

(a) et (b) conduisent a :

&y 172
k1 (Cly) = k4(Cle)2 soit (Cle) = [— (Clz)]
4
(b) et (¢) conduisent a :
v = 2k (Cl+)(Hy)
d'olr :
ki
v =2k — (Hy) (CIp)2
4
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D. ACIDES ET BASES EN CHIMIE ORGANIQUE

1. Addition du bromure d’hydrogéne sur les alcenes.
1. On étudie la réaction d’addition :

/ AN /
cC=C + HBr -» CH —CBr
/ /

a) C'est une addition électrophile dont les étapes sont les
suivantes :

HBr - H+ + Br-

N / N b/
C=C + H+-> CH—C

/ AN / AN
/ AN /
CH—-C + Br- - CH-—CBr
AN /

C’est une trans addition.

b) Dans le cas du propene CH; — CH = CH,, on peut
envisager l'obtention des deux carbocations suivants :

@
(1) CH; — CH — CH; (2) CH; — CH; — CH,
b
Le carbocation secondaire (1) étant plus stable que le carbo-
cation primaire (2), I'addition conduira au bromo-2 propane :
CH; — CHBr — CHj. C’est la regle de Markovnikoff : l'anion se
fixe sur le carbone le plus substitué.

2. Dans le cas de l'addition radicalaire de HBr, en présence
de peroxyde de benzoyle

le mécanisme est le suivant :
®—CO00CO @ -» 2&+ + CO,
de + HBr - ®H + Br- (initiation)

/ AN / .
cC=cC + Br+ - CBr—C (addition)
/ AN

/ AN /
CBr—C + HBr - /CBr—CH + Bre (transfert)
AN

N
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Le sens de l'addition dépend du carbone sur lequel se fixe
le radical Br- dans l'étape d’addition.
Pour le propéne, il peut se former :
(1) CH,— CHBr—CH,- (2) CH;—CH—CH,Br

Le radical secondaire (2) étant plus stable que le radical
primaire (1), on obtiendra le bromo-1 propane :

CH3 —_ CHZ —_— CHZ Br.
Clest l'effet Karash ou anti-Markovnikoff.

I1. Réactions d'élimination.

1. 11 y a deux mécanismes possibles pour la réaction de déshy-
drohalogénation :

AN / AN /
CH—CX - cC=C + HX
AN / AN
Ces réactions se font en présence d'une base forte symbolisée
par B- :

— l'élimination E 1, monomoléculaire, se fait en deux étapes :

\c—cx/ N \c—c/+ xS

/Il-I AN /Il{ O\

¢/ N, ./
9+CC—>BH+CC

\\/{ [ / AN

— D’élimination E 2, bimoléculaire, se fait en une étapc :

B—+\c—'c/—> S O _,\C=c<+X9+BH

/Ili\_sll /

Elle se fait avec trans-élimination.

2. La position de la double liaison est donnée par la regle de
Saytzeff : l'alcéne le plus substitué se forme préférentiellement.
Il y a cependant des exceptions (orientation d’Hoffmann).
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II1. Exemples de réaction catalysée.
1. Le bilan de la réaction cst :
CH;
2CH;—CO—CH; - CH;—CO—CH,—C—CH;
OH

En milieu basique, il y a formation de l'ion énolate, stabilisé
par mésomeérie :

S]
{—};CHZ—C——CH3 = H,0 + [CHZ: C—CH; «- CHZ——ﬁ—CH{I

7
g® o

Il y a ensuite attaque de la fonction carbonyle par le carba-
nion ainsi obtenu :

CH3 CH3
AN = AN
C=0+CH,—CO—CH;—> C—CH,—CO—CH;
/ /g
CH; CH; O

suivie de l'action d’'une molécule d’eau sur lion alcoolate :

CH; CH;
\ | \
C—CH,—CO—CH; + H,O —» C—CH,—CO—CH; + OH-
/g /
CH; O CH; OH

Les ions OH- sont régénérés : il y a bien catalyse par ces
ions.

2. Schéma de l'extracteur de Soxhlet : voir fig. 6.
On place dans le ballon de la baryte: Ba (OH),.

“On place dans le ballon la propanone et dans la cartouche
de l'extracteur de la baryte Ba(OH), La réaction de cétolisa-
sation, équilibrée, se fait en présence de la baryte; par contre,
dans le ballon, il ne peut y avoir d’équilibre : le cétol est stable.
De plus, la propanone étant plus volatile que le cétol, elle s’éva-
pore par chauffage et va réagir dans la cartouche. Ainsi la réac-
tion peut se poursuivre et le rendement peut atteindre 95 %.
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Fig. 6. — Schéma de l'extracteur de Soxhlet.

IV. Réactions de l'acide nitreux avec les amines.

1. Pour une amine primaire, on a :
RNH, + NO,H » R—N = N”0H® + H,0
suivi de la décomposition de l'ion diazonium formé :
RN = N®0H® -~ R—OH + N,

En réalité, on obtient de nombreuses espéces chimiques dans
la décomposition de l'ion diazonium (alcénes, cyclanes, alcools,
dérivés halogénés).

Une amine secondaire conduit a4 la formation d’une nitro-
samine :
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R R
N N
NH + NO,H —» N—N =0+ H,0
Rl Rl
stabilisée par résonance :
R R
AN \®
N—N=0+> N=N—O

, /
R R’

Avec les amines tertiaires, il peut y avoir formation de sels
(R;N@, NOze) ou bien d'ion nitrosammonium :

HNO, + H+ == H,0 + NO+

R R

N\ NO
R—N+NO+ > R—N—N=0
R /

Cet ion peut étre dégradé en aldéhyde et amine secondaire,
qui donnera a son tour une nitrosamine.

2. L’ion diazonium obtenu a partir de l'aniline est beaucoup
plus stable que celui obtenu avec une amine primaire aliphatique ;
il est en effet stabilisé par résonance :

b 6 o O
@NEN(——)@ — N = N « = N =N
&
<)

V. Amino-acides, peptides, polyamides.

1. a) La chloration des acides carboxyliques sur le carbone
en o se fait par le chlore en présence d'iode ou de phosphore :

CH,;COOH + CI; » CH,Cl— COOH.

b) Il y a 3 étapes dans l'action de I'ammoniac sur l'acide
monochloroéthanoique :

— obtention d’'un sel d’ammonium ;

— substitution de l'atome de chlore par — NH, et élimination
de HCI;

— formation de chlorure d’ammonium.
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Le bilan réactionnel sera donc :

CH, CICOOH + 3NH; - NH,— CH,—C00° NH,® + NH,* CI-

L’acidification permet de récupérer l'acide aminoéthanoique
a partir de son sel d'ammonium :

NH, CH, c00° NH,® + H® - NH,CH,Cc00H + NH,®

2. a) Un peptide est un composé obtenu par condensation
de deux (dipeptides) ou plusieurs (polypeptides) molécules d'a
aminoacides (identiques ou non). Ils renferment donc une (dipep-
tides) ou plusieurs liaisons amide :

_NH_(lgl_
O

b) A partir de la glycine (symbolisée par Gly) et de l'ala-
nine (Ala), on peut obtenir quatre dipeptides, symbolisés par :

Gly-Gly NH,— CH,— CO — NH — CH, — COOH
Gly-Ala NH,— CH,— CO — NH — CH — COOH

H;
Ala-Gly NH,—CH — CO — NH — CH, — COOH
H;
Ala-Ala NH, — CH — CO — NH — CH — COOH
H; CH;

L’alanine, NH, — CH — COOH, présente un carbone asymé-

i,

trique. Il y aura donc : deux énantiomeétres (ou inverses op-
tiques) : la R-alanine et la S-analine :

COOH COOH
(S) | é (R)
naturelle C---CH; --- H levogyre
dextrogyre / /
H,N H,N
H CH;,

3. a) Le nylon6 et le nylon6,6 sont des polyamides de
formules :

nylon-6
O

|
[—(CHZ)S—(IZ'—NH—]

n
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nylon-6,6
(o]

[—NH— ﬁ —(CHz)‘z—g— NH — (CH,)s —-] |

b) On prépare le nylon-6,6 dans l'industrie 4 partir de :
— I'hexaméthyléne diamine (diamino-1,6 hexane) :
NH, — CH, — CH, — CH, — CH, — CH, — CH, — NH,
— l'acide adipique (acide butane dioique-14) :
HOOC — CH,; — CH, — CH, — CH, — COOH.
I1 y a passage par le « sel nylon » :
©00C — (CH,); — C00®

@D S2]
H3;N — (CH,)s — NH;

puis déshydratation de ce composé.

Au laboratoire, on le prépare plus facilement a partir de
I'hexaméthylene diamine et du chlorure d’adipyle :
ClOC —(CH,); — COCl.

La réaction est beaucoup plus rapide et totale.
¢) Un polymeére cristallin renferme, dans certains do-

maines, des chaines paralleles entre elles : ce sont les cristal-
lites (fig. 7).

—-——

Fig. 7. — Schéma d'un polymeére cristallin orienté.
Les cristallites sont délimitées par des pointillés.



BULLETIN DE L’UNION DES PHYSICIENS 237

11 sera orienté si une direction de cristallites est privilégiée.

Les forces intermoléculaires existant entre les chaines d'un
polymeére cristallin correspondent a des liaisons hydrogéne entre
l'oxygéne d’un carbonyle et I'hydrogéne porté par un azote :

0 H 0
’ —N—g—(CHZ),,—C—LI—(CHZ)(,—N—JZ—
h :
o H

|
—C—(CHy)s

m_

i

o)

II\I—(CHz)(,—l\II—] —

—_C—
6 i

A. TRINQUIER,
(Lycée Dumont-d'Urville - Toulon).
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