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DEPLACEMENTS ISOTOPIQUES
L'objet du problème proposé est l'étude du déplacement isoto

pique ou modification de la longueur d'onde d'une raie donnée pourdifférents isotopes d'un même élément.
On s'intéresse particulièrement à la série des cinq isotopes pairsstables du krypton : 78Kr, 80Kr, 82Kr, 84Kr et 86Kr.
On retrouve une contraction du noyau lorsque le nombre de neutrons s'approche du nombre «magique » 50. C'est un argument enfaveur d'un modèle en couches du noyau atomique.

Données pour tout le problème

r0 = F. m-1 = permittivité diélectrique du vide;
36 109
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G = 6,67. 10-11 N. m2. kg-2 = constante de gravitation universelle;
h = 6,62" l0-" J. s = constante de Planck;
c = 3 " 108 m. s-l = vitesse de la lumière dans le vide;
e = 1,60. 10-19 C = valeur absolue de la charge de l'électron;
m = 9 " 10-31 kg = masse de l'électron;
M = masse du proton = 1836 m masse du neutron;
1 nanomètre = 1 nm = 10-o m;
1 angström = 1 Â = 10-10 m;
1 électronvolt = 1 eV = 1,60. l0- J;
Z (H) = 1 Z (He) = 2 Z(Li) = 3;
Z (Kr) = 36




n(n-1)
(l+s)=l+fle+ E2+O(E2).

2

A. ETUDE DE L'ATOME D'HYDROGÈNE
I. Modèle historique de Bohr

L'atome d'hydrogène est constitué par un proton autour duquel
gravite un électron. On admet que cet électron gravite sur une orbite
circulaire de rayon r centrée sur le noyau. Le repère considéré lié
au noyau sera supposé galiléen.

10 Préliminaires.
La force électrostatique de Coulomb exercée par une charge élec

trique q' placée en O sur une charge électrique q (q' et q pouvant
être négatives ou positives) placée en P et distante de r (fig. la) a
pour expression




1 qq' OP
F

421E0 r2 IOPII




~
p

a b.
Fig. 1

La force de gravitation universelle exercée par une masse m' pla-
cée en O sur une masse m placée en P et distante de r (fig. 1 b) a pour
expression

mm' OP
F' = - G -

r2 IIopI
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Montrer quantitativement que la force électrostatique de Coulomb
l'emporte très nettement sur la force de gravitation universelle.

2° Expression de l'énergie totale et de l'électron de l'atome d'hy
drogène dans un repère galiléen lié au proton.

On suppose désormais que l'électron est soumis, de la part du
proton, à la seule force électrostatique de Coulomb. On se place en
mécanique newtonienne.

a) Donner, en fonction de E, e (valeur absolue de la charge de
l'électron), m (masse de l'électron) et r, l'expression de la vitesse o
et de l'énergie cinétique e de l'électron sur son orbite.

b) Donner l'expression du travail élémentaire dW de la force F
auquel l'électron est soumis de la part du proton lorsqu'il passe d'une
orbite de rayon r à une orbite de rayon r + dr. En déduire l'expres
sion du travail W de cette force F lorsque le rayon de l'orbite varie
de r1 à r2. Montrer que l'opposé de W (-W) est égal à la variation
d'une fonction ep (r) lorsque r varie de r1 à r2. Montrer que cette
fonction e, énergie potentielle de l'électron dans le champ électro
statique du noyau, est définie à une constante arbitraire près. Quelle
valeur doit-on donner à cette constante pour que l'énergie potentielle
de l'atome d'hydrogène soit nulle lorsque l'électron est infiniment éloi
gné du noyau? C'est cette valeur que l'on utilisera désormais. Géné
ralisant les résultats obtenus dans ce praragraphe, on admettra par la
suite que l'énergie potentielle d'interaction entre deux charges q et q'
distantes de r est




1 qq'
e = -.

r
c) Donner l'expression de l'énergie totale et = e + e de

l'atome en fonction de , e et r. Quelle est l'allure de la courbe quitraduit les variations de la fonction r .- et ? Cette courbe admet-elle un
minimum ?

3° Hypothèse de Bohr pour la description d'un modèle d'atome.
a) La longueur d'onde de L. de Brogue ?e associée à l'électron

h
est ?. = - si p est le module de sa quantité de mouvement et

p
h la constante de Planck. Donner ?,, en fonction de h, m et e.

b) Le postulat fondamental de Bohr quantifie la longueur j
de l'orbite circulaire décrite par l'électron; j ne peut prendre qu'uncertain nombre de valeurs 1 = n A, où n est un entier positif. En
déduire l'expression de r en fonction de n, e, h, m et e; montrer quer est quantifié.

c) «) Donner l'expression de l'énergie totale et de l'atome en
fonction de n, e, h, m et e. Montrer qu'elle est quantifiée. Qu'appellet-on état fondamental de l'atome? A quelle valeur du nombre quan
tique n correspond-il? Représenter schématiquement les niveaux d'éner-
gie possibles (n 5) sur un axe vertical.
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13) Application numérique : Calculer, dans l'état fondamental
de l'atome, l'énergie totale et, en joules puis en eV, le rayon r1 de
l'orbite circulaire, la vitesse v de l'électron sur son orbite et la lon
gueur d'onde de L. de Broglie "ej associée à l'électron dans cet état.

e
Calculer le rapport - où c est la vitesse de la lumière dans le vide.

Vi
Conclure en ce qui concerne la validité de l'emploi de la mécanique

newtonienne dans les questions qui précèdent.
y) Quelle est, en électronvolts, l'énergie e1 nécessaire pour

ioniser un atome d'hydrogène, celui-ci étant dans son état fondamental?

d) n) Lorsque l'électron passe d'un niveau excité caractérisé par
le nombre quantique n (n > 1) que nous appellerons niveau n à
un niveau inférieur p (p < n) (cf. fig. 2), l'énergie libérée est empor
tée par un photon. Donner l'expression, en fonction de ¬0, h, m, e, n,
c et p, de la longueur d'onde associée au photon émis.

j-
Fig. 2

13) Application numérique : n = 5, p 2. Calculer 2 en
mètres puis en nanomètres. Cette longueur d'onde fait-elle partie du
spectre visible? Si oui, dans quelle couleur la situez-vous?

y) On appelle nombre d'onde o d'une radiation la gran-

deur = -. Quelle est l'unité SI de o? Montrer que l'on a

/1 l\
= R_ ( --- , R.. étant une constante dont on donnera

\p2 2/
l'expression en fonction de , h, c, m et e et que l'on calculera en SI.

II. Insuffisances du modèle de Bohr

1° Comparer la longueur d'onde de L. de Broglie associée à
l'électron dans l'état fondamental de l'atome (I. 30 a), au rayon r1 de
son orbite dans cet état (I. 30 e. 3). Qu'arrive-t-il à un faisceau lumi
neux lorsqu'il rencontre un diaphragme de dimension comparable à
sa longueur d'onde? Que peut-on dire de la validité de la méca
nique classique lorsque e1 devient comparable à r1?

2° Si on note Lr une evaluation de la longueur de la partie d'un
axe où se trouve une particule (l'électron par exemple) et Ap une
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évaluation du domaine où se trouve la projection sur cet axe de sa
quantité de mouvement, on montre, en mécanique quantique, que l'ona l'inégalité de Heisenberg

h
Ar.Ap > -.

2 it
a) Calculer Ap minimal puis Av (grandeur homologue de Ap

concernant la vitesse) pour un électron que l'on veut localiser à 0,1 A
près dans un atome d'hydrogène. Comparer la vitesse y1 de l'électron
sur son orbite à Av. Conclusion?

b) Pour un électron d'un atome d'hydrogène, calculer Ar pour
Av

avoir - < '%. Comparer Ar aux dimensions de l'atome d'hydro
vi

gène. Conclusion?
c) Qu'en déduire sur la validité de la mécanique classique à

l'échelle de l'atome? Peut-on décrire un électron sur son orbite comme
une particule classique sur sa trajectoire?

d) En partant de l'énergie totale e de l'électron écrite sous la
p2 e2

forme et (p, r) = ----- et en admettant que quantique-2m 4x0r
ment la dispersion en énergie Ae est donnée en fonction de Ap etAr par une expression analogue, la contrainte de l'inégalité de Hei
senberg permet de minimiser Ae. En trouver le minimum. Comparer le minimum obtenu à la valeur et, (I 30 e. ) du modèle de Bohr.

B. ETUDE DES ATOMES A PLUSIEURS ÉLECTRONS
Un nucléide est représenté par le symbole X. Après avoir défini

les deux grandeurs A et Z, indiquer la composition de l'atome neutre
correspondant. On notera désormais m pour la masse de l'électron etM pour la masse d'un nucléon, MN étant la masse du noyau N.

I. Premier modèle
10 Dans un premier modèle, un peu simpliste, on suppose la massedu noyau infinie et son volume nul. Expliquer en quoi ce modèle est

simpliste.
2° a) Exprimer l'énergie cinétique e de l'électron j en fonction

de sa quantité de mouvement p dans un repère lié au noyau. Quelleest l'énergie cinétique totale des électrons dans un repère lié au
noyau?




b) Exprimer l'énergie potentielle d'interaction entre un élec
tron i et le noyau en fonction de la distance r de l'électron j au noyau.On utilisera l'expression donnée en A. I. 2° b). Quelle est l'énergie
potentielle totale d'interaction entre le noyau et chacun des électrons ?

c) Exprimer l'énergie potentielle d'interaction entre un élec
tron j et un électron j en fonction de la distance mutuelle r1 de ces
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deux électrons. Quelle est l'énergie potentielle totale d'interaction de
tous les électrons entre eux (on fera apparaître une somme sur les
indices j et j ) ?

d) Quelle est l'énergie totale s,.. de l'atome?

3° On montre, dans ce modèle, que l'énergie est quantifiée. L'éner-
gie totale ,, d'un niveau repéré par le nombre quantique n (niveau n)
peut se mettre sous la forme




B me4
e0,.n = 2 e02

B est un nombre positif sans dimension qui dépend de Z.

Exprimer le nombre d'onde .np = - de la transition d'un

niveau n à un niveau p (transition n - p) en fonction de B, m, e, e,
h, e, n et p.




II. Deuxième modèle
Dans un second modèle plus réaliste, on suppose la masse du

noyau MN finie mais le noyau toujours ponctuel.
1° a) Exprimer l'énergie cinétique totale du noyau et des

électrons de l'atome dans un repère quelconque en fonction de la
quantité de mouvement p'j de l'électron j, la quantité de mouve
ment P'N du noyau, m et MN.

b) Quelle relation existe-t-il entre la quantité de mouvement PN
du noyau dans un repère lié au centre d'inertie de l'atome et les
quantités de mouvement p des électrons dans ce même repère?

C) Montrer que l'énergie cinétique totale des constituants
de l'atome dans le repère de son centre d'inertie peut s'écrire

z z z
p2 /l 1\ 1

(1) &= 71-(---+-H-- 71 7IPiPI
2 (MN m J MN -

i=1 i1 i=1
'<j

La différence entre donnée par (1) et est à l'origine du
phénomène de déplacement isotopique de masse A. E d'un niveau.
La différence entre le premier terme de (1) et est à l'origine du
déplacement isotopique de Bohr AB E. L'existence du second terme
dans (1) est à l'origine du déplacement isotopique supplémentaire A3 E
de sorte que : Am E = AB E + A3 E correspond au déplacement iso
topique total de masse d'un niveau.

2° On ne s'intéresse qu'à l'effet de Bohr A8 E (premier terme de
(1) à la place de

a) Par rapport au modèle du noyau immobile, montrer que
cela revient à substituer à m la masse réduite t du système définie

1 1 1
par - = - + - dans l'expression de l'énergie cinétique. Effec-

e MN m
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tuer cette substitution dans c. ,. On obtient ainsi les niveaux B ,"Donner l'expression de &B n en fonction de B, n, t, e, n, et h.
b) u) Exprimer le déplacement isotopique de Bohr d'un ni

veau n AB E = , - n en fonction de ''B m et MN. Quel est
le signe de A En ?

3) Dans le cas de l'hydrogène, du deutérium, du tritium,
des ions He+ et Li2+, expliquer pourquoi le déplacement isotopique de
masse Am E se réduit au seul effet de Bohr : 4 E.

y) Expliquer pourquoi A8 E ne peut être mesuré expérimentalement même dans ces cas-là.
ê) Comment choisir le nombre de masse A pour que A8 Ensoit le plus grand possible ?




AB EnC) u) Quel est l'ordre de grandeur numérique de




n
pour les isotopes H, Kr et 2Hg ?

3)




36 80
On note AB E (Me) le déplacement isotopique de Bohr

d'un niveau n relatif à un atome dont la masse du noyau est M..
Exprimer : A8 E (M2) -AB E (M1) en fonction de m, M1, M2 et de

n pour l'isotope de masse M1 ou &B n pour l'isotope de masse M2.On suppose M2> M1, quel est le signe de : AB En (M2) - AB En (M1)?
d) ) On s'intéresse maintenant à une transition d'un niveau n

à un niveau p (transition n -* p). Lorsqu'on passe de l'isotope de
masse M1 à l'isotope de masse M2, calculer la variation du nombre
d'onde de la transition : A8




Ml~M2a' p consécutive au déplacement
isotopique de Bohr des niveaux n et p en fonction de ni, M1, M2 et
de np (M1) pour l'isotope de masse M1 ou çnp (M2) pour l'isotope de
masse M2. On notera d'ailleurs que ynr (M1) et 0""P (M2) sont pratique
ment égaux.

) Application numérique on s'intéresse aux cinq isotopes
pairs stables du krypton : 78Kr, 80Kr, 82Kr, 84Kr, 86Kr et à la tran
sition de longueur d'onde X'w = 557 nm. Indiquer le domaine de
radiations auquel appartient cette raie et calculer en SI le nombre
d'onde correspondant 0-ne Calculer, avec une précision compatibleavec celle des données pour chacun des quatre couples 78 -+ 80, 80 -+ 82,
82 - 84 et 84 .- 86 le déplacement isotopique de Bohr du nombre d'onde
de la transition : A8 M",. J

3° On s'intéresse au déplacement isotopique supplémentaire A E
[existence d'un second terme dans (1)1.

a) Montrer que l'existence de ce second terme dans (1) intro
duit un déplacement isotopique supplémentaire d'un niveau A3 En

Cn
pouvant se mettre sous la forme : A3 En = -; C est un facteur

MN
électronique.

b) Pour quelles valeurs du nombre de masse A le terme
Am En AB En + A3 E est-il important?
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III. Troisième modèle
Le dernier modèle utilisé ici tient compte d'une masse finie MN

et d'un volume non nul pour le noyau. On se propose dans cette
partie III d'évaluer l'ordre de grandeur de la variation d'énergie d'un
niveau due à l'extension finie du noyau ou déplacement isotopique de
volume A,, E.

10 Pour l'atome d'hydrogène dans son état fondamental, on admet-
tra que l'électron est localisé à l'intérieur d'une sphère de rayon r1
(rayon de l'orbite circulaire de Bohr du A. I. 30 c) centrée au centre du
noyau sphérique de rayon R0. On supposera la probabilité de présence
de l'électron constante dans ce volume.

a) Exprimer, en fonction de r1 et R la probabilité pour que
l'électron soit à l'intérieur du noyau.

b) Quelle est, en fonction de e, & et R0, l'énergie poten
tielle e (R0) de l'électron lorsqu'il se trouve à une distance R0 du
centre du noyau?

c) Le déplacement isotopique de volume d'un niveau d'éner
gie A,, E est de l'ordre de grandeur de Y. e, (Re)

A,,E - i'" e(Ro).
Mettre A., E sous la forme T R02 où R0 est le rayon du noyau et T un
terme que l'on exprimera en fonction de r1 et e1, énergie d'ionisation
de l'atome d'hydrogène dans son état fondamental (A. J 3 c) .').

d) Application numérique Calculer l'ordre de grandeur de
A,, E AB E»le comparer à calculé au B.II. 2° c) a) pour H. On
e1 B n

donne : R0 = 1,2.10-15m.
2° Pour un atome ou un ion issu d'un atome de numéro ato

mique Z, ne possédant qu'un seul électron (atome hydrogénoïde), on
se propose de rechercher comment l'ordre de grandeur du déplace
ment isotopique de volume A, E varie avec Z.

a) Montrer qu'en supposant les noyaux sphériques, tous consti
tués d'une «matière nucléaire,> de masse volumique déterminée, on
peut rendre compte de la forme de la loi donnant le rayon RN d'un
noyau de nombre de masse A

RN = Ro AI/3.
Dans quelle mesure est-il justifié de considérer que RN croît, en

gros, comme Z1/3 (hypothèse que l'on retiendra dans la question
suivante) ?

b) Justifier la variation en - de r1. Comment la probabilité l'
Z

de trouver l'électron dans le noyau varie-t-elle avec Z ?
c) Comment l'énergie potentielle e (RN) de l'électron lorsqu'il

se trouve à une distance RN du centre du noyau varie-t-elle avec Z?
Comment varie i'. e (RN) (ordre de grandeur du déplacement iso
topique de volume A>, E) avec Z?
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30 Le déplacement isotopique absolu d'un niveau d'énergie n sera:
A E,, = A,,, E,, + A,, E,,. Selon qu'un noyau est léger ou lourd, des deux
termes A,,, E,, et A,, E,,, lequel aura des chances de l'emporter sur
l'autre? Pourquoi?

On montre que A,, E,, peut se mettre sous la forme
AVE,, = T,,çç(N)

(expression qui généralise l'expression vue au B. III. 1° c).
T,, est un terme électronique, q une fonction qui ne dépend quedu noyau M. On utilisera donc par la suite

C,,
AE,, = AB En + - + T,,q(N),

MNsoit




A E,, = AB E,, + A,, E,, + A,, E,,.
C. ETUDE DU DÉPLACEMENT ISOTOPIQUE

DANS LA SÉRIE DES CINQ ISOTOPES PAIRS STABLES DU KRYPTON
78Kr, 80Kr, 82Kr, 84Kr, 86Kr

Désormais, on appelle déplacement isotopique de Bohr d'une transi-
tion n .-* p pour le couple d'isotopes M. -* M1 : AB M, la variation
du nombre d'onde de la transition n -+ p lorsqu'on passe de l'iso
tope M à l'isotope M1 consécutive au déplacement isotopique de Bohr
AB E des niveaux n et p pour chaque isotope (B. II. 2° c) et d).

De même, le déplacement, isotopique supplémentaire d'une transi-
tion, soit A,, '. M1 sera la variation du nombre d'onde de la tran-
sition consécutive à A,, E; A,, o' M1 sera consécutif à A,, E. Au total,
A M sera consécutif à AE, somme des trois contributions
précédentes.




I. Mise en évidence de l'effet de volume
1° a) Application numérique : Pour la série des cinq isotopes

pairs du krypton, on donne les valeurs expérimentales.

Ac Mi ,M1(m-')
78 .- 80 0,333 ± 0,003
80 - 82 0,315 ± 0,003
82 - 84 0,275 ± 0,003
84 - 86 0,287 ± 0,003

= 557 mn
Calculer, pour chaque couple d'isotopes le déplacement isotopique

résiduel Ar 0 i', M1
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ArOMM = mi Mi , Mi'
en utilisant les valeurs calculées au B. II. 2° d) 13) pour AB Mi-Mi

b) cL) Montrer que le déplacement isotopique résiduel

& a4' M est




rMM1
= AsMM1+ vMiM"

avec




=A, 0-mi Mj c(et Av°M' M = T[cç(N1)-4p(N)].
\M1 M/

13) Exprimer C, et T,,, en fonction de h, c, C,, C,,,, T,, et T,,,.
2° a) On note Y le déplacement isotopique supplémentaire relatif

au couple M0 -* M1 et à la transition n - p.
/1 1

M =c,,
\M1 M0

On note X le déplacement isotopique de volume relatif au couple
M0 -* Mk pour la même transition

X LVMOMk
On n'a aucun moyen de séparer la contribution due à l'effet de

volume et celle due à l'effet de masse. Néanmoins, quel que soit le
modèle utilisé pour rendre compte de l'effet de volume, autrement dit
quelle que soit la fonction cp (N) choisie, il doit y avoir une liaison
entre X et Y qu'on se propose d'évaluer et qui servira de test pour un
modèle.




c) Exprimer le déplacement isotopique résiduel relatif au
couple M0 -. Mk : ArIMken fonction uniquement de Y, M0, M1, Mk

et AV O'IØ Mk = X.

En déduire X en fonction de M0, M1, M,,,, Y et ATaMMk
13) M0 et M1 étant fixés, on se donne une valeur de M,,. On

porte X en abscisses et Y en ordonnées. Quelle est l'allure de la courbe
traduisant les variations de la fonction X . Y? Lorsque M varie,
décrire l'allure du réseau de courbes obtenues.

b) Application numérique
a) On prend M0 = 78 M; M1 = 80 M; M,, = A,, M.

Tracer pour la transition n -->p (X'w = 557 nm) le réseau de courbes
X -->Y obtenues pour les quatre valeurs 80, 82, 84 et 86 de A,,. Le
domaine de variations de Y sera égal à [-0,1 m-1; + 0,2 m-1].

Echelle : en abscisses (X) 10 cm -e-*- 0,5 m-',
en ordonnées (Y) 10 cm -eq- 0,2 rn-1.



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 11

) Premier exemple de test d'un modèle.
Si l'effet de volume variait comme l'effet de masse, soit

=à, un p
KupMO - Mk




Mk M0
quelle serait l'allure du réseau de courbes obtenues au C. I. 2° a) ) ?
Préciser le ou les points particuliers et montrer que, malgré la faible
precision des données expérimentales, on peut estimer que cette hypo
thèse est incorrecte.

II. Désaccord entre les résultats expérimentaux et le calcul théorique
de l'effet de volume dans le cadre d'un modèle supposant

une variation régulière du volume du noyau pour la série d'isotopes
10 Calcul classique du déplacement isotopique de volume Lx,, o. sup

posant une variation régulière du volume du noyau pour la
série d'isotopes.

On rappelle que le déplacement isotopique de volume est
A, a- n P Ni

= T,, kp(N)-'cp(N1)], que l'on notera : TnpAp Ni_ Ni
On montre, de plus, que l'on a : cç = <r2> où <r2> est la

moyenne du carré de la distance à l'origine des charges contenues dans
le noyau. C'est-à-dire : O étant le centre du noyau, la densité volu
mique de charge en un point I intérieur au noyau (Q est une fonction
du point I), un petit élément de volume d; autour du point I porte
la charge : dq = (I) d-r (fig. 3) et

n

Fig. 3
r r2dj volu,ne du noyau

<r2> =
f volume du noyau dq

On prend pour modèle électrique du noyau un volume de révolu
tion uniformément chargé Q est indépendant du point I. ( = cte).

a) a) Un point M de l'espace se projette en m sur le plan xOy
(fig. 4).
M est repéré par r, et cg où

r est la distance 0M;
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'b = (Oz, 0M);
= (Ox, 0m).

X
Fig. 4

Montrer que la surface (S) dont l'équation est
F ci 1r = I 1 + - (3cos2é-1) I où p et o. sont des constantes
L 2 j

positives avec r 1 --> O est une surface de révolution
2

autour de Oz.
) Quelle propriété géométrique de la surface (S) le para

mètre ci caractérise-t-il?
b) Calcul de <r2> pour un tel noyau.

N.B. - Le candidat pourra, le cas échéant, admettre le résultat
donné au d) a) pour poursuivre le problème.

ci) Calcul du dénominateur de <r2>.
Montrer qu'il se ramène au calcul du volume V du noyau et pro

céder de la manière suivante
-. Trouver l'intersection d'une sphère de centre O et de rayon x

et d'un cône de sommet O, d'axe Oz et de demi-angle au sommet é.
Trouver le périmètre de cette intersection.
- En déduire le volume d -r compris entre deux sphères de centre O,

l'une de rayon x, l'autre de rayon x + dx et deux cônes de sommet O,
d'axe Oz et de demi-angle au sommet 'b et 'b + dé respectivement.
- Trouver le volume dv (é) compris entre ces deux cônes et

r
intérieur à une sphère de rayon r = p 1 + - (3 cos2 é - I)

L 2
- Poser u = cos 'b, développer dV (u) au second ordre en a et

en intégrant dV (u), en déduire le volume V du noyau au second ordre
en a en fonction de p et a.
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) Evaluation du numérateur de <r2>. Procéder ainsi
-- Evaluer df = x2 d en fonction de x, é, dx et dé lorsque d.

est le volume compris entre les deux sphères et les deux cônes de la
question a.
- En déduire dF (if) = f x2 dr où l'intégration est faite sur le

volume compris entre les deux cônes et intérieur à la sphère de
F (L

rayon r ' I +- (3 cos2 é - 1)
L 2

- Poser u = cos é, développer dF (u) au second ordre en a et en
intégrant dF (u), en déduire F = fnoyau dF en fonction de p et a au
second ordre en a.

?) Déduire < r2> des questions a) et ) précédentes en
fonction de p et au second ordre en a.

) Pour que a3 soit négligeable devant i, à quelle valeur doit
on limiter a si on se contente d'une précision de 1 % ?

c) On appelle R,, le rayon du noyau sphérique de même volume
que le noyau réel. Quelle est l'expression de R,, en fonction de p et a,
si on se limite au second ordre en a? Donner l'expression de p en
fonction de R,, et a et celle de <r2> en fonction de R,, et a. Mon
trer que l'on a




3
<r2> = -R,,2(l+a2).

5
dY a) A < r2>, A (R,,2) et A (a2) étant les variations de <r2>,

R,,2 et a2 lorsqu'on passe d'un isotope à un isotope voisin, montrer que,
compte tenu de l'ordre de grandeur de a, on a

3
A<r2> -[A(Rv2)+R,,2A(a2)].

5
) Montrer qu'en supposant une variation de R,, en

R,, = R0 A1/3 (B. 111.2° a), on peut écrire
2 r 3 A

M = - TR02A-1/3AA Il + ------A(a2)'° ' 5 L. 2 AA
?) Application numérique : Pour la transition de longueur

d'onde &np = 557 ma et pour la série des isotopes pairs du krypton,
on prendra




2
- R02 A-'/ = -0,104 rn-'
5

(valeur calculée en prenant A constant égal à 82).
On donne pour les différents couples, la valeur expérimentale de

A (W) mesurée par une méthode indépendante de celle exposée ici
78 - 80 A (a2) = - 0,023
80 -* 82 A (a2) = -0,020
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82-+84 A (a2) = -0,005
84-+86 A (a2) = -0,002.

Trouver les valeurs de A>, M" correspondantes.

2° Deuxième exemple de test d'un modèle (cf. C. 1.2°).
Si l'effet de volume variait comme l'indique le précédent modèle,

quelle valeur devrait-on choisir pour = 80 M afin d'avoir

A>o _,OM78 M égal à la valeur obtenue au C. II. 1° d) y) précédent?
Quelles valeurs obtiendrait-on alors sur le graphe du C. I. 2° b) a) pour

A,, 80M - 82 M ' A,, 82vI -. 84 Mun p et A,, 0»84 M -. 86 M ? Serait-ce compatible
avec les valeurs obtenues en C. II. 1° d) y) grâce au modèle précédent?

III. Tentative d'interprétation des résultats expérimentaux
Des résultats précédents, on déduit que la loi R,, = R>, A1/3 doit

être remise en question pour des nuclides dont le nombre de neutrons
est voisin du nombre «magique» 50. Toutefois, pour le couple d'iso
topes 78 -* 80 pour lequel le nombre de neutrons est le plus éloigné du
nombre >< magique» 50, on suppose que l'hypothèse R,, = R, A1/3 est
valable et on utilise donc la valeur théorique A,, 8-. 80 M calculée
au C. II. 1° d)?) pour obtenir les valeurs

A,, 80M_,M A,, 82M _84M' A,, 84M _86M évaluées par la mé
thode graphique du C. 11.2°.

1° Au C. II. 1° d) (El), on a mis le déplacement isotopique de volume
A,, '. M1 sous la forme d'une somme de deux termes, l'un - dû à

la déformation - proportionnel à A (,a2) noté : A',, uM, M1 et
l'autre - dû à un effet dc volume sphérique pur - noté

3
M = - TA (R,,2).'-. 1 5

a) a) Calculer A',,OI'M. pour chacun des quatre couples

78 -+ 80, 80 -.+ 82, 82 -4 84 et 84 -* 86 en utilisant les valeurs de A (a2)
données en C. II. 1° d) '). Pour ce calcul, on montrera qu'il est légi
time de poser A',, a = k A (a2), k étant une constante dont la valeur
se déduit de la question C. II. 1° d) (I).

(El) En déduire A",,o'84. = A, u "mi'mi- _ Mj- A', a M,pour

chacun des quatre couples d'isotopes à partir des valeurs A,, o'Mi - M1
obtenues graphiquement au C. II. 2°.

b) a) Représenter sur un graphe chaque isotope de la série
par un point dont l'abscisse sera A de l'isotope et l'ordonnée sera telle
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(Ar-A) L
en key ( 113,08

110

100 (99,88) (102,28)
30

80
10

(64,24)
80
50

40
30
20
10




o. A13 80 82 84 86

Fig. 5
que la différence d'ordonnée entre deux isotopes A. et consécutifs
est (A - A1)

" c. Le point représentatif de l'isotope A = 78 aura une
ordonnée ulle.

fI) Rejoindre ces différents points par des segments de
droite. Quelle est la valeur de leur pente?

'.y) Que conclure sur la croissance de volume dans la série
des isotopes lorsque le nombre de neutrons se rapproche du nombre
« magiques' 50?

2° Comparaison des variations de R2 avec les variations de l'éner
gie de liaison par nucléon.

a) Rappeler la définition du défaut de masse d'un noyau et
celle de l'énergie de liaison par nucléon L. Comment varie L en fonc
tion de A sur un grand domaine de valeurs de A?

b) En représentant chaque isotope de la série par un point
dont l'abscisse est A de l'isotope et l'ordonnée est telle que la dif
férence d'ordonnée entre deux isotopes A. et A. consécutifs est
(A1 - A1) AL, le point représentatif de l'isotope A = 78 ayant une
ordonnée nulle, on obtient le graphe de la fig. 5 en rejoignant les
points.

Comparer ce graphe au précédent (C. III. 1° b>. Conclure.
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SOLUTION

A. ETUDE DE L'ATOME D'HYDROGÈNE
I. Modèle historique de Bohr

qq'
1° F =

4 o r2
mm' F qq'

F' = G - = = 2,39. 1039.
r2 F' 4Jt20Gmm'

M V2 e2 e2
2° a) = et:

r 4x80r2 Ci 0mr
1 e2

e, - M V2
2 830r

10
-1- e
-t
H-

e2 e2 /1
b)dW=- dr=W=

4 E0r2 4 JE0 \ r2 r1
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e2
(

1

r2 ri!avec
e2

e=- +Cte
4,,r o r

e2
et urn e, = O = = O donc e = - = -2e,r-o 4ae0r

e2
c) et = e + e =

8 a e r
et




courbe sans minimum.

30 a) X. =
h

=
h

puisque y =
mv \/2me m

nh h\/8.ite0r
b) l = n X0 = = n = 2ar

2mev \/2me2
soit




4ae0r h2 E0
ii2 h2 - = 4 a2 r2 = r = n2 quantifié.m e2 it me2

e2 ame2 1 me
c) i)e=-




8a e n2 h2 ej n2 8 0Ø2 h2




E0
quantifié de la forme --,

état fondamental == et minimum = n = 1.

13) e1 = - 21,5" 10-19 J = - 13,45 eV
(soit E0 = 13,45 eV),

r1 = 0,5" 1010 m,
vi = 2,26. 106 m.

kel = 0,33 nm,
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C
- = 133.
VI

On peut considérer l'électron comme non relativiste.

Y) Il faudra fournir : ej = - e1 = 13,45 eV = E0
(énergie d'ionisation).

et, - et,
m e4 / 1 1\ hc

d) a) hv = = ( --- ) = -
802h2 \ p2 n2! '

m e4 / 1 1 \ 8E02h3c 192 n2
v= (----) et À=

8 002 h2 \ p2 n2 J m e4 n2 - p2
13) = 440 nm, c'est une raie violette (visible).
y) o s'exprime en rn-1.

1 m e4 /1 1
-== 1---

802h3c \. p2 n2
me4

= = 108,35 10 m-*
8 E02 h3 C

II. Insuffisances du modèle de Bohr
10 ?ei = 0,33 mn et r1 = 0,05 nm (cf. précédent).
Ces deux grandeurs sont comparables.
Un faisceau lumineux est diffracté s'il rencontre un dia

phragme de dimension comparable à sa longueur d'onde.
La mécanique quantique doit remplacer la mécanique clas-

sique lorsque .X devient comparable à r1.
2° N.B. - Les auteurs savent bien que l'inégalité stricte de

h
Heisenberg s'écrit : Ar Jp -. La formulation de l'énoncé

4t
a été choisie à dessein pour la question d) afin d'éviter de faire
perdre du temps aux candidats sur la signification du symbole

h
Er"Ap -.

2o
a) Ar = 0,1 10_10 m = Ap > 10,54" 10_24 kg. m. s-1.

Av = - > 1,17. 10 m. s-1.
m

On trouve Av > y1. Conclusion : on ne peut localiser l'électron
à 0,1 Â près.

b) Av < 2,26"10 rn.s' = Ar 5,2"10-rn.
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On trouve Ar > r1. Conclusion : on ne peut connaître avec
précision la vitesse de l'électron sur son orbite.

c) A l'échelle de l'atome, la mécanique classique n'est plusvalable. On ne peut décrire l'électron comme une particule clas
sique sur sa trajectoire.

(AP), e2
d)Ae=




2m 43tE0Ar




h
L'inégalité de Heisenberg s'écrit Ap > - . Soit

2tAr
(Ap)2 e2 2 it ApAe>
2m 4Jt80 h

Le minimum s'obtient en annulant la dérivée de Ae par rap.
e2 m

port à Ap : =
2h




m e4
Et : (Ae1) minimum =




8 h2
Ce minimum obtenu est exactement la valeur de et,.

B. ETUDE DES ATOMES A PLUSIEURS ÉLECTRONS
A, nombre de masse ou nombre de nucléons dans le noyau.
Z, nombre de charge ou numéro atomique. C'est le nombre

de protons dans le noyau ou le nombre d'électrons de l'atome
neutre correspondant.

L'atome neutre comprend donc Z protons, A - Z neutrons
et Z électrons.




I. Premier modèle
10 En fait, la masse du noyau est finie et son volume n'est

pas nul.




p2 z p22° a) e = et l.=C 2m i=l 2m
Z e2 ' Z Z e2

b)- et
42ts0r, i-l 4t0r,
e2 1 z z e2

c) et -Y, Y, ---- ou
43tE0r1 2 i=l jr=1 43t80r11

z z e2

i=lj=l 47tEor/
i<i
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d) - &.. + Cop -
z p2 z Z e2

= +
i=l 2m i=l 4ttor

+
i:l 4jt:or1
i< i

E-E Bme4 / 1 1
3°np= =

hc 'E02h3c \. p2 n2

II. Deuxième modèle
'2PN Z P

2 MN io=12m
b) PN + jPj = O.
c) N.B. - Le repère du centre d'inertie de l'atome auquel

il est fait allusion est évidemment le repère barycentrique.
(. p)2 z p2
2 MN i=l 2m

En utilisant

(E. p.)2 = (p2) + PP

i<i
on obtient l'expression (1) donnée dans l'énoncé.

2° a) La substitution est évidente.
B pe4

Bn =
n2 8Ø2 h2




m
b) ct) BE = Bnn = Bn Bn

/




lit
m

1

m
BE = COB n

MN

&B n < 0 donc A, En > 0.
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3) Pour ces atomes ou ions hydrogénoïdes qui pos
sèdent un seul électron, le second terme de (1) est strictement nul.

?) C'est une différence entre deux niveaux d'éner-
gie théoriques.

o) i\ E sera d'autant plus grand que MN sera plus
faible, soit A faible (noyaux légers).

c) a) 5,4-10-4; 6,5" 10_6; 2,7'. 10_6 respectivement.
m

) AB En(M2) - AB E. = Bfl(M2)
M2

m M1-M2
+ - &B. (MI) = B n m

M1 MI M2
Le signe est négatif

Bn<° et M1-M2<0 ['B n Bn(M1) n--- C3, n (M2)]

d) a) ABOM'M =

- Bfl(M2)B(M2) Bfl(Ml)B(Ml)-
lic hc

-
hc hc

- AB Efl(M2)-ABEfl(MI) ABEp(Mi)-ABE(Ml)-
lic hc

M2-MI CB.-&B, M2-MI
=m =m 0"P.

Ml M2 hc Ml M2

13) Radiation verte a" = 1 795 332 m--1.
78-80 80-82 82-84 84-86

MI M2 en rn-' 0,313, 0,298 0,2839 0,2707

3° a) Evident.

b) A,,, E,, est important pour les faibles valeurs de A
(noyaux légers).
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III. Troisième modèle
/ R0 \3

1° a)= (-\ r1
e2

b) e(R0) = -




47E E13R
/ R0\3 e2 e2

c) AE =(-) = R02
\. r1 / 47E00R0 4jto0r13

2 ej= R02 = T 1Q.
r12

A E
d) 1O-. On voit que c'est bien plus petit que le

e1
déplacement isotopique de masse.

4 /3AM\1/3
2° a) MN = AM = t RN3 Q RN = I -I= R0 A1"3.

3 \4JEQ/
A

Z varie, en gros, comme
2

b) En reprenant les calculs du A avec une charge Ze pour
m u2 Ze2

le noyau, on aurait trouvé, à partir de =
r 4jts0r2

h2 E0 ri (H) / RN \3
r1 = n2 = . &' varie comme ( - ) soit Z.

it mZe2 Z \. r1 J
Ze2

c) e (RN) = - ' e, (RN) varie comme Z213.
4 t E RN

e, (RN) I varie comme
3° Noyau léger : c'est le déplacement isotopique de masse qui

l'emporte; noyau lourd c'est le déplacement isotopique de
volume qui l'emporte.

C. ETUDE DU DÉPLACEMENT ISOTOPIQUE
DANS LA SÉRIE DES CINQ ISOTOPES PAIRS STABLES DU KRYPTON

78Kr, 80Kr, 82Kr, 84Kr, 86Kr
N.B. - Les noyaux ne sont ni légers, ni lourds; il faut donc

s'attendre à ce que l'effet de masse et l'effet de volume soient
comparables.
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I. Mise en évidence de l'effet de volume
1° a) En utilisant les valeurs de AB o- calculées plus haut

(B. 11.2° d) 13)




78-80 80--82 82-*84 84-*86
Ar o- M1 en rn-1 0,020 0,017 -0,009 0,016

b) «)Aro-o-ABo
A o- + A5 + o- = A5o- + Ao-.

cn
13) A E (M1) = AB E (M1) + - + T p (N1).

M1
On écrit la même chose pour le noyau N1, on effectue la dif-

férence= ABo'M +
(ii)
T-T

+ [p(N1)-cp(N1)J.lic

20 a) u) Ar o- Mk = A5 o- Mk + A Mk
/1= c,, ( ------) + X
\Mk M0!

or




/ 1 1 \ M0-M1Y = A5o M1 = c (-----_-) =
\M M0! MI M,

donc




MlMo
cnp= Y

M0-M1
et:




M MO-Mk
Aro- Mk




Mk M0-M1
soit




M1 Mo-Mk
X = -- Y + A, en




MO-+ k1'k 1V10 MI
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13) Mk est un paramètre. Y est une fonction affine
de X. Lorsque Mk varie, la pente et l'ordonnée à l'origine des
droites varient.

b) u) 78 -p80: Y = -X + 0,020
78-82: Y =-0,51X + 0,51 "0,037

=-0,51X+0,019
78 -* 84: Y =-0,35X + 0,35 "0,028

= -0,35 X + 0,010
78-p 86: Y = -0,27X + 0,270,044

= -0,27 X + 0,012.

A 8

I) Si l'effet de volume variait comme l'effet de masse:

/1 1\ /1 1
Ar M0 Mk = Cnp ( - -) + K,,p ( --

\ Mk M0/ \Mk M0
/1 1

= (C+K)(-----)
\Mk M0

il 1\ /1 1
X = --- = ArOM0 M

\ Mk M0/
- k M0

(---)

1 1 M1 Mo-Mk
X = (C + K) -- _________

Mk M0Mk Ml-Mk

Toutes les droites passeraient par le point : X = 0;
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M0-M1
Y = (C0 + K) . Ce n'est pas le cas ici.

mi Mo

II. Désaccord entre les résultats expérimentaux
et le calcul théorique de l'effet de volume

dans le cadre d'un modèle supposant une variation régulière
du volume du noyau pour la série d'isotopes

10 a) a) L'équation de la surface est indépendante de p, la
surface est donc de révolution autour de Oz.

Fi) Le paramètre a caractérise l'excentricité de
cette surface.

b) a) Le dénominateur est

fdq
=
f

e d, ô
f
d, Vol,m,.

~ lume

L'intersection est un cercle de périmètre 2 xx sin .
Le volume dr est : dT = 2xxsinff dx x d.




r3
dV(Œ) = J 2xslndfrx2dx 2xsind -

Jo 3
2x [ a

= -sin*dŒp3 l +_(3cos2_l)
3 2




j
2x F 3a 3a2
3 L 2 4

Ç1 2x F 3 ci 3a2
V I __p3dull+_(3u2__1)+_(9u4_6u2+1)

ii 3 I 2 4
4x / 3

V=-p3(1+-a2
3 \ 5

Il) df = x2 d = 2 x sin da x4 dx.

rr 2x F a
dF () = j dx "2 x sin de =-sine da p5 I 1 + (3 cos2 *- 1)

Jo 5 1. 2
2x [ 5a a2

dF(u)=--p°dul 1 +-(3u2-1)+ lO-(3u2-1)2
5 L 2 4
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2 r_1 [ 5u u2
F=-p51 _duI1+(3u2_1)+10_(9u4_6u2+fl5 fi I 2 4

4t
F=-p5(1 +2u2).

5
F 3 / 3

y) <r2> = - = _p2( 1 +2u2--a2
V 5 \ 5

3 / 7
rr_p2( 1+-u2

5 \\ 5
1

ô) Pour avoir u3 <-, il suffit d'avoir : u < 0,21.
100

4 4 / 3
c) -3tR,, = _tp3( 1+-u2

3 3 \, 5
/ 3

R,,3 = p3( 1+-u2\ 5

p=R,,(1__u2
\ 5

3

(1

7 \ 3 / 2 \/ 7
<r2>=-p2 +u2 ) = -R,,2 ( 1------u2 )( 1+-u25




3
= -R,,2(1 + u2).

5

3 3 3
d)u)A<r2> =-A(R2[1 +u2])=-AR,,2+-A(R,,2u2)

5 5 5
3

= - [A R,,2 + _>2<




+ R,,2 A &].

Le terme supprimé est encore plus petit que les deux autres.
2

A R,,2 = P,2 A A23 = p2 - A-"3 A A.
3

Il reste




3 [2
A< r2> - -A'3 A A + A23 A u2

5 L3
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et




o- Mi , M1
= A < r2> = - T P2 A-1'3 A A

[1
+--A

a2]

Y)




78-+80 80-+82 82-+84 84-+86
o- en rn-1 0,086 0,048 -0,144 -0,182

2° Pour avoir A o-788o 0,086 rn-1, il faut prendre Y = L o88o
égal à -0,066 rn-1 (ligne A).

On obtient alors graphiquement (ou par le calcul)
= 0,167 rn-1 donc A o-g,82 = 0,081 rn-1

Av o-78,84 = 0,217 rn-1 donc A o-82,84 = 0,050 rn-1
A o-78, = 0,289 rn-1 donc A o-84,86 = 0,072 rn-'.

Ces dernières valeurs sont très différentes de celles calculées
précédemment.

III. Tentative d'interprétation des résultats expérimentaux
1° a) a) On a vu précédemment

F 3 A
Ao- = -0,1O4AA I 1+---Aa2

L 2 AA
avec




3
o- = - 0,104 - A A a2 = - 12,79 A «2"

2

78-+80 80-+82 82-+84 84-+86
o- en rn1 0,294 0,256 0,064 0,026

13)




78-+80 80-+82 82-+84 84-+86
o- en rn-1 -0,208 -0,175 -0,014 0,046
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b)




La pente est -A"a.

(,"1)

(Dfl'6)

SO S( S

On voit donc ici une contraction du volume du noyau lorsque
le nombre de neutrons approche le nombre «magique » 50.

2° a) Le défaut de masse est la différence entre la masse
des nucléons d'un noyau et la masse du noyau. Soit A,, ce défaut
de masse.




C2
L=

A
b) Les deux courbes ont même allure.

S. DANCRE
et les membres du Jury.
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Agrégation

SESSION DE 1981

Epreuve C
PROBLEME DE PHYSIQUE

(Durée 6 heures)

Il n'y a pas à distribuer de papier millimétré.

Le but de ce problème est l'étude simplifiée des conditions de fonc
tonnement d'un réacteur thermonucléaire du type Tokamak. Dans un
tel réacteur, un plasma de deutérium et tritium doit être piégé dans un
champ magnétique approprié et chauffé jusqu'à des températures de
plusieurs keV (énergie moyenne d'agitation thermique des particules),
pour permettre aux noyaux de surmonter leur répulsion électrostatique,
et de produire de l'énergie par la réaction de fusion
(1) D + T - He (3,5 MeV) ± n (14,1 MeV)
où les énergies entre parenthèses sont les énergies cinétiques des parti
cules émises, mesurées dans le repère du centre de masse.

Dans une première partie, on établit quelques propriëtés des plas
mas, comme la résistivité, ainsi que le critère (critère de Lawson) liant
le temps de confinement du plasma, sa température et sa densité, qui
exprime que l'énergie dégagée par fusion thermonucléaire est supérieure
à l'énergie investie dans le chauffage du plasma.

Dans la deuxième partie, on s'intéresse au mouvement de parti
cules chargées dans des champs magnétiques inhomogènes.

La troisième partie étudie plus en détail la configuration magné
tique « Tokamak ", la plus prometteuse à l'heure actuelle, et quelques
conditions de sa stabilité.




I
I. 10 Critère de Lawson.
On considère un plasma globalement neutre, totalement ionisé,

composé de deutérium et tritium, de densités respectives nn et T
(nombre de noyaux par unité de volume), à la température T. Soit
o la vitesse relative d'un noyau de deutérium et d'un noyau de tritium.
La section efficace (o) pour la réaction de fusion (1), est, dans le
domaine d'énergie qui nous intéresse, paramétrisée empiriquement par
la formule
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(v) / r2 r2
Ln = 5,5 ( Ln

\ r02 u02
(Ln = logarithme népérien).

avec : o. = 1,25. 10-21 cm2 MD vo2 = 200 keV
2

(MD = masse du noyau de deutérium, MT masse du noyau de tritium).
Les particules obéissent à la statistique de Maxwell-Boltzmann, dont

la fonction de distribution f,,, normalisée à 1 est




M V2
/ m \3/2 -

10(v) ) e 2kBT
\ 2,tkT /

ffff0d3v = 1

kB : constante de Boltzmann; kB = 1,38-10-23 SI.
On utilisera la formule

f0!

d\ '° 2 1 / d\
t2 e at2 dt = ( -- I e- at2 = - 1/2 ( -- a-l!2

o \. da! Jo 2 \ da/

= [1-3-5 (2n-1)] a-112
2-1I

avec n entier 1.
a) Quelle est en keV l'énergie cinétique du deuton dans le

repère du centre de masse de la réaction (1) pour laquelle (r) est
maximale ? A quelle température (en K) correspond une telle énergie ?

b) Montrer que la fonction de distribution f (y) pour la vitesse
relative y des noyaux D par rapport aux noyaux T est

MD MT 1 3/2 MD MT 2
f, (v) = flDflT(

mD+mT
X

2xkBT)
e 2(mD+mT)kBT

On pourra se placer dans le repère du centre de masse pour éta
blir ce résultat.

c) Montrer qu'à la température T, la puissance WF produite par
fusion dans l'unité de volume du plasma est de la forme

WF = nJ3nTEOw(T)
où E0 est l'énergie libérée par la réaction (1) (E0 = 17,6 MeV).

Evaluer numériquement W pour = nT = 0,5 .1014 cm-3,
kBT = 10 keV.

d) Le plasma ne peut être confiné que pendant le temps ., au
bout duquel il entre en contact avec les parois du réacteur et se
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refroidit. Son énergie thermique, ainsi que l'énergie éventuelle pro
venant de la réaction (1), est récupérée par une machine thermique
classique, de rendement 1/3. Montrer que, à n0 + ET fixé, l'énergie

n
récupérée est maximale pour D = T On posera D = ET = --

2
Montrer que l'on récupère plus d'énergie que l'on en a investi pour
fabriquer le plasma, que si le produit n a une valeur minimale h (T),
fonction uniquement de la température (critère de Lawson) : Que
vaut h (T) pour kBT 10 keV?

1.2° Diffusion coulombienne.
On considère un flux uniforme de particules ponctuelles de masse

m1, de charge - e (e > 0), incident sur une charge ponctuelle e située
à l'origine O, et considérée comme fixe (ceci correspond au cas où sa
masse mOE est très grande devant m1). Les particules incidentes ont
la vitesse u, dirigée suivant Oz (fig. 1), et leur nombre par unité de
volume est n1. On désire déterminer la force moyenne F que les parti
cules incidentes exercent sur la charge fixe. Pour cela, on considère la
collision d'une particule mobile avec la charge fixe.

ao N. j ZN /0

N




N

Fig. I
a) Soit le paramètre d'impact d'une particule incidente, c'est

à-dire sa distance à l'axe Oz avant la collision. Quelle est la nature du
mouvement de la particule dans le champ de la charge fixe? Montrer
en particulier que longtemps après la collision son mouvement est
pratiquement rectiligne, de vitesse u = u en module, le long d'une
droite inclinée de l'angle * sur l'axe Oz avec

Q!
tg -

2
où:




e2
Q! =




4 .t e. m5 u2
b) Quelle est au cours de la collision la quantité de mouvement

transférée à la charge située en O ? Montrer que si l'on veut obtenir à
ce stade la force totale que le flux de particules fI exerce sur la chargefixe en intégrant sur toutes les valeurs de possibles, on obtient une
intégrale divergente. Quelle est la région d'intégration sur qui est
responsable de cette divergence ?
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1.3° Force de friction coulombienne dans un plasma.
En fait, la charge Œ située en O est un noyau de deutérium (ou

tritium), les particules fI des électrons. La charge u est immergée dans
un plasma globalement neutre et en équilibre thermique. Sa présence
induit une inhomogénéité dans le plasma.

a) Pour les conditions physiques considérées dans ce problème
(kB T = 10 keV, densité d'électrons = densité d'ions = n = 1014 cm-3),
montrer que le potentiel électrostatique à la distance r de la charge

fixe est de la forme e/ avec
r




/ kaTE0

V 2ne2
Evaluer numériquement D et pour kB T = 10 keV, n = 1014 cm-3.

b) Montrer que la force F totale subie par la charge fixe
devient alors approximativement

. e u
F=- ------n

m3 4itc02 u3
avec

D
= Ln -.

Q!

I. 4° Conductivité électrique d'un plasma.
On applique un champ électrique uniforme E à un plasma. L'as

semblée des ions et l'assemblée des électrons se mettent en mouvement
l'une par rapport à l'autre, à la vitesse relative y (vitesse relative de
l'assemblée des électrons par rapport à celle des ions), chaque assem
blée restant, dans son repère du centre de masse, une distribution
maxwellienne.

a) Montrer que l'on peut négliger le mouvement des ions, et
calculer, en utilisant la question précédente, la force par unité de
volume que l'ensemble des ions exerce sur l'ensemble des électrons, en
fonction de y. On désignera par V la vitesse d'un électron dans le
repère du laboratoire et on supposera que o ° V.

b) Calculer la vitesse y en fonction du champ E en régime
stationnaire, et en déduire la conductivité électrique 0e1 du plasma.
Calculer numériquement o pour kB T = 10 keV, n = 1014 cm-3,
me, masse de l'électron 9,1 1031 kg. Comparer à celle du cuivre
0-cu = 6. 107 ,Ç2-. rn-1. Quelle est la puissance dissipée dans l'unité de
volume du plasma pour F, = 0,1 V. rn-1?

I. 5° Temps de collision.
a) On considère la trajectoire d'un électron donné dans le

plasma. Au cours de ses collisions successives avec les ions, sa vitesse
subit des perturbations aléatoires.
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Quelle est la valeur AV de cette perturbation dans une collision de
paramètre d'impact donné? Quelle est la valeur quadratique moyenne
<AV2> de la perturbation que subit par unité de temps la vitesse
de l'électron ?

b) A cause de ces perturbations aléatoires, l'électron de la
question précédente a au bout d'un certain temps perdu la mémoire
de la direction dans laquelle était sa vitesse. Estimer numériquement
un ordre de grandeur de ce temps pour un plasma à kB T = 10 keV,
n = 1014 cm-3.

II. PARTICULES DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE
II. 1° a) Soit un champ magnétique uniforme B. Quelle est la

trajectoire d'un électron de vitesse initiale y dans ce champ ? On notera
y,1 la composante de y parallèle à B, y1 la composante perpendicu
laire a B. Quel est le rayon (rayon de Larmor) DL du cylindre sur lequel
reste l'électron ?

Calculer numériquement DL pour B = 4 teslas et

me u21 = 10 keV (me = masse de l'électron = 9,1 " 10-31 kg).2
eB

Calculer numériquement la pulsation cyclotron w = - correspon-
m

dante. Justifier alors l'approximation traitant comme indépendantes les
particules d'un plasma tel que celui de la question I. 5° b).

b) Pour un plasma de densité n = 1014 cm-3 (n ions et
n électrons par unité de volume), à kB T = 10 keV, dans ce champ
uniforme B = 4 teslas, quel est l'ordre de grandeur de la modification
du champ magnétique dans le plasma due aux mouvements des ions
et des électrons ? Le plasma se comporte-t-il comme un milieu dia
magnétique ou paramagnétique? L'approximation qui néglige sa suscep
tibilité est-elle justifiée ?

II. 2° On soumet l'électron, outre au champ B de la question pré
cédente, à un faible champ électrique perturbateur E lentement variable
dans l'espace et éventuellement dans le temps, et normal à B. En fai
sant un changement de repère approprié, montrer que le cylindre sur
lequel se déplace l'électron est alors animé d'un mouvement de dérive
dans une direction orthogonale à E et à B, de vitesse y1 donnée par

EAB
v1=




B2
On admettra dans la suite du problème que le résultat reste

valable si on remplace la force -cE par la force f d'origine quel-
f

conque, en posant simplement E = dans la formule précédente.
-e

II. 3° On considère un champ magnétique légèrement inhomogène,dont les lignes de champ ont localement un rayon de courbure R » 0L
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Soit s l'abscisse curviligne le long d'une ligne de champ donnée, et
B (s) le module du champ. On suppose que ce champ est créé par une
distribution de courant dont la densité, au voisinage de la ligne de
champ considérée, est tangente à cette ligne de champ. On choisit un
repère local : t le long de la ligne de champ dans le sens s croissant,
n, normal à t, dirigé vers le centre de courbure, et b, (t, n, b) formant
un trièdre orthonormé direct.

a) Montrer que




n
grad B = - B + t -.

R as
b) Montrer qu'à la distance QL R de la ligne de champ, B

QL
acquiert une composante normale à t, de module -' -' dont on

2 3s
précisera la direction.

c) Montrer que si le champ B est de révolution (1/R = 0), le
mouvement des électrons tournant autour de l'axe de révolution satis
fait l'équation d'évolution




doll - o21 B

dt 2B as
d

dans laquelle on a posé y11 = o11t, et où - désigne une dérivation
dt

temporelle.
En déduire que la quantité




1 M, V2

2 B
est une constante du mouvement, et que le mouvement s'effectue le
long d'un tube de champ.

d) On considère maintenant le cas hR O. Montrer qu'au
mouvement précédent s'ajoute un lent mouvement de dérive dans la
direction b, à la vitesse




QL /




1+2-
2R \ o2

sous les effets combinés de la force centrifuge et de l'inhomogénéité du
champ.




III. PIÈGES MAGNÉTIQUES POUR PLASMA
III. 10 Miroirs magnétiques.
On cherche à confiner un plasma par un champ magnétique station

naire de révolution d'intensité variable dans l'espace (fig. 2). Soient
B,,,,,, et Bmjn les valeurs extrêmes du champ.
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Lignes de flux

BrnaTcjj7yBmin




Champ magnétique

Fig. 2

a) On néglige les collisions dans le plasma. Supposons que
lorsqu'elle passe au point où B = Bmj, une particule ait une vitesse
parallèle r,10 et une vitesse perpendiculaire Montrer que r,,diminue quand la particule s'écarte de ce point, et que le mouvement le
long des lignes de champ reste orné si

V110 / Bmax - Bmjn \112
r10 \ Bmin

Qu'arrive-t-il aux particules ne satisfaisant pas cette condition?
En supposant qu'on ait initialement au point B = une distribution
isotrope de vitesses, quelle est la fraction de particules piégées?

b) On considère l'effet des collisions. D'après la question I. 50 b),
quel est l'ordre de grandeur du temps au bout duquel une particule
satisfaisant initialement le critère précédent s'échappe de la configu
ration magnétique considérée?

Pour un plasma à kE T = 10 keV, n = 1014 cm-3, en déduire un
ordre de grandeur du temps de confinement du plasma.

Comparer avec le critère de Lawson de la question I. 10.

111.2° Configuration toroidale.
On cherche à améliorer le temps de confinement en refermant les

lignes de champ. On considère donc un solénoïde toroïdal. Soit R le
rayon moyen du tore, rM le rayon d'un cercle méridien. Un point est
repéré par un angle azimutal p et les coordonnées r et dans le plan
méridien (fig. 3). Pour les applications numériques, on prendra R = 1 m,
rM = 20 cm.
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a) Le solénoïde est formé d'un enroulement uniforme de
N spires parcourues par un courant I. Quel est le champ Bq, à l'inté
rieur du tore?

b) On place un plasma de densité n = 1014 cm-3, de tempéra
ture kB T = 10 keV dans le tore, où règne un champ B, 5 teslas.
Montrer que l'effet de dérive de la question II. 30 d) le précipite sur
les parois au bout d'un temps que l'on estimera et que l'on comparera
au critère de Lawson.




B-




Fig. 3

111. 3 Configuration « Tokamak «.
On complique la configuration magnétique en rajoutant une compo-

posante B (fig. 3), dite champ poloïdal, créée par une densité de cou
rant électrique j, (r) circulant dans la direction azimutale dans le plas
ma lui-même. Ce courant est induit de l'extérieur en utilisant le
plasma comme le secondaire d'un transformateur. Le plasma est
contenu tout entier dans un rayon r rm. On fera l'approximation
rM R dans la suite du problème.

a) Comment sont reliés B (r) et j, (r) ? On introduira le cou-
rant total à l'intérieur du cercle de rayon r

(r) =
fo

2 r' j (r') dr'.

b) Montrer que les lignes de champ du champ total B = B + B
s'enroulent sur des tores emboîtés les uns dans les autres que l'on
appelle des surfaces magnétiques. Le long d'une ligne de champ à la
distance r, montrer que




dq- = q (r)
db

et exprimer q (r) en fonction de B, r, et 'J (r). En pratique, on a
q (0) 1, q (rM) 3. Quelle est la signification géométrique de q ?

C) Pour un champ B = 5 teslas, et un plasma de densité
n = 10' cm-3, à kB T = 10 keV, et pour q (O) = 1, évaluer numérique-
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ment j4, (0) et le champ électrique inducteur E,9 nécessaire pour engen
drer ce courant. On prendra la conductivité électrique du plasma égaleà 0,5. 109 2-' m-1.

III. 4° Décrire qualitativement le mouvement d'une particule char
gée dans la configuration magnétique Tokamak. Montrer en particulier qu'au cours du mouvement le long d'une ligne de champ, le désas
treux effet de dérive de la question III. 2° b) se compense exactement
entre les portions de trajectoire situées de part et d'autre du plan
équatorial du tore.

III. 5° Particules piégées.
a) Montrer que le long d'une ligne de champ de la configuration Tokamak, le module du champ magnétique oscille entre deux

valeurs extrêmes.
b) En déduire qu'il existe dans cette configuration un effet demiroirs magnétiques, et donc une classe de particules, dites piégées,dont la coordonnée azimutale cg reste bornée au cours du temps. En

supposant isotrope la répartition des vitesses, évaluer la fraction de
ces particules par rapport à l'ensemble de la population.

C) Montrer que pour ces particules piégées, l'effet déconfinant
de dérive de la question 111.2° b) se compense entre diverses portions de leur trajectoire par le même mécanisme que pour les particules circulantes (question III. 4°) dont la coordonnée cg varie toujoursdans le même sens.

b) Pour que l'on puisse effectivement parler de particules piégées, il faut qu'elles puissent faire plusieurs va-et-vient pendant le
temps de piégeage calculé à la question III. 1° b). Vérifier qu'il en est
bien ainsi pour un plasma à kB T = 10 keV, n = 1014 cm-3.

III. 6° Champ magnétique axial.
Il s'agit de montrer dans cette question que la stabilité du plasmadans une configuration Tokamak nécessite la présence d'un champ

magnétique extérieur uniforme, d'ordre - B9, dirigé le long de l'axe
R

de symétrie du tore.
a) Montrer qu'en un point r la pression cinétique p (r) dans le

plasma, équilibrant la pression magnétique radiale, satisfait l'équation:
dp 1 d

= ------ B9- (r B9).dr r dr
On suppose que p (rM) = O. Montrer que la pression moyennesur une section méridienne du tore vaut

-
p= 2
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b) Quelle est la résultante des forces de pression s'exerçant
sur le volume de plasma compris entre deux sections méridiennes
voisines, aux angles et cp + dcp? Montrer que cette force tend à éloi
gner le plasma de l'axe de révolution.

c) On donne l'inductance L du plasma, considéré comme une
spire conductrice circulaire




7 SR l
L = R( Ln--2+-

\ r5 2
où l est l'inductance interne de la distribution de courant par unité
de longueur le long du plasma

rTM

J
11=




3t TM2 B25 (TM)

Montrer qualitativement que cette spire de courant a spontané
ment tendance à s'écarter de l'axe de révolution sous l'action du cou
rant constant qui la parcourt. Calculer la force, correspondant à cet
effet, qui s'exerce sur l'élément de spire compris entre les angles w
et q + dcp.

d) Montrer que les effets des deux questions b) et c) précé
dentes peuvent être compensées exactement par l'adjonction d'un
champ magnétique supplémentaire uniforme By, dirigé le long de l'axe
de révolution, de module

TM 7 SR 1 l\
Bv( Ln---+--- )Bs (TM).

2R\ TM 2 2 /

IJJ" 7° Durée de vie du plasma.
Dans les questions précédentes, on a supprimé une à une les prin

cipales causes d'instabilité du plasma, grâce à des champs magnétiques
appropriés. Dans cette question, on cherche un ordre de grandeur pour
sa durée de vie, nécessairement finie, car il n'est pas en équilibre
thermodynamique : les gradients de densité (et de température) en
traînent une lente diffusion du plasma vers les parois. On supposera
la température uniforme et on ne considérera que les effets de densité.

a) Soit fl (T) la densité d'électrons (et d'ions) du plasma. On
a naturellement n(TM) = O. Montrer qu'à cause de leur mouvement
de giration dans le champ magnétique 8,9, l'assemblée des électrons a,
au point T, une vitesse non nulle dans la direction orthogonale à B,

du
et à grad n, proportionnelle à -' dont on donnera l'ordre de

gran-di-deux.Montrer qu'il en est de même pour les ions, à un signe près.
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b) En déduire la force de friction correspondante entre l'as
semblée des ions et celle des électrons, en utilisant le résultat de la
question 1.41 a). On rapportera cette force de friction à une particule.

c) Utiliser alors la question II. 2° pour trouver un ordre de
grandeur de la durée de vie (temps de confinement) du plasma. Com
ment ce temps de confinement se compare-t-il au critère de Lawson
pour les caractéristiques physiques du plasma considéré dans ce pro-

/ dn n\blème ?l On prendra - - On utilisera les valeurs numériques
\ dr rMJ

déjà données dans l'énoncé.
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SOLUTION

I
I. 1 Critère de Lawson.

a) Soient VD et VT les vitesses du deuton et du triton
dans leur référentiel du centre des masses

MD VD + MT VT = O VD-VT = y (vitesse relative)
d'où




MT MD
VD V et VT- V

MD + MT m, + MT
et l'énergie cinétique du deuton dans ce référentiel

1 1 rnm2
CD = - m VD2 = o2D 2 2 (MD +mT)2

La section efficace o (u) est maximale pour u = u0
/do il

= (u02 -v2) du
\.

d'où l'énergie cinétique dans le C.M.
1 01D MT2 9

E = - = 200 x - = 72 keV,D 2 (mD+mT)2 25
ce qui correspond à la températureS T telle que

3- 1CBT = c c0
2

d'où : T = 5,56 108 K.

b) La fonction de distribution pour l'ensemble des deu
tons et des tritons, a pour expression dans le référentiel du
laboratoire




f(vD, VT) = flDflTfo(VD)fo(VT)
m0 MT ' 3/2

[----(

mD V2 mT VT2
flflJ

exp43t2kB2T2/ 2k5T 2kBT
Au lieu des vitesses VT et '1D, utilisons
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1D VD + MT VT
la vitesse VG = du centre des masses et la vitesse

m0 + MT
relative y VD - VT, d'où il vient

MT
VD = VG + y et VT = V0- V-

MD + MT MD + m3
On note que d3 VD d3 VT = d3 VG d3 V le jacobien du change

ment de variables, soit




-MD
1




MD + MT
J = étant égal à 1.

MT
1




MD + MT
Ainsi, en effectuant le changement de variables, on obtient

f (VD, VT)d3VDd3V =
7 MD MT \ 3/2 [ V2 (m + MT) VG2 1

D T ( ) exp I - ______- I d3 y d3 VG
\42k52T2/ F 2kBT 2kBT J

MD MT
où = est la masse réduite du système deuton - triton.

1D + MT
Pour obtenir la fonction de distribution f (y) pour la vitesse

relative, on intègre l'expression précédente sur la variable VG, d'où
l'expression demandée




/ \3/2 ILl)2
fi (y) = D T ( J exp

\27tkBT/ F 2kBT
c) Le nombre de fusions par unité de temps et par unité

de volume du plasma impliquant des particules de vitesse relative
comprise entre V et V + dV est

cr(v)vfi(v)d3v.
Cette expression découle de la définition même de la sec

tion efficace. D'où la puissance libérée par unité de volume

WF = E0ffrr(v)vfi(v)dv
de la forme

WF = flDflTEOW(T)
avec

r r / 3/2 [ y2 1
w (T) = J I J o(y)y( J exp I - d3 v

JJJ F 2 kBT
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o / p \3/2=-( I
u,» \2tkT/

où




[-
/5,5 \ 1

I=4.tf v'4exp(-------+ )v2ldv
\ 2 2kT/ -I

(après intégration sur les variables angulaires).
L'intégration donne

3.5.7.9.1l"13 /5,5 \_1512
I=t312X




26 (

5,5 it -15/2

Pour kBT = 10 keVw (T) = 7"10- v0o = 2,7210-n M3 S-1.
Si on prend 1m = T = 0,5 1014 cm-3, WF= 1,92 105 w. rn-3
(E0 = 17,6 MeV).

d) L'énergie volumique d'agitation thermique des deutons,
des tritons et des électrons du plasma est égale à

3
2(flD + flT) kBt,

2
le nombre total d'électrons étant égal à 1m + nT. L'énergie récu
pérable pendant l'intervalle de temps r est

- [3kBT(nD+nT)+Wj.
3

Cette,énergie doit être supérieure à l'énergie 3 k T (flD + riT),
soit




1m T




E0w(T)I>6kBT.
l'iD + T

Le membre de gauche est maximal pour fl = T
(=

d'où la condition




24 k T
flr> = h(T)

E0w(T)
qui exprime le critère de Lawson.

Numériquement, pour kB T = 10 keV, h (T) = 5 10° rn3. s.

I. 2° a) Il s'agit d'une question très classique. Nous pouvons
écrire
- la conservation de l'énergie

1 e2 1
- m (2 + r2 2) - = - m u2,
2 4 .t0r 2
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- la conservation du moment cinétique par rapport à O
mr2ç = mQu

où q est l'angle polaire.
La seconde équation permet d'éliminer le temps pour obtenir,

après report dans la ire, l'équation de la trajectoire, qui s'écrit
sous forme différentielle




/1
d(-




= dcç.
1

__--
V Q2 e2 r r2

1 1
Par intégration de - = O à - = - (maximum du

r r
radical), on obtient

QI= 2Arcsin




/Q2 + Q21soit




Q!= Arc tg - (fig. 1).2




o

Fig. I
b) La quantité de mouvement transférée par une parti-cule vaut en module (fig. 2)

QI
2mu sin - = 2mu

2 /Q2+Q2!
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.9
'rn-U-

Fig. 2
Il suffit de considérer la projection sur l'axe °z, soit

Q2'
2mu sin2 - = 2111 11

2 Q2+Q2L
car, seule, cette projection a une moyenne non nulle du fait de la
symétrie de révolution autour de Oz.

Le nombre de collisions par unité de temps, dont le paramètre
d'impact est compris entre et Q + dQ vaut n1 112 71 Q d¬, d'où la
force totale s'exerçant sur la charge fixe, dirigée dans le sens
positif de Oz




[oo QdQ
F = 43tnIu2mQ2l I U.

JO Q2+Q2.L
Cette intégrale diverge logarithmiquement pour les grandes

valeurs du paramètre d'impact (petits angles de déflection).

1.3' Force de friction coulombienne dans un plasma.
&) Cette question a déjà fait l'objet d'une solution détail

lée dans le problème proposé en 1980 (B.U.P. No 632, supplé
ment p. 61). Le potentiel électrostatique V au voisinage d'un noyau

d (r)
satisfait à l'équation de Poisson AV = - où d (r) est la

CO
densité volumique de charge (dépendant de la distance r au
noyau). On a, comme conséquence de la statistique de Boltzmann:

[ eV(r) eV(r)
d (r) = ne exp - -exp

ICBT kBT
où le premier terme correspond à la densité des noyaux, le second
à la densité des électrons.

En supposant qu'on est toujours dans une région telle que
eV (r) o kB T (hypothèse à justifier a posteriori)
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2 n e2
d (r) - V (r)

kB T
d'où

2 n e2
W- V=0

Eo kB T
de solution




K r 8OkBT
V (r) = - exp-- avec D2 =

r D 2ne2
K est une constante qu'on fixe de sorte que pour r -+ 0, on voie

e
la charge du noyau en entier, d'où K =




4 c
D est la longueur de Debye du plasma. Pour r > D, le poten

tiel du noyau est pratiquement totalement écranté par les élec-
trons qui l'entourent.

Application numérique
1 3

Avec n = 1014 cm-3 et - m u2 = - kB T = 15 keV,
2 2

on trouve D = 0,525 l0- m et = 4,8 10-14 m.
Justifions l'approximation eV ° k T. On n'a eV k T, soit
e2




3 m u2 que pour r de l'ordre de grandeur de j.,
4t80r

c'est-à-dire à l'intérieur des noyaux, où précisément on commen
cerait à sentir le caractère non ponctuel de la charge du proton.

b) On exprime l'effet d'écran en disant que pour
grand, l'intégrale divergente (1.21 b) est effectivement coupée
à des paramètres d'impact de l'ordre de grandeur de D (ou

D
2 D, ou -..., ce qui est sans importance dans un logarithme).2
On obtient ainsi le résultat de l'énoncé.

1.4° Conductivité électrique d'un plasma.
a) Quand on applique un champ électrique, l'assemblée

des ions et celle des électrons se mettent en mouvement l'une
par rapport à l'autre, mais en faisant en sorte que le centre de
masse de l'ensemble reste fixe. Il s'ensuit que dans le référentiel
du laboratoire, les vitesses de chacune des assemblés sont dans
le rapport inverse des masses de leurs constituants. Pratique
ment seuls, les électrons sont entraînés par le champ. La vitesse
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du référentiel (Re) du centre des masses de l'assemblée des
électrons se confond pratiquement avec y (vitesse relative de
l'assemblée des électrons par rapport à l'assemblée des ions).
Si V est la vitesse d'un électron dans le référentiel du laboratoire,
sa vitesse dans (Re) est V- y et la fonction de distribution des
électrons est




/ me \3/2 I me(V-v)2
f (V) = n( ) exp

L 2kBT
Par unité de volume, la force moyenne que les électrons

exercent sur les ions devient donc
? 112 t' V / 111e 3/2 F m, (V- y)2 1

F=- I ( ) expi- Id3V
me 4jt02 J V3 \2kBT/ L 2kBT J

soit




) n2 e4 / me \3/2
F=- I I I

me 42 \ 2JiJCBT/
avec




V me(V-v)2
= I exp[- 1dV.

J V3 L 2kBT J
Par symétrie I est colinéaire à y. En négligeant y2 devant V2,

et en utilisant les coordonnées sphériques, le module I a pour
expression

mV2 (r mevVcos*
I = I'U = 2 I exp - dV I sin *cosexp de

Jo 2kBT Jo kBT
soit




4

fo

I M, V2 4
expi-

3 Jo kBT L 2kBTJ 3
d'où




X n2 e4 / me \3/2 4
F=- I -- acv.

me 4200o2 \ 2.tkBT/ 3
La force demandée dans l'énoncé est - F.

Remarque.
Dans le calcul précédent, on a supposé X constant, indépen-

dant de V. En fait, X dépend de V par l'intermédiaire de
/ D\
X = Ln - ). Cette approximation est légitimée par le fait

Q!'
qu'un logarithme a une variation lente; l'approximation faite est
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du même ordre que celle consistant à choisir Q1 plutôt que 2
Q!

ou - dans la définition de A.
2

b) En régime stationnaire, on a en module : F = n e E.
On voit donc que u est proportionnel à E. La conductivité cej,
définie par n u e = 0e1 vaut ainsi

3E2 (2 it kB T)3/2
0e1




A e2 l/2

Numériquement : A = 20,81, 0e1 = 0,46 10 Il-1. rn-1 supérieure
à celle du cuivre. La puissance dissipée par unité de volume du
plasma est 0e1 E2 soit 4,6 106 w. rn-3.

1.5° Temps de collision.
Q!

a) Pour une collision H = 2Vsin- = 2V
2 /Q2+Q2I

Q2!
(question 1.2° b) d'où (&J)2 = 4 V2

Q2 + Q2j
Pour obtenir la fluctuation demandée, on intègre sur Q et

on multiplie par le nombre de collisions par seconde, nV
r°° Q2jQdQ

<(AV)2> nV3 8 it




JO Q2 + Q2,.
intégrale divergente identique à celle du 1.2° b) et traitée de la
même façon, soit




n e4
= A = 8JEnV3Q21A

2 2t ¬2 me2 V
grandeur homogène à une (longueur)2 x (temps)-3.

b) On obtient un ordre de grandeur du temps de col
lision t en écrivant que

<(iW)2> t,, V2.
En prenant pour V, la vitesse quadratique moyenne à la tem

pérature considérée, soit
1 3
- in, V2 = - kBT (d'où V = 7,310v m. s-'),
2 2

on obtient




1
t,, = 1,l3"10- s avec Q! = 4,8.1014m.

8 tnV1 1
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II. PARTICULES DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE
II. 1° a) Nous nous bornerons à donner les résultats de cette

question très classique. On a
p21 M, VI

me =eBu1zQL=
QL eB

Application numérique
eB

QL = 1,02 10- m, w = - =7,1 1011 s_1.
me

On note que w » te-'; les collisions sont rares sur un temps
de l'ordre de la période cyclotron. Ceci est vrai également pour
les ions. On peut ainsi négliger les collisions et considérer les
particules comme indépendantes.

b) Chaque particule, du fait de son mouvement cyclo
tronique, se comporte comme une petite spire de courant de
moment magnétique = SI avec

S = tj surface de la spire,
e viI = intensité dans la spire
2 ft

1 mu21
d'où = - où m est la masse de la particule (ion

2 B
ou électron). On voit donc qu'à l'équilibre thermique, ji a une
même valeur pour les ions et pour les électrons et que les
deux contributions s'ajoutent. Du fait de cette densité de mo
ments magnétiques, le plasma se comporte comme un milieu
diamagnétique car les moments magnétiques sont orientés en
sens contraire du champ magnétique qui les génère (c'est un
aspect de la loi de Lenz). Evaluons l'ordre de grandeur du
champ magnétique AB créé par ces dipôles. Nous considérons
un cylindre infiniment long, de rayon quelconque rempli de ces
dipôles avec une densité de n dipôles par unité de volume.
Chaque dipôle a un moment magnétique . La densité surfacique
de courant équivalente circulant sur la surface du cylindre est
nj. (en A. m-1) et donc le champ magnétique uniforme créé à
l'intérieur de ce solénoïde est n

Numériquement, pour- m u2 = 10 keV, = 4 10-u A. m2
2

Remarque.
Il n'y a pas contradiction avec le théorème de van LEEUWEN inter

disant le para ou diamagnétisme en mécanique statistique classique,
car le plasma n'est pas à l'équilibre thermodynamique (gradients de
densité en particulier, voir III. 7°).



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 49

et AB np.0 = 5-10-2 T, soit une susceptibilité de l'ordre
de 0,01 en valeur absolue.

11.2° Dans un changement de repère galiléen, les formules
de transformation des champs électrique et magnétique sont,
dans la limite non relativiste




1
E' E + VA B B' = B--VAE

C2
[V vitesse du référentiel (R') par rapport au référentiel (R)].
On choisit V de sorte que E' = O et B'// B, soit

V A B = - E (ce qui exige effectivement E I B)
et VAE//B.




EAB
Dans ces conditions, V = V1 et dans le référen

B2
tiel (R') où E' = O, le mouvement des électrons est hélicoïdal
autour de la direction de B', donc de B.




aB
11.3° a) La composante de grad B H le long de t, soit -

a5
est triviale. Pour calculer la composante sur n (fig. 3), on calcule

Fig. 3
la circulation de B sur le petit contour indiqué, dans lequel il y a
deux côtés le long de lignes de champ et deux autres ortho
gonaux aux lignes de champ. La distribution de courant étant
tangente en chaque point aux lignes de champ, son flux à travers
le petit contour est nulle, et donc aussi la circulation de B le
long de ce contour. Les deux côtés du contour le long des lignesde champ permettent donc de relier les valeurs de H B 1 sur
deux lignes de champ voisines, qui sont donc différentes pour
- O (fig. 4).R
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C
E

AA

R

arA4 kuJ

AI Ro

Fig. 4
Ainsi




IBIRa = (B-n.grad tBdl)(R+dl)u.

exprime que la circulation de B est nulle sur le contour. On
JBJj B

en déduit la composante de grad B sur n, soit = -.
R R

b) On écrit la conservation du flux magnétique, soit
div B = 0, soit que le flux de B à travers un petit cylindre de

e4




Fig. 5

rayon QL centré sur t est nul (fig. 5), d'où
QL2[B(S)_B(5+dS)]t2QLdi
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(B1 composante de B orthogonale à t à la distance QI, de la lignede champ considérée). On obtient la relation demandée
QL B

B1 = -- -. Les lignes de champ vont en s'évasant quand2 s
on se dirige vers les zones de champ plus faible, en se rappro
chant vers les zones de champ plus intense (fig. 6).

'as as
Fig. 6




QL
c) La composante B1 = --- n introduit une force

2 s
1

F11 -e vi AB1 = - eQL- v1 t (fig. 7)
2

-




LYJ.

Fig. 7
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d'où:
du11 F1y 1 3B u21 lB / me ul
cit m 2m 1s 2B 1s \. eB
D'autre part, l'énergie cinétique des particules se conserve,

d'où




u211 + u2j = cte
soit




du11 duj
u11 +uj =0.

at at




du11
En substituant l'expression obtenue pour , il vient

at
du1 u21 lB as /

u1 ---- = O ( u11 = -
at 2B 1s at at

d'où




cl / u21 \-( = 0.
at \ B /

Or, le flux à travers une spire du mouvement cyclotronique
m2 u2

est 3tQL2 B = , qui est donc bien une quantité conser-
e2 B

vée : le mouvement s'effectue ainsi sur des tubes de champ.

ci) Si on tient compte maintenant du rayon de courbure R,
m u211

cela entraîne l'apparition du terme centrifuge - n.
R

n
D'autre part, par suite du terme - B dans grad j B j, la parti

R
cule passe successivement dans des régions de champ plus faible
et plus fort au cours de son mouvement cyclotronique. Il en
résulte une composante moyenne de la force le long de n.

En M (fig. 8), le champ magnétique, très approximativement
parallèle à t a pour composante suivant t

B B
B + - eLcosO (djjBj = grad Il BIIQL = - QLcosft.

R R
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4




JFig. 8
La force correspondante s'exerçant sur l'électron est

-VjSifl* O

v1cos O
f=-e A

B
O B+-QLcosŒ

R

La seule composante non nulle en moyenne sur un tour est
dirigée suivant n et

1 QLeVI (2 1 eQLVIB
<f> = -- n cos2idŒ = -- n,

2t R Jo 2 R
B

soit <f> = - - n. On peut retrouver rapidement ce résul
R




-
tat en considérant l'énergie d'interaction magnétique - " B d'un
dipôle de moment magnétique 'avec le champ B.

1
Au total, la courbure introduit la force

R

[mev2/f 1 eQLVIB 1F =-I +- In
1R 2 R J

d'où une vitesse de dérive VD (question 11.2°).
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F
--A B

e 1 1
VD = = (mev2//+-eQLVIB)nAtB2 ReB 2

QL0I
(1

V211
+2- (b.

2R . V2 1
Pour un ion, on notera que la force F reste inchangée, mais

dans la formule donnant VD, il faut changer - e en + e. La
vitesse de dérive est donc opposée à la précédente.

III. PIÈGES MAGNÉTIQUES POUR PLASMA
III. 1' Miroirs magnétiques.

a) La conservation de l'énergie cinétique s'écrit
1 / 1 mu21- m u2/ + B = cte
2 \. 2 B

étant constant, vi,, et B varient en sens contraire. La particule
ne peut s'échapper si

- mu2// + iBmin < u. Bmax
2

1 mv2j
d'où, avec u. = - - , la condition de l'énoncé.

2 Bmin
Les autres particules s'échappent par les extrémités. La dis

tribution des vitesses étant supposée initialement isotrope, la
fraction des particules piégées est la fraction de surface de la
sphère qui n'est pas située dans un cône de demi-angle au som
met *, avec

Fig. 9



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 55

/ B -B \1/2max min
cotg* = (

\ Bm1j
Cette fraction est




/ Bmin

Bmax
\h/2

cos*=f I-

b) D'après I. 50 b), une particule initialement piégée, peut,à la suite de collisions aléatoires se retrouver à l'intérieur du
cône précédemment défini et donc s'échapper. Ce temps est de
l'ordre du temps de collision t calculé dans cette question, soit
eniron 10-4 s pour n = 1014 cm-3. Ainsi,

n t, 1020 x 10-4 = 1016 m3 -1"
Il manque un facteur de l'ordre de 10 pour satisfaire au cri
tère de Lawson avec des densités de l'ordre de 10 cm-3.

III. 20 Configuration toroïdale.
a) On applique le théorème d'Ampère

2;t(R + rcos)B, = tt0NI.
Pour r R et B, = 5 T, N I 2,5 10 A. tour.

b) Si on applique le résultat de la question 11. 30 d), on
voit que les électrons et les ions sont précipités dans des direc
tions opposées, parallèlement à l'axe de révolution du tore avec
une vitesse




QLVj. 113V21 kT
=

2R 2eRB eRB
On obtient le temps de confinement ', en écrivant

'r, VD rM
soit




rM R e B

kB T
Numériquement, ' 10-4 s et il manque encore un facteur

de l'ordre de 10 pour satisfaire au critère de Lawson.

III. 30 Configuration « Tokamak ».
a) l et j, snt reliés par le théorème d'Ampère : dans

l'approximation rM R, on a pratiquement affaire localement à
un cylindre : B1 est une fonction de r seulement et

2 r B1 = ît. 1 (r) = IL.
£2

x r' j, (r') dr'.
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b) Pour l'approximation r R, B, est constant sur tout

le volume du tore, soit B, = . Localement, le tore se
2tR

confond pratiquement avec un cylindre sur lequel les lignes de
champ forment des hélices le long desquelles on a

Rdcç - Bç,

rdfl BD
d'où




dcp r NI 2tr r2 NI




=q(r).
dŒ R 2rR j.0(r) R2 °J (r)

Pour r-90 'J(r) tr2jj0) et
NI

q(0)=
tR2j(0)




NI
c) Numériquement, si q (0) = 1, j (0) = = 8 106 A. m2.

it R2
Physiquement, q appelé «facteur de sécurité », représente le
nombre de grands tours (sur le tore) que doit faire un observa
teur en suivant une ligne de champ pour effectuer un petit tour
sur une surface magnétique torique.

Avec 0e1 = 0,5 10 &1-1. m1, le champ électrique est
i(0)

E = = 1,6-10-2 V. M-1.
el

111.4° En première approximation, une particule chargée se
meut sur un tube de champ de rayon QL rm. L'enroulement des
lignes de champ la fait passer continuellement de la face supé
rieure à la face inférieure du tore, et inversement. Quand elle est
sur la surface supérieure du tore, par exemple, la vitesse de
dérive VD (111.2° b) la fait passer d'une surface magnétique de
rayon r à une surface de rayon légèrement supérieur r + dr (si
on suppose cette vitesse dirigée suivant Oz positif). Lorsque la
particule se retrouve sur la face inférieure du tore, la vitesse VD,
cette fois, la ramène sur la surface magnétique de rayon r. On
annule ainsi, en moyenne, l'effet de dérive désastreux.

III. 5° Particules piégées.
a) On a : B = (B2 + B26)"2. Le champ B6 est d'ordre

r
- par rapport à B et en développant I B à l'ordre le plus
R
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r
bas non trivial en -, on peut se contenter des variations de

R
B, soit




p.NI 7 r 7r2
BH (
1»
-----cosi'+O(-

23tR \ R \R2
d'où les valeurs extrêmes

NI / r \ NI / r
Bmax = ( 1 + -) Bmin = ( 1

2tR \ R / 2tR \ R

b) Les particules qui ont une vitesse vIl assez faible par
rapport à u1 peuvent donc se trouver piégées sur une portion de
ligne de champ entre deux points où B H = Bm. On voit que
Bmax est obtenu par * = ±t (à 2 k3t près). Le long d'une ligne

dcçde champ, * et "Cp sont reliés linéairement par q = - et donc

si la particule oscille sur une ligne de champ avec
-t < o o < ,

la variation correspondante de cp reste bornée, d'amplitude 2 q *0.
D'après la question III. 1° a), la fraction des particules piégéesest, à la distance r

(1 B,nin\1112 (2r
\1/2

Bmax) R)
On peut aussi calculer la fraction de la population totale en

moyennant cette quantité sur r, soit
1 ('rM / 2 r \ 1/2 4 r5 ' 1/2

I 2itr(-) dr = 50%
Jtr2MJO \RJ 5 \R/

qui est une fraction non négligeable.

c) Les particules ainsi piégées forment donc une fraction
assez importante du plasma et il faut s'assurer que pour elles
aussi l'effet déconfinant de dérive de la question III. 2° b) se
compense entre les diverses portions de la trajectoire. Pour cela,
le raisonnement est exactement le même que pour les particulesnon confinées (III. 4°). Si pour > 0, par exemple, la vitesse de
dérive VD fait passer une particule de la surface magnétique r
à la surface r + dr, cette même vitesse de dérive provoque le
mouvement inverse pour * < O (d'après la question précédente,* oscille entre ± *).
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d) Pour les ions, la vitesse quadratique moyenne est envi
ron 4 " 106 m. s-' et elle est encore plus élevée pour les électrons.
Pendant le temps de piégeage qui est de l'ordre de 10-a s (III. 1° b),
la distance parcourue par les ions est de l'ordre de 400 m, ce
qui est beaucoup plus que la longueur d'une ligne de champ entre
deux points où B H est maximum, laquelle est comparable à la
circonférence 2 it R du tore.

III. 6° Si on suppose rM ° R, le tore devient un cylindre et
on utilise donc des coordonnées cylindriques. Le courant de den
sité j, qui circule dans le tore se meut dans le champ B, dont
la composante B6 est orthogonale à j, et la force de Laplace
résultante tend à comprimer le plasma radialement (direction r) :
c'est le phénomène de striction magnétique. En régime station
naire, cette force doit donc être équilibrée par une force de
pression. En étudiant l'équilibre d'une petite portion de la cou
ronne limitée par les rayons r et r + dr, on trouve

dp 1 d
- = - j, B6 avec j, = - (r B6) (111.3° a)
dr u.0r dr

d'où
dp 1 d
- = - B6 - (r BD).
dr ur dr

En supposant qu'au bord du plasma (r = rM) p = O (ceci
revient à dire que le champ magnétique à lui seul confine le
plasma et que les parois du récipient ne sont pas touchées par
les particules du plasma), on obtient

1 (rM B6 (r') d
p (r) = - ________- (r' B6) dr'.

,j., Jr r' dr'
Pour calculer la pression moyenne , on intègre une seconde

fois




1 (rM=
J 2srp(r)dr.

it r2m JO
En intégrant par parties

1 1 [°rM dp
= - (r2p)M J

r2 - dr

soit




1 (rM d 1
= J rB6 - (r B6) dr = Be (rM)2.

u.or2M f0 dr 2.
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b) La résultante des forces de pression est non nulle à
cause de la courbure du tore et vaut

df = Jtr2Mpdcp.
Elle est dirigée vers l'extérieur du tore.

R.




it
Fig. 10

En remplaçant par son expression
t r2M

df = [BI(rM)]2dç.
2

c) On peut voir cela de plusieurs façons : un circuit
cherche à maximiser le flux magnétique qui le traverse, et donc
dans le cas d'une simple spire circulaire, à augmenter de rayon.
On peut aussi raisonner directement sur les forces et on voit que
la résultante des forces agissant sur une petite portion de la spire,
par suite de son interaction avec le champ magnétique créé par
le reste de la spire, tend effectivement à écarter cette por
tion de la spire de l'axe de révolution.

Rappel.
Soit une spire de coefficient d'auto-induction L parcourue par

un courant d'intensité I maintenu constant. Evaluons le travail
Wem des forces électromagnétiques s'exerçant sur la spire (ceci
en l'absence de champ magnétique extérieur) lorsqu'on déforme
la spire de sorte que L varie de dL. L'énergie magnétique de la

/1 \ 1
spire varie de dU = d ( -L 12 ) = 12 dL. Cette variation dU

\2 / 2
est égale à la somme du travail ôW01, fourni par l'opérateur pour
déformer la spire et du travail WG fourni par la f.é.m. e' néces
saire pour maintenir I constant. On a




/ d \ dL
6W0=e'Idt avec e'=-e=---(----LI)=I-

\. dt / dt
soit : ÔWG = 12 dL

On en déduit




1
= dU- ÔWG = -- 12 dL.

2
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La transformation étant réversible, W0 = - Wem, d'où

ôWem = J2 dL. Ce résultat nous permet de calculer la force
2

dfm agissant sur le volume de plasma compris entre (p et q + dcç.

Lorsque R augmente de dR, le travail des forces électro
magnétiques qui s'exercent sur l'élément de tore est

1
2W = dtm dR = - 12 b2 avec I = 'J (r)

2
et




dq dL
ô22 = -- dR

2t dR
soit




/ 8R
df,. = - l(r)2 ( Ln --1 +- )dq.

4jt \ r 2/

De BD (rM) =




2 trM
on tire




1 / 8R
df. = - 'J(rM)B,(rM)rM( Ln --1 +- )dcç.

2 \. rM 2/
D'autre part, la force calculée à la question III. 6° b) peut se

réécrire




df, = - 'J(rM)B(rM)rMdq.
4

Les forces dfm et df sont de même sens. Au total, la force ten
dant à éloigner le plasma de l'axe du tore est

1 / 8R 1
df = df, + df, = _'J(rM)Bf,(rM)rM(Ln__-+-)dq.

2 \ rM 2 2/

Cette force peut être compensée par la force de Laplace div
provenant de l'interaction entre le courant 'J et un champ magné
tique extérieur uniforme B parallèle à l'axe du tore, soit

div = 'J(rM)BvRdq.

En égalant les deux forces, on obtient l'expression de l'énoncé
pour By.
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111.70 a) On examine, en un point M de r donné, les élec
trons qui passent. Ils décrivent (en projection sur le plan de la
fig. 1) des cercles de rayon QL centrés à r ± QL. La densité variant
en fonction de r, il n'y a pas le même nombre d'électrons avec
la vitesse y (en M) qu'avec la vitesse -v. Typiquement, l'ordre
de grandeur de la vitesse moyenne de l'assemblée des électrons
est ainsi




-3 -

-4 4




tCAk*

Fig. 11
1




[n(r- QL) VI- n (r + QL) VI I u
n

(u : vecteur unitaire, fig. 11), soit en développant et en rempla
çant QL par sa valeur




me V21 1 dfl
-2 ----u

eBq, n dr
ou encore

kBT 1 dn / 1 2 3
-4-----u ( -mv21 = X-k5T= kBTeB, n dr 3 2

Le même résultat est obtenu en raisonnant sur les ions mais
avec le signe opposé. On en déduit donc une vitesse relative en M
de l'assemblée des électrons par rapport à l'assemblée des ions,

kBT 1 dn
soit - 8 -- u (le coefficient 8 étant en fait puremente B, n dr
conventionnel et sans signification particulière). Cette vitesse
est (fig. 10) perpendiculaire à B, et à grad n.

b) La force de friction s'obtient en appliquant le résultat
de la question J40 a) à cette vitesse et en divisant par n pourobtenir la force de friction par particule. On obtient ainsi pour
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la force de friction exercée en moyenne par un électron sur un
ion




n e4 / m \1/2 1 1 dn
---u.

4j2 \ 2JTkBT / eB, n dr

e) Cette force de friction est perpendiculaire à B et
donc, d'après la question II. 2°, entraîne une dérive. Raisonnons
par exemple sur un ion; la vitesse de dérive est dans le sens

dii /dn
du vecteur fA B--uA B(

- < O ). La dérive s'effec-
dr \dr /

tue donc dans le sens des r croissants. La conclusion est la même
pour les électrons (changement de f en -f mais aussi de e en

f
- e dans le rapport - intervenant dans le calcul de VO). Le

e
rayon méridien du plasma a donc tendance à enfler et le plasma
vient en contact avec les parois et se refroidit. L'ordre de gran
deur de la vitesse de dérive radiale 0r est

n e2 / me \1/2 1 1 dii
{ )

4 j E \ 2 jt kB T / B2 n dr
1 dii 1

soit en prenant --
n dr rM

n e2 7 me \1/2 1
Dr




4tE2 \ 2itk8T / rMBq,2
Numériquement, on trouve v l0 m. s-1.
L'ordre de grandeur du temps de confinement 'rconf s'obtient

en écrivant que 0r 'conf rM, avec rM = 0,2 m, &conf 2 103 5,
ce qui est largement suffisant pour satisfaire le critère de Lawson.
En fait, diverses instabilités dues essentiellement à de la turbu
lence et qu'on répertorie et analyse actuellement, ainsi que le
rayonnement synchrotron et le bremmstrahlung conduisent à des
temps de confinement nettement plus faibles mais encore suffi
sants pour satisfaire au critère de Lawson.

A. NEVEU, H. GIÊ,
(Laboratoire de Physique théorique, (Paris).

Ecole normale supérieure).
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Agrégation

SESSION DE 1981

Epreuve C
COMPOSITION DE CHIMIE

(Applications)
(Durée : 6 heures)

Matériel à prévoir papier millimétré..

Cette épreuve est constituée de deux parties indépendantes
- la première traite de la synthèse de la biotine
- la seconde est consacrée à l'étude de la conductibilité des électrolytes.

La longueur du texte ne doit pas effrayer; les énoncés sont volon
tairement très détaillés.

Il est recommandé aux candidats de lire complètement chaque sujet
car certaines questions peuvent être abordées sans que les précé
dentes aient été totalement résolues.

A. SYNTHESE STEREOSPECIFIQUE DE LA (+ )-BIOTINE
I

La (+)-biotine (Vitamine H) est l'un des stéréo-isomères correspon
dant à la formule plane (1) elle est largement répandue dans les
tissus végétaux et animaux où elle participe à des réactions de carboxy
lation enzymatique.




o

H--N N-H

(1) H-C C-H

H2 C CH - (CE2)4 - COOH
s

1. Indiquer le nombre de stéréo-isomères de (1).
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2. Les transformations suivantes ont été effectuées lors de l'établis

sement de la formule (1)




NH2 NH2
Ba(OH)2/H20 H_-C_---C--H

(1)
' (2) I

Hz C CH (CH2)4 COOH
CO C12 \ /s

2.1. Ecrire le mécanisme de chaque réaction
(1) -* (2) et (2) - (1).

2.2. Indiquer comment réaliser la transformation de (2) en (3)
(thiophène substitué)




H-C C-H
Il Il

(3) H -C C - (CH2)4 - COOH

s
3. La (+ )-biotine a été oxydée en sulfoxyde (4) et en sulfone (5).

3.1. Ecrire la formule développée plane de (4) et de (5).
3.2. Préciser, en le justifiant, le nombre de sulfoxydes stéréo

isomères qui se forment à partir de la (+)-biotine.

II

Une synthèse stéréospécifique de la (+ )-biotine a été effectuée à
partir d'un sucre, le D-mannose.

Le produit de départ est le composé (1) représenté dans l'espace

CH3
/

CH3-C

\J.1

CH
/CH3

(1) /C\ 1HCH2 9- -O6 c-I

/4\ c/1N%oHH




3
12

Le composé (1) dérive du D-mannose par blocage sous forme de
cétal des groupes hydroxyle portés par les carbones 2 et 3 et par les
carbones 5 et 6.
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1. 1.1. Représenter, en utilisant la projection de Fischer, le D
mannose en forme ouverte et montrer qu'il est épimère du D-glucose.

1.2. Le D-mannose peut exister sous plusieurs formes hémiacé
taliques cycliques.
- Représenter leurs structures dans l'espace et indiquer leurs

noms.
2. (1) est traité par le chlorure de benzoyle dans la pyridine pourformer le benzoate (2).
- Ecrire le mécanisme de l'acylation d'un hydroxyle par un chlo

rure d'acide en présence de pyridine, en mettant en évidence le doublerôle d'agent de catalyse nucléophile et de base de la pyridine.
3. L'hydrolyse sélective du cétal bloquant les groupes hydroxylesdes carbones 5 et 6 du composé (2) est effectuée par l'acide acétiqueà 70% dans l'eau et conduit à (3).
- Ecrire le mécanisme de l'hydrolyse d'un cétal de type

R

HC-0 CHs
C

H2C-O CH

L'hydrolyse a lieu en solution aqueuse acide et on considère qu'il
y a une catalyse acide spécifique.

4. Le composé (3) est traité par le périodate de sodium en milieuacide; il se forme l'aldéhyde (4) et du méthanal. L'aldéhyde (4) réagitavec l'ylure




CeHô O
C6 H5 Cil -- CH CH - COCH3
Ce He

pour conduire à (5) qui est hydrogéné (hydrogène en présence de palladium sur charbon). Le composé (6) ainsi formé ne contient plus dedouble liaison carbône-carbone.
4.1. Ecrire les formules de (2), (3), (4), (5) et (6).
4.2. Ecrire le schéma de la réaction (4) -* (5).

5. (6) est traite par le méthylate de sodium dans le méthanol; le
composé intermédiaire formé (7) est réduit par le borohydrure desodium en (8).




H CH2OH
CH

(8)




alu"-.CH,




/CÇ-(CH2)4__COOCH
H QH
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- Justifier la formation de (8) à partir de (6) et proposer une for
mule pour le composé intermédiaire (7).

6. Chaque fonction alcool libre de (8) est transformée en mésylate
selon




pidineyri
ROIl + CH3 SO, CI ROSO2 CH, + HCI

6.1. Ecrire le mécanisme de cette réaction en montrant que
dans le cas d'un groupe hydroxyle porté par un carbone chiral, il y a
rétention de configuration.

6.2. Le dimésylate (9) formé à partir de (8) est traité par le
sulfure de sodium dans des conditions de réaction SN2 et on obtient
le dérivé du tétrahydrothiophène (10).
- Ecrire la formule de (10) dans l'espace et indiquer la configu

ration absolue (R ou S) de chacun des carbones asymétriques du
cycle de (10).

7. L'hydrolyse du groupement cétal de (10) libère deux fonctions
alcool qui sont transformées en mésylates. Après réaction SN2 par
les ions azotures (N3-) et hydrogénation du produit formé en pré
sence d'anhydride acétique, on obtient le composé (11) qui porte deux
fonctions amine bloquées sous forme d'acétamide.

8. Après hydrolyse des fonctions amide et ester de (11), suivie de
la réaction avec le chlorure de carbonyle (phosgène), on obtient la
(+ )-biotine.
- Ecrire la formule de (11) dans l'espace.

8.1. Représenter la formule de la (+ )-biotine dans l'espace.
8.2. Préciser la relation entre les carbones chiraux de la (+)..

biotine et ceux du D-Mannose.

B. CONDUCTIBILITE DES ELECTROLYTES
On se propose d'étudier l'aspect expérimental et l'aspect théorique

de la conductibilité des électrolytes; quelques applications de ces
notions seront ensuite envisagées.

Les notations et les valeurs numériques suivantes seront utilisées
- conductivité d'un électrolyte x
- concentration molaire d'un électrolyte C,
- concentration équivalente d'un électrolyte ,
- conductivité équivalente d'un ion ),
- conductibilité équivalente d'un électrolyte A,
- charge de l'électron e = 1,6 " 10-19 C,
- faraday 1F = 96 500 C,
- nombre d'Avogadro N = 6,02. 1023,
- constante de Boltzmann k = 1,38. 10-23 J. K-',
- permittivité absolue de l'eau ¬ = 7 " 10-10 unités S.I.,
- viscosité absolue de l'eau il = 8,9 l0- unités S.I.,
- température T = 298 K.
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I. ETUDE EXPÉRIMENTALE
1. Conductivité équivalente A et conductivité équivalente limite A0.

1.1. Le tableau I donne les conductivités de solutions aqueuses
d'acide chlorhydrique et d'acide acétique.

Montrer que pour l'un des électrolytes, ces données permettent la
détermination de la conductivité équivalente limite, dont on donnera la
valeur en S. m2 equiv.-I.

1.2. A l'aide des valeurs rassemblées dans le tableau II, cal
culer la conductivité équivalente limite de l'acide acétique en solution
aqueuse; justifier la démarche utilisée.

2. Mobilités ioniques.
La mobilité d'un ion j, notée u, est par définition sa vitesse de

migration sous l'action d'un champ électrique unitaire.
2.1. Dans quelle unité s'exprime u dans le système M.K.S.?

TABLEAU I
Conductivités (en S. m-l) de solutions aqueuses

d'acide chlorhydrique et acétique à 25°C

Concentration molaire
(mol. 1')

XHCI )CHCO1H

104 0,00425 0,0016
5.10-4 0,02115 0,0035
10-3 0,04215 0,0049
2.10-3 0,08392 0,0065
5.10-3 0,2079 0,0114
10-2 0,4120 0,0162
2.1O2 0,8144 0,0232
S.102 1,9955 0,0370
10-l 3,9130 0,0520

TABLEAU II
Conductivités équivalentes limites A0 (S. m2. equiv.-I)
de quelques électrolytes en solution aqueuse à 25°C

Electrolyte 10 Ao Electrolyte 10 Ao Electrolyte 104 Ao

HBr 427,9 NaCI 126,4 KCI 149,8
HNO3 421,2 Na Br 128,2 KBr 151,6
LiCl 115,0 NaI 127,1 KI 150,5
NH4 Cl 149,7 NaOH 247,7 KOH 271,1
AgNO3 133,3 Na CH3 CO2 91,0 KCH3 CO2 114,4
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2.2. Etablir dans le cas d'un électrolyte fort, la relation entre
la conductivité équivalente A et les mobilités du cation (ut) et
de l'anion (u_).

Que devient cette relation dans le cas d'un électrolyte faible?
2.3. Dans le cas d'un électrolyte fort, on pose

A = À + X_
est la conductivité équivalente du cation, A. celle de l'anion.
En supposant - en première approximation - que les ions K+

et Cl- possèdent des mobilités égales, calculer leur conductivité et
leur mobilité en solution 10-2 mol. l-1, sachant que la conductivité de
la solution est égale à 141,3. l0- S. m-1.

Quelle est la vitesse moyenne de migration des ions de cette solution
dans une colonne de section 1 cm2, lorsqu'elle est traversée par un
courant de 10 MA ?

3. Les nombres de transport.
Les mobilités ioniques peuvent être déterminées indirectement par

mesure des nombres de transport. Par définition, le nombre de trans
port d'un ion est égal à la fraction de courant qu'il transporte.

Dans le cas d'un électrolyte ne donnant naissance qu'à deux ions,
on note par

t le nombre de transport du cation;
t le nombre de transport de l'anion.
3.1. Etablir les relations entre nombres de transport et mobi

lités. Montrer que la connaissance du nombre de transport du cation
d'un électrolyte permet la détermination des conductivités équivalentes
des ions si la conductivité équivalente A de l'électrolyte est connue.

3.2. Mesure des nombres de transport par électrolyse. Dans
une cellule de Hittorf, divisée en trois compartiments identiques (ano
dique, médian et cathodique), on introduit une solution 10-2 mol. l-1 en
KC1. La solution est ensuite électrolysée entre électrodes au chlorure
d'argent.




3.2.1. Montrer que le bilan de l'électrolyse est le transfert
d'une certaine quantité de KC1 du compartiment anodique vers le
compartiment cathodique.

3.2.2. La solution est électrolysée pendant 30 minutes sous
un courant constant de 10-2 A. En fin d'électrolyse, la concentration
de KC1 dans le compartiment anodique est égale à 9,085.10-3 mol. 1-'.

Sachant que le volume de chaque compartiment est de 100 cm3,
calculer le nombre de transport de l'ion K+.

3.2.3. En déduire les conductivités équivalentes des ions K+
et Cl- dans la solution considérée.

Que peut-on penser de l'hypothèse faite au paragraphe 2.3.?
3.3. Mesure des nombres de transport par potentiométrie. Les

nombres de transport peuvent être déduits de la mesure de f.é.m. de
piles de concentrations.
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On considère la pile
Ag, AgCI/HCI (2.1O mol.l') HÙ (1O mol.1')/AgCI, Ag
Les deux compartiments sont séparés par un diaphragme.

3.3.1. En appliquant simplement la formule de Nernst, cal
culer la force électromotrice EN de la pile. On confondra activité et
concentration.

3.3.2. En fait, la mesure conduit à E = 0,0293 V; la diffé
rence avec EN est due au potentiel de jonction Ej créé au niveau du
diaphragme. Compte tenu de la migration des ions lorsque la piledébite, établir l'expression de la f.é.m. et du potentiel de jonction Ej.
Calculer le nombre de transport de l'ion H+ dans une solution d'acide
chlorhydrique de concentration variant entre 10-s et 2 " l0- mol. l-1.

3.3.3. A partir de l'expression obtenue pour Ej, justifier
l'emploi du chlorure de potassium pour la réalisation de ponts de jonc
tion liquide.

4. Calcul de conductivités équivalentes ioniques.
4.1. On donne ci-après, à 25°C, pour trois chlorures, la conduc

tivité équivalente limite A0 et le nombre de transport du cation en
solution infiniment diluée t0.

Électrolyte 10 Ao (S. m2. équiv')

là ci 115,0 0,336
Na Cl 126,4 0,396
Ca Cl2 135,8 0,438

Pour chacun de ces électrolytes, déterminer la conductivité li
mite Â,,,_ de l'ion chlorure. Que peut-on en conclure?

4.2. Utiliser la valeur obtenue pour calculer la conductivité
équivalente limite

des cations H+, Li+, Na+, K+, NH4+, Ag+
des anions OH-, Br-, I-, NO,-, CH3CO2-
Les résultats seront présentés sous la forme d'un tableau qui sera

utilisé pour traiter la partie IV.

-, II. ETUDE THÉORIQUE
La loi de variation de la conductivité équivalente d'un électrolyte

en fonction de la concentration peut être établie dans le cadre de la
théorie de Debye-Huckel un ion donné est assimilé à une charge
entourée d'une atmosphère ionique de rayon r où prédominent les ions
de signe opposé à celui de l'ion central.
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On rappelle que




I 2Ne2l03
-= I

r2 s/cT
I désignant la force ionique de la solution (en mol. 1-').

On suppose qu'en l'absence d'interactions entre les ions et leur
atmosphère ionique (condition de dilution infinie), chaque ion possé
derait une mobilité égale à sa mobilité limite u0; la conductivité équi
valente de l'électrolyte serait alors égale à A0.

En réalité, deux effets contribuent à diminuer les vitesses de
migration. On considèrera le cas d'un électrolyte fort symétrique du
type AZ- BZ+, Z étant la valeur absolue de la charge.

1. Effet électrophorétique.
Lorsqu'un ion migre, il a tendance à entraîner son atmosphère

ionique; il en résulte un effet de freinage appelé effet électrophoré
tique. Pour un ion donné, on admet que la diminution de vitesse de
migration qui en résulte est égale à la vitesse limite de l'atmosphère
ionique.

Calculer la diminution de vitesse de chacun des ions de l'électrolyte.
Démontrer que la diminution de conductivité équivalente due à

l'effet électrophorétique est




2ZeF -
AE= BZ\/L

6jty r
Calculer la valeur numérique du coefficient B.
2. Effet de relaxation.
Sous l'action du champ électrique appliqué, l'atmosphère ionique

d'un ion se déforme. L'effet de freinage résultant est appelé effet de
relaxation et contribue pour une quantité AR à la diminution de la
conductivité équivalente. On démontre que

AR_ 1 Z2 e2 1

A0 4e 3kT (2+\/2)'r
Calculer le coefficient A de l'expression.

AR = AZ2A0\/L
3. Confrontation théorie-expérience.
La théorie conduit finalement à l'équation (I)

[équation (1)] A = A0 - (A A0 Z2 + BZW I.
3.1. Calculer à l'aide de cette formule les conductivités équi

valentes de solutions 10-2 mol, l-1 et 10-1 mol. l-1 en HC1. Comparer
aux résultats déduits du tableau I.

3.2. Quelles critiques peut-on faire aux hypothèses qui ont per
mis d'établir l'équation (1) ?
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4. Conductivités équivalentes ioniques et nombres de transport.
4.1. A l'aide de l'équation (1), établir l'expression de la conductivité équivalente X du cation d'un électrolyte symétrique en fonctionde A0.




4.2. Montrer que le nombre de transport t en solution diluéeest lié au nombre de transport t0 en solution infiniment diluée parla relation




BZ
= to+ +- (t0 -0,5) I.

A0
4.3. Que peut-on en conclure quant au sens de variation de t.en fonction de C?
4.4. Le nombre de transport de l'ion H+ est t = 0,825 pourune solution d'acide chlorhydrique 10-2 mol. l-1.

En déduire la valeur du nombre de transport de l'ion H+ en solu
tion infiniment diluée et les conductivités équivalentes limites des
ions H+ et Cl-. Comparer aux valeurs expérimentales calculées au
paragraphe 4.2. de la première partie.

4.5. Que devient l'équation (1) dans le cas d'un électrolyte
faible?




III. APPLICATIONS DES MESURES DE CONDUCTIVITÉ
A LA DTERMINAT1ON DE CONSTANTES THERMODYNAMIQUES

1. Détermination de produits de solubilité.
On considère le cas d'électrolytes forts du type M2+ X2-, peu

solubles en solution aqueuse.
1.1. Etablir, à l'aide de l'équation (1), la relation A = 1(C)

pour ce type d'électrolyte.
1.2. On désigne par A la conductivité équivalente de l'électro

lyte en solution saturée et par s (en mol. l-1) la solubilité du sel en
solution aqueuse à 25°C.

En prenant pour ordre de grandeur de la conductivité équivalente
limite 150 " l0- S. m2. équiv-1, déterminer à quelle condition on peut
confondre, à 5 % près, A et A0.

1.3. Dans le cas du sulfate de baryum, la conductivité de la
solution saturée est




= 2,9-10-4 S. M-1.
Les conLctivités équivalentes limites sont respectivement

63,6. 10-a S. m2. équiv.-i pour l'ion Ba2+
80,0. l0- S. m2. équiv.-l pour l'ion S042--

Montrer que la condition précédente est alors satisfaite et calculer
le produit de solubilité du sulfate de baryum.
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1.4. Dans le cas du sulfate mercureux, la conductivité de la
solution saturée est




= 4,572. 10_2 S. rn-1.
La conductivité équivalente limite de l'ion mercureux est égale à

68,6' l0- S. iii2. equiv.-I.
1.4.1. Montrer que la condition établie au paragraphe 1.2.

n'est plus satisfaite.
1.4.2. Calculer par approximations successives la solubilité

du sulfate mercureux en solution aqueuse.
1.4.3. En déduire le produit de solubilité du sulfate mercu

reux; les coefficients d'activité seront calculés à l'aide de la loi de
Debye-Hückel.

2. Détermination de constantes d'acidités.
2.1. Cas d'un couple acide-base du type HA/A-.

On considère le cas de l'acide monochloroacétique dont la conduc
tivité équivalente limite est

= 389,6' l0- S. m2. équiv.-1.
La conductivité d'une solution 5 " 10_2, mol. l-1 est égale à 0,3195 5.

2.1.1. On pose A = u A, U représentant le coefficient d'ioni
sation de l'acide dans la solution précédente. Déterminer une valeur
approchée de«.

2.1.2. En utilisant la formule établie au paragraphe 4.5. de
la deuxième partie, calculer une meillleure valeur de ci.

2.1.3. Calculer le PKA de l'acide monochloroacétique; les
coefficients d'activité seront calculés à l'aide de la loi limite de Debye
Hückel.




2.2. Cas d'un couple acide-base du type BH±/B.
La méthode suivante permet de déterminer une valeur approchée

de la constante d'acidité.
La conductivité d'une solution 10_2, mol. l-1 en chlorure d'anili

nium est




= 0,1146 5. m-1.
Par addition d'un excès d'aniline à la solution précédente, on

obtient une nouvelle solution dont la conductivité est

X2 = 0,1022 5. m-1.
2.2.1. En désignant par y la conductivité d'une solution

d'acide chlorhydrique 10-2. mol. l-1, exprimer la concentration en ani
line dans la solution de départ en fonction des conductivités XI,
X2 et x.




2.2.2. Evaluer la constante d'activité du couple ion anilinium/
aniline, en confondant activité et concentration.
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3. Etude d'association d'ions.
3.1. Formation de paires d'ions.

On considère une solution aqueuse l0- mol. l- en sulfate de
magnésium.

3.1.1. Connaissant les conductivités équivalentes limites
- de l'ion magnésium L, = 53,0. 10-& S. m2. équiv.-l
- de l'ion sulfate A.3 = 80,0" l0-. S. m2. équiv.-1.

Calculer la conductivité de la solution en supposant l'électrolytetotalement ionisé.
3.1.2. La mesure conduit à x = 2,l7" 10-2 S. m-1. Ce résul

tat s'interprète en admettant qu'une fraction - que l'on notera
(I -u) - des ions Mg2+ et S042- sont associés sous forme d'une paired'ions. Déterminer« en résolvant par approximations successives l'équation A = f(C) relative aux électrolytes faibles.

3.1.3. Calculer la constante de dissociation de la paire
d'ions ; les coefficients d'activité seront évalués à l'aide de la loi limite
de Debye-Hückel.

3.2. Formation de triplets d'ions.
On considère une solution de nitrate de tétra-isoamylammonium- que l'on notera M+ X- - dans un mélange eau-dioxane de faibleconstante diélectrique.
L'étude de la variation de la conductivité équivalente en fonction

de la concentration montre que A présente un minimum pourC = 2,4" 10-4 mol. 1-'; on a alors A = 3,68. 10-8 5. m2. equiv.-I.
3.2.1. Montrer que ce résultat peut s'interpréter en admet

tant qu'il y a formation prédominante, selon la concentration, d'une
paire d'ions M+ X- peu dissociée (coefficient de dissociation u) ou de
triplets d'ions de formule X.MX- et MXM+.

3.2.2. On suppose que les deux triplets d'ions se forment
en quantité égale et l'on note par f3 la proportion de chacun d'eux
et par K' leur constante de dissociation selon l'une des deux réactions:

XMX- r X- + MX-
MXM+ =t M+ + MX-

En supposant que les ions libres M+ et X- possèdent même
conductivité équivalente A et que les triplets possèdent la même conduc
tivité équivalente A', donner l'expression de la conductivité équivalente de l'électrolyte en fonction de sa concentration, de la constante K
de dissociation de la paire d'ions et de la constante K'.

3.2.3. Donner l'expression de la concentration correspondant au minimum de A.
3.2.4. Sachant que

A = 15 .10-4 S. m2. équiv.-l et A.' = 5 " 10-i S. m2. équiv.-1,
calculer K et K', en assimilant activité et concentration.
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IV. TITRAGES CONDUCTIMÉTRIQUES
Dans cette dernière partie, on négligera les variations de la conduc

timétrie équivalente en fonction de la concentration et, sauf indication
contraire, on supposera que pour chaque ion =

1. Titrage d'un acide fort par une base forte.
On considère un volume Va d'acide chlorhydrique de concentra

tion Ca; l'acide est titré par une solution de soude de concentration Cb.
Le titrage conductimétrique consiste à suivre les variations de là

conductivité x de la solution en fonction de Vb, (volume de la solution
de soude versé).

1.1. On désigne par Ve le volume de la solution de soude versé
à l'équivalence; établir l'expression de Xe, conductivité de la solution à
l'équivalence.

1.2. Etablir en fonction de Ca, C1, Va et Vb et des conductivi
tés équivalentes ioniques les expressions donnant la conductivité de
la solution




1.2.1. Pour V1 < Ve.
1.2.2. Pour Vb > V,-

1.3. A quelle condition la courbe de titrage X = f (V1) est-elle
constituée de deux segments de droite? A quelles grandeurs sont pro
portionnelles les pentes de ces segments?

1.4. Le tableau ci-après donne x en fonction de Vb dans le cas
du titrage de 10 cm3 d'une solution d'acide chlorhydrique par de la
soude 10_2 mol. l_1.

V3 (cm3) 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

X (Sm') 0,371 0,260 0,180 0,122 0,075 0,065 0,081 0,094 0,105 0,115

Montrer qu'il est possible, à l'aide de ces valeurs, de calculer une
conductivité corrigée X', telle que la courbe x' = f (V1) soit constituée
de deux segments de droite. Tracer cette courbe et déterminer la
concentration de la solution d'acide chlorhydrique.

2. Titrage d'un acide faible par une base forte.
Soit un acide faible HA, de constante d'acidité Ka; on considère

une solution à C mol. l-1 de cet acide, que l'on titre par une solution
concentrée de soude. A un instant donné du titrage, la concentration
en ions Na+ dans la solution est

[Na+] = Cx.
Pour les applications numériques, on utilisera les valeurs appro-

chées suivantes pour, les conductivités équivalentes

Ion II 0H A Na

O4X(S.m2.équiv.1)....................340 190 40 - 50
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2.1. On se place dans l'hypothèse où
- l'ionisation de l'acide est très faible,
- la quantité d'ions OH- présents dans la solution est négligeable

jusqu'au voisinage immédiat de l'équivalence.
2.1.1. Donner l'expression de la conductivité x de la solution

avant et après l'équivalence.
2.1.2. Montrer que la courbe x = f (x) se compose de deux

segments de droite se coupant à l'équivalence; le premier segment, qui
passe par l'origine, est appelé « droite de sel ». Pourquoi ?

2.2. En réalité, les ions OH- sont en quantité non négligeable
avant l'équivalence.

2.2.1. Comment se déforme alors la courbe de titrage précé
dente? Donner une expression de x faisant intervenir x et la concen
tration en ions OH-.

2.2.2. On admet que le point d'équivalence peut être déter
miné sans ambiguïté si la courbe de titrage coïncide à 1 % près avec la
« droite de sel » sur 75 % de sa longueur.

Quelle relation doivent alors satisfaire Ka et C?
2.3. On envisage maintenant le cas où l'ionisation de l'acide

n'est pas négligeable.
2.3.1. Montrer qualitativement que la partie de la courbe

de titrage située avant l'équivalence présente alors un minimum.
2.3.2. Le point d'équivalence peut être déterminé avec une

précision suffisante si la courbe de titrage coïncide à 1 % près avec
la « droite de sel'> sur 50% de sa longueur.

Etablir la relation que doivent alors satisfaire Ka et C.

2.4. Entre quelles limites peut varier Ka pour qu'il soit pos
sible de réaliser par conductimétrie le titrage d'une solution 10-2 mol. 1-
de l'acide HA?

3. Titrages par précipitation.
On titre une solution de nitrate d'argent à l'aide d'une solution

concentrée de chlorure alcalin.
3.1. Donner l'allure de la courbe de titrage selon que le réac

tif est une solution de KCI ou une solution de LiC1.
3.2. Avec quel chlorure obtient-on la meilleure précision sur la

détermination du point d'équivalence?
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SOLUTION

A. SYNTHESE STEREOSPECIFIQUE DE LA (+ )-BIOTINE

I

1. 3 carbones asymétriques, d'où 2 = 8 stéréo-isomères.

2. 2.1.
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3. 3.1.
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3.2. 2 sulfoxydes diastéréo-isomères.
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Il n'y a pas d'inversion de la paire d'électrons non liants,
contrairement à l'azote.
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Le composé (1) qui dérive de l'a-D mannofurannose est repré
senté en projection de Fischer selon

>c14




04

10J

d'où la représentation du D-mannose (40

4.




4,
f~_,0,41w

OIE

(4.O*
qui est épimère en 2 du D-glucose : 04

dLuot.

On peut également, après avoir déterminé la configuration R
ou S de chaque carbone asymétrique de (1), représenter le D
mannose selon Fischer.
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1.2.




ow, oR
o OI

ou 40

14
-D furannose. 13-D furannose.

C&toH I CA4tOH
* '

H

w
a-D pyrannose. 13-D pyrannose.

2.
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Catalyse nucléophile
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3.

R.




R K

IL.
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4. 4.1.
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(A4O




CIf C.
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14tir ii- l+

(4) (5)

o
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(6)

4.2. Réaction de Wittig.
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5.

11 C44oH C1Ot




C64çocH3

(7)

14

Cette attaque

modifie pas cul_ E9 Transestérification (addition suivie d'élimination).ne

l'ester méthylique.
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o




(7. 0W

NaBH4 réduit les aldéhydes jmais pas les esters.
(8)

6. 6.1.

tt-Wr
C.
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C. o




+

C..
Rétention de configuration.

6.2.
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Il y a eu inversion de la configuration du carbone 4 lors de
la réaction SN2.

Configuration R ou S des carbones asymétriques du cycle
de (10).




Priorités

o os.,.
5-. c

Carbone C2 Carbone C3

c

Configuration : S Configuration R

s

Carbone C4 C!)

c. .c:

Configuration : S

7. Il y a inversion de configuration des carbones 2 et 3.

{fcoq IH+CO(.1h
14

c oc

8. 8.1. Formule de la (+)-biotine.
o

CM3 Qc
(cL ,>A42,

H'
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8.2. Relation entre les carbones du D-mannose et de la
(+ )-biotine.




(.Lt)

2. (Wt41) z (.Lt'

3 JA 2. (L)

(cJ) rwe

An, L,
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B. CONDUCTIBILITE DES ELECTROLYTES
I. ETUDE EXPÉRIMENTALE

1. Conductivités équivalentes A et A0.
1.1. Avec les unités utilisées, la conductivité équivalente A

est liée à la conductivité x par
X

A = (S. M2 equiv.-I)
103




e

io2V' 10A (Bd) (CH3CO2H)
1 425 160

5.104 2,24 423 70
10 3,16 421,5 49

2.10 4,47 419,6 32,5
5.10 7,07 415,8 22,8

1o_2 10 412,0 16,2
2.10_2 14,14 407,2 11,6
5.10_2 22,36 399,1 7,4,
10_1 31,62 391,3 5,2

Dans le cas d'un électrolyte fort, en solution diluée
A = i\0-1c\c.

Dans le cas de l'acide chlorhydrique, la représentation gra
phique de A en fonction de ./c permet de déterminer, par extra
polation, la valeur de la conductivité équivalente limite

A0 = 426,1 ' 10-4 S. m2. equiv.-I.
1.2. Dans le cas de l'acide acétique, A est plus faible et

ne varie pas proportionnellement à c

Cependant, A0 peut être évalué en admettant que la conduc
tivité équivalente limite de l'électrolyte est la somme des contri
butions du cation et de l'anion

A0(CH3CO2H) = A0(H+) + A0(CH3CO2-).
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En utilisant les valeurs du tableau II, on peut écrire
A0(CH3CO7H) = A0(HBr) + A0(CS3CONa)-A0(NaBr)

10, A0 (CH3CO2H) = 427,9 + 91,0- 128,2 = 390,7
A0 (CH3CO2H) = 390,7" 10-a S. m2. equiv.-l.

Remarque.
L'utilisation du tableau II permet également le calcul de

A0(HCI)




A0(HCI) = A0(HBr) + A0(NaC1)-A0(NaBr)
10 A0 (HCI) = 427,9 + 126,4,7,-128,2
A0 (HCI) = 426,1.10-4 S. m2. equiv.-I.

2. Mobilités ioniques.
2.1. Par définition y = u1 E

v s'exprime en m. s-1 et E en V. m-1,
u s'exprime en m2. s-'. V-r.

2.2. Pour relier A aux mobilités, on peut partir de la
définition de x




1 1
X =

R S
(R = résistance d'une colonne d'électrolyte de longueur 1 et de
section S).

L'intensité I du courant de migration est reliée au champ
électrique E par




RI = El.
D'où : I = xSE.
Pour un champ électrique de 1 V. rn-', x est numériquement

égale à la densité de courant.
La vitesse du cation est alors u, celle de l'anion u_ ; si

représente la concentration équivalente de l'électrolyte par m3 de
solution, l'intensité traversant une section de 1 m2 est

I=x=F(u++u_) =A.
D'où : A = F(u + u4.
Dans le cas d'un électrolyte faible, la concentration équiva

lente des ions est e si a désigne le coefficient d'ionisation de
l'électrolyte on a alors

A = uF(u + u).
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2.3. La conductivité équivalente ? d'un ion est liée à sa
mobilité u par




X = Fu.
La conductivité équivalente de la solution de KC1 est

141,3-10-3
= = 141,3" lO S. m2. equiv.-l.

10 x 10-2
En posant A(KC1) = (K+) + X(CI-) et X (K+) = À (Cl-),

il vient À (K+) = A (Cl-) = 70,65" 10-a S. m2. equiv.-l.
La mobilité de K+ ou Cl- est alors

70,65-10-4
u = = 7,32 10-8 m2. s-1. V-'.

96 500
Dans les conditions indiquées, la vitesse de migration des

ions est




RI u I
lui = uiEi = u- =




X S
7,32-10-8 10 "10

u = = 5,18"10- M. S-1.
141,3-10-4 10-

3. Les nombres de transport.
3.1. En désignant par i l'intensité de transport du cation

et par L celle de l'anion, la définition des nombres de transport
conduit à

= = - et t_ = - (Ç + t_ = 1).
i++i_ I I

L'intensité i est proportionnelle à u et i_ est proportion
nelle à u.

D'où




Fu+ +
t = = = - et X+ = t A.

u+u A A
3.2. Mesure des nombres de transport par électrolyse.

3.2.1. Les réactions d'électrolyse sont
- à la cathode AgCl + e -* Ag + Cl-
- à l'anode Ag + Cl- - e - AgC1.

Par passage de 1 F dans la cellule, il se produit
- dans le compartiment cathodique la formation d'une mole de

Cl- à l'électrode, la perte de t_ mole de Cl- et l'arrivée de Ç
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mole d'ions K+ par migration; le bilan est donc le gain de
t mole de KC1;

- dans le compartiment anodique : la perte d'une mole de Cl-
à l'électrode, l'arrivée de t_ mole de Cl- et le départ de t
mole de K par migration; soit, en définitive, la perte de
t mole de KŒ
Par conséquent, pour n faradays, le bilan est le transfert de

nt+ moles de KCI du compartiment anodique vers le comparti
ment cathodique.

3.2.2. Le nombre de faradays consommés est
30x60x10-2 18

n= = F.
96 500 96 500

La perte en KCI à l'anode est
0,1 (10-2._9,085 .10-3) = 0,915" 10-a mole.

9,15"10- x 96 500
D'où : t = = 0,4905.

18

3.2.3. La conductivité équivalente de la solution de KCI
est




A = 141,3-10-4 S. m2. équiv.-1
= t+A = 69,3-10-4 S. m2. équiv.-1
= A-? = 72,0. 10 S. m2. equiv.-l.

Les conductivités équivalentes des ions K+ et Cl- sont voi
sines, justifiant l'hypothèse précédente.

3.3. Mesure des nombres de transport par potentiométrie.
On étudie la pile de concentration

Ag,AgC1/HC1 (2.10-3) HCI (10-3)/AgCI,Ag.
3.3.1. L'application de la formule de Nernst conduit à:

2-10-3
= 0,059 log = 0,0178 V

10-i
(cette valeur correspondrait au transfert d'une mole de Cl- du
pôle fl vers le pôle TS).

3.3.2. En réalité, E EN + E1.
Il y a migration des ions et création d'un potentiel de jonc

tion E1 au niveau du diaphragme

E1 E-EN = 0,0115 V.
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Pour passage d'un faraday, il y a migration de t mole de H+
et t_ mole de Cl-
- dans le compartiment contenant le pôle e, il y a perte d'une

mole de CI- à l'électrode, gain de t_ CI- et perte de t H+
par migration; bilan = perte de t (HC1);

- dans le compartiment contenant le pôle G, il y a formation
d'une mole de CI- à l'électrode, départ de t CI- et arrivée de
t 11+ par migration; bilan = gain de t (HC1).
Le bilan global est le transfert de Ç mole d'acide chlorhy

drique du compartiment où sa concentration est 2-10-3 mol. l_l
vers le compartiment où sa concentration est 10 mol, F1.

t HC1 (2" 10-i) -+ t HC1 (l0-)
10_I

AG = -FE = 2t RT1n
2-10-3

E = 2 t+ (0,059 log 2)

E1 = (2 t ~1) 0,059 log 2).
On en déduit t = 0,823.

Remarque.
Le raisonnement ne tient pas compte de la faible variation

du nombre de transport avec la concentration.

3.3.3. Le potentiel de jonction au niveau d'un dia-
phragme séparant deux solutions de KC1 de concentrations c1
et e2 est




e1
= [2t(K)-l] 0,059 log




e2
Comme t (K) - 0,5, E1 est toujours très faible; c'est parce que
les conductivités équivalentes des ions K+ et CI- sont très voi
sines que le chlorure de potassium est utilisé pour la réalisation
de ponts de jonction salins; le potentiel de jonction introduit
est alors négligeable.

4. Conductivités équivalentes ioniques.
4.1. Pour les électrolytes cités

= (l-t,,)A0.
La conductivité équivalente limite de l'ion chlorure peut être

calculée dans les différentes solutions
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- solution de LiC1
k, (Cl-) = 115,0' 10-a x 0,664 76,36' l0- S. m2. equiv.-1,

- solution de NaCl
k (Cl-) = 126,4" 10-a x 0,604 = 76,35" 10-a S. m2. equiv.-1,

- solution de CaC12
k (C1) = 135,8 10 x 0,562 =76,32 10-a S. m2. equiv.-I.

Aûx erreurs expérimentales près, ?0 (Cl-) est constante et
égale à 76,3' 10-a S. m2. equiv.-I.

La conductivité équivalente limite d'un ion en solution aqueuse
est donc une caractéristique de cet ion.

4.2. En solution infiniment diluée
A0 = + _.

On peut alors calculer, à partir de k, (Cl-), les conductivités
équivalentes limites des autres ions.

Cations IO4 A0(S.m2.8quiv4) Anions 1O4 A, (S.m2.équiv)
349,8 0H 197,6

Li 38,7 C1 76,3
Na 50,1 3r 78,1

73,5 1 77,0
73,4 N03 71,4

Ag 61,9 CH3C02 40,9

On remarquera que les ions H+ et OH-, dont le mécanisme
de migration est particulier, possèdent des conductivités équi
valentes nettement supérieures à celles des autres ions.

II. ETUDE THÉORIQUE
Calcul préliminaire.
Avec les valeurs numériques indiquées en préambule, on

trouve




= 3,272.109\/I.

1. Effet électrophorétique.
Pour chacun des ions de charge Z, l'atmosphère ionique, de

rayon r, atteint sa vitesse limite v lorsque la force motrice



92 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

Z e E (E = champ électrique)
est égale à la force de frottement due au solvant (coefficient
de viscosité i)




6 x i r u,,.
ZeE

D'où:




6n YI r
Il en résulte pour chaque ion une diminution de mobilité u,,

telle que u,, = u,, E et une diminution de conductivité équiva
lente ,, = Ue F.

Par conséquent




ZeF

6t r
L'électrolyte considéré étant symétrique (Z = Z_), la dimi

nution de conductivité équivalente provoquée par l'effet électro
phorétique est




ZeF
A,, = ) + = 2




6rî r
eF

A,, = 2 3,272"10 z !i
6x




eF
B = 6,544" 10 = 60,23" 10-a.

óJtli
2. Effet de relaxation.
On a

- A,, Z2 e2 1
AR = A Z2 A,, /I = 3,272" 10 V 1.

4tc 3kT 2+ /2
D'où

e2 3,272
A = 10 = 0,226.

41cE 3kT 3,414

3. Confrontation théorie-expérience. -
A = A,, - (0,226 Z2 A,, + 60,23 10-a Z) %" I.

3.1. Pour HC1, Z = 1 et A,, = 426,110-4 S. m2. equiv.-I.
D'où : 10 A = 426,1 - 156,53 / I.

1
La force ionique est : I = - Z2 c (c1 = concentration

2
d'un ion de charge Z).
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Dans le cas d'un électrolyte mono-monovalent,
I = C.

Pour une solution d'acide chlorhydrique
10 A = 426,1 - 156,53 \/c.

Avec c = 10-2, A = 410,45-10-4 S. m2. équiv.-1 ; la valeur
expérimentale déduite du tableau I, est 412 10 S. m2. équiv.'
l'accord théorie-expérience est alors satisfaisant.

Pour c = 10_1, la théorie conduit à A = 376,6-10-4 S. m2.
équiv.-' alors que l'expérience donne 391,3-10-4 S. m2. équiv.-1;
la théorie s'applique moins bien à une solution concentrée.

32. La formule établie est une formule limite, valable
pour des forces ioniques inférieures ou égales à 10_2; elle s'ap
plique de façon satisfaisante tant que l'on peut considérer que
les ions migrent indépendamment les uns des autres.

Deux critiques essentielles peuvent être faites à la théorie
- on ne tient pas compte de la dimension finie des ions;

l'effet électrophorétique est calculé sans tenir compte de la
déformation de l'atmosphère ionique.
4. Conductivités équivalentes et nombres de transport.

4.1. L'équation 1 étant établie sans tenir compte de la
dimension des ions, on peut en déduire que la diminution de ?
due à l'effet électrophorétique est

60,23
10-a Z \/I.

2
Celle due à l'effet de relaxation est

0,226 Z2 ?
D'où




B -
= 0+-(AZ2X0 +-Z) I.

2
4.2. Par définition

t=- et t=-
A A0

B
0-(AZ20 + -Z)v' I

2

AO.(AZ2AO + BZ)VT



94 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

En divisant numérateur et dénominateur par A0, il vient
BZ \

t0+-(AZ2t0++---- iVI
2A, /

t+ =
BZ \

1_(AZ2+__ hÏ
A,, /




1
En assimilant le dénominateur à 1 - on obtient

F / BZ\1__l [ / BZ\
= t0+-( AZ2t0++- }VII I 1+( AZ2+)\/7

L 2A,,/ iL \ A,,,!
La solution étant diluée, les termes en I peuvent être négligés:

FBZ BZ 1
= t0+ +-t0+ +AZ2t,------AZ2t0+ I\Ï

LA,, 2A,, j
F BZ BZ1= ++ t0
L A,, 2A,,j

ou
BZ

= t0 + - [t0-0,5]yT

4.3. Si t,,+ est supérieur à 0,5, t augmente avec c; au
contraire, t varie en sens inverse de c si to < 0,5.

En conclusion, la différence des nombres de transport des
ions d'un électrolyte est d'autant plus grande que la solution est
plus concentrée.

4.4. L'application de la formule précédente au cas consi
déré donne




60,23
0,825 = t0 + (t0 -0,5) V0-2

426,1
d'où : to = 0,8205.

On en déduit
X,, (H-'-) = 0,8205 x 426,1.10-4 = 349,6. 10-a S. m2. équiv.-'
X,, (Cl-) = (426,1 -349,6) 10-a = 76,5" 10-a S. m2. equiv.-l.
L'accord est excellent avec les valeurs expérimentales calcu

lées précédemment.
4.5. Dans le cas d'un électrolyte faible

A = =
D'où : A = a [A0_(0,226z2A,, + 60,23" 10-Z)/j].
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III. APPLICATIONS DES MESURES DE CONDUCTIVITÉ
A LA DÉTERMINATION DE CONSTANTES THERMODYNAMIQUES

1, Détermination de produits de solubilité.
1.1. Avec Z = 2, l'équation (1) devient

A = A0- [0,904 A0 + 120,46" 10-4] V4 c
ou encore




A = A0- [1,808 A0 + 240,92" 10-4]/c.
1.2. Avec la précision indiquée A, et A0 peuvent être

confondus si A, 0,95 A0,
ou : 0,05 A0 [1,808 A0 + 240,92" 10-a] Y s

Avec A0 = .150" 10-4, ii faut
s o 2,15" 10- mol. 1--'.

1.3. Cas du sulfate de baryum.
On a alors : A0 = (63,6 + 80,0).10-4

= 143,6.10-4 S. m2. équiv.-'
Xs Xs

si: A,rA0 A0= =
10 2"103.s

s = 1,009" 10-5.

K, = s2 = 1,02" 1010.

1.4. Cas du sulfate mercureux

A0 148,6. 10-a S. m2. equiv.-l.

1.4.1. Si A0 A, s = = 1,5410-3, s est
2"10 A0

trop élevée et l'approximation n'est pas vérifiée.

1.4.2. On applique l'équation (1)
X,

A, = 148,6" 10-a - (1,808 x 148,6 + 240,92). 10-a Y s
2" 10 s

2,286
.10-5 = 10-a (148,6-509,6)\1

L'équation à résoudre est
0,2286




= 148,6- 509,6
s
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En partant de \/s = V' 15,4" 10-a, on trouve, par approxima
tions successives

s = 1,8" 10-i mol. 1-'.

1.4.3. En désignant par y-,- le coefficient d'activité
ionique moyen

K5 = 2 2 ±

log y = -0,5x4 V' =

D'où




pK5 = -log K5 = -2 log s + 8 s
pK5 = 5,83 et K5 = 1,48 10_6.

2. Détermination de constantes d'acidité.

2.1. Couple HA/A.
Dans le cas de l'acide monochloroacétique,

A0 = 389,6-10-4 S. m2. équiv.1.
0,3195

Pour c = 5 . 10-2, A = = 63,9-10-4 S. m2. équiv.'.
50

D'où A = a [389,6- 148,28 104.

2.1.1. On pose A = «A5.




63,9
Si u est petit, A,, A0 et « = 0,164.

389,6
2.1.2. a n'étant pas négligeable devant l'unité, il faut

résoudre l'équation précédente par approximations successives.

Avec c = 5" 10_2, on a
A,, = (389,6- 33,15 VT)" 10-4 = 63,9" 10- .

On obtient
u = 0,170.

a2
2.1.3. On a : Ka = c ?2 = K'A y2

1-a
K'a = 1,74 10 et pK'a = 2,759.

En appliquant la loi limite de Debye-Hückel,

pKa = PK'a + = 2,759 + 0,092

PKa = 2,85.
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2.2. Couple BH+/B.
Pour la première solution, compte tenu de l'équilibre

BH+ + Cl- r± B + H30+ + C1
c(I-a) cri cri

X'
on a A1 = = + + (1-04.+-

103 c
L'addition d'un excès d'aniline provoque un déplacement de

l'équilibre vers le premier membre

X2
A2 = )n+ + 41

103 c

2.2.1. En désignant par A3 la conductivité équivalente
d'une solution d'acide chlorhydrique de concentration c

X3
A3 = = )+ + 41-

103 c
on fait apparaître

A,-A2 = =
D'où

A1-A2 X1 -X2= = = 0,04
A3-A2 X3 X2

[B] [H] Œ2
2.2.2. K = = c 1,67. 10-5.

[BH+] l -ci

3. Etude d'association d'ions.
3.1. Formation de paires d'ions.

Pour MgSO4, A,, = 133,0" 10 S. m2. équiv.1.

3.1.1. En supposant l'électrolyte totalement ionisé,
A = 133 lO-4-(0,904 x 133 + 120,46).10-4 \/4c
A = 117,8 10-a S. m2. equiv.-I.

On aurait alors
x = 10 A = 2A = 2,356.102 S. M-1.
3.1.2. La conductivité réelle de la solution est légère

ment inférieure à cette valeur; une faible proportion de l'électro
lyte reste à l'état de paires d'ions qui ne participent pas à la
conduction
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Mg2 5042- Mg2+ + S042_.cU-a) ca ta

Il faut donc appliquer l'équation théorique relative aux
électrolytes faibles

A = a (133- 15,2 \/). l0- = 108,5-10-4.
Sachant que a est voisin de l'unité, cette équation se résoud par
approximations successives en partant de i/ a = 1.

On trouve : 'a = 0,916.

3.1.3. La constante K de dissociation de la paire d'ions
est donnée par




«2
K = c y2 = 9,99. 103

l-a - -

D'où: pK = -log K = 2,001-2log.

Dans le cas présent, log y = -0,5 x 4 \/4 ca = -4 y'ca,
pK = 2,001 + 0,243 = 2,243

K = 5,7" 10-i.

3.2. Formation de triplets d'ions.
3.2.1. Dans le cas d'un électrolyte faible, A diminue

quand c augmente; le même phénomène se produit quand il y a
formation de paires d'ions.

L'équilibre : M + X- M-'- X-
Ca CŒ C (1-a)

se déplace vers la droite (a diminue) quand c augmente. S'il y a
formation de triplets d'ions selon

M + M X- MXM
ou: X- + MX- zzt XMX

A augmente à nouveau lorsque c croît.
3.22. On pose fic = [MXM+] = [XMX-I.

Il est négligeable par rapport à l'unité, la proportion de triplets
étant faible.

De même, la paire d'ions étant peu dissociée, a . 1 et
[M+ X-] c. On peut alors écrire la constante de dissociation
des triplets

Ca a
K' - - c = c

5
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et la constante de dissociation de la paire d'ions
c2&

K = CU?.
C

D'où




et = -_
~/-K=K' c K2

Avec les notations du texte

CK
A = 2-X + ' =

2(
+

3.2.3. Au minimum de conductivité équivalente
dA 1 1 / K- = 0 = -- c-312 (2.K) + - c-1!2 ( 2'
dc 2 2 K'2

2, ~K
Cmin = = - K'.

3.2.4. Avec Cmi,, = 2,4" l0-, on a
5.10-4

K' = 24" 10-4 = 8" 10-5.
15"10-

Par ailleurs

Kkl'

~U:
Ami,, = 2 +

Vr:K]
= 4

/ K\"2

K' K'

Amin = 3,68e 10_8 = 4(75. 10_8)1/2 (

/ K \112 368.10-8
(-1 = = 1,06"1o

K' J 4 x 8,66" 10-
K
- = 1,12" l0-'° et K = 9,0" 10-15.
K'
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IV. TITRAGES CONDLICTIMÉTRIQUES

1. Titrage d'un acide fort par une base forte.

Titrage de HC1 (Va; Ca) par NaOH (n,,; Cb).
1.1. A l'équivalence, Ca Va = C Ve.

On a




Va Va
Xe Ce (Na + Xc() avec Ce = Ca = Ca

Va +Vb Va + Ve
D'où

Va Ca Cb
C = Ca =

Ca Ca +Cb
Va + Va

Cb
Ca Cb

Xe = (ÀNa +
Ca + Cb

1.2. A chaque instant du titrage, x = (c,À,).

1.2.1. Avant l'équivalence, les ions OH sont en quan-
tité négligeable.

V
[Na+j = C, [Cl] = Ca

Va +Vb Va +Vb
Ca Va - C Vb

[Hf] = [Cl-] - [Na+] =




Va + Vb
La conductivité est donnée par

1
X = [Ca Va ()* + ?ci) + Cj, Vb Na

Va + V

1.2.2. Après l'équivalence, c'est la concentration en
proton qui est négligeable. Les concentrations en ions Na+ et Cl
sont toujours données par les mêmes expressions; de plus

Cb lYL, - C Va
[OH-] = [Na+]-[Cl] =




Va + Vb
D'où

1
X = [C.V. (Xc11.OH) + C Vb(?Na + X0H)].

Va + Vb
On vérifiera que les deux expressions de X conduisent à

X = Xe lorsque Vb = Ve.
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1.3. La conductivité x est une fonction affine de 0b
1a » Vb OU Ca '4 Gb.

On obtient deux segments de droite lorsque le titrant est uti
lisé en solution plus concentrée que la substance à doser. La
pente du premier segment, proportionnelle à (Ac, - ') est négative; celle du second segment, proportionnelle à + ?oH) est
positive.

1.4. Les valeurs de x obtenues montrent que la solution
titrante n'est pas suffisamment concentrée; pour s'affranchir de
la dilution, il faut, pour chaque valeur de 0b, calculer

0a + Db
x'=x

On obtient alors une représentation linéaire, permettant de déter
miner y, = 9,0 cm3.

D'où : Ca 9" 10-3 mol. 1-'.

2. Titrage d'un acide faible par une base forte.
Titrage d'un acide faible (concentration c) par une solution

concentrée de soude (y,, ' Va); un instant donné [Na+] = cx.
2.1. Si l'acide n'est pratiquement pas ionisé, la conduc

tivité au départ est négligeable.
2.1.1. Jusqu'à l'équivalence, la conductivité est due

aux ions Na+ et A-




X = CX (a + LA).
A l'équivalence, la conductivité est celle d'une solution de

A- Na+ de concentration c
X, = C (Na + RA).

Au-delà de l'équivalence, x augmente par addition d'un excès
de soude




X = C (a + ?A) + C (x - 1) + ?ùH)
X = C(XA'?oH) + CX(?Na + ?OH).

2.1,2. Les expressions de x pour x < I et x > 1
montrent que la conductivité est proportionnelle à x. Dans la
représentation x = 1(x), le premier segment correspond à la
formation de A- Na-i- (droite de sel) ; les deux segments se coupent
pour x = 1.

2.2. L'ion A- étant une base, des ions OH- apparaissentavant l'équivalence




A- + H20 ± HA + OH-.
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2.2.1. Tout se passe comme si des ions A- étaient
remplacés par des ions OH- plus mobiles. La conductivité est
supérieure à celle correspondant à la droite de sel.

On a toujours
[Na+] = cx mais [A-] = cx-[OH-J.

D'où




X = CX?Na+ (cx- [OH-])ÀA + [OH-1 OH
2.2.2. La déformation de la courbe de titrage ne doit

apparaître qu'au voisinage de l'équivalence.
X- Xgel

Pour x < 0,75, ii faut < 10_2.
Xsej

(1011- A) [OH-]
Soit : < 10_2.

Na +ÀA) cx
150 [OH-]

Avec les valeurs indiquées - < 10_2 c.
90 0,75

Mais




[A-] [H±] x l0-'
Ka =




[HA] 1-X [OH-1
3" 10_14

soit avec x = 0,75 [0H1




150 3"
La condition devient - < 10-2 c Ka.

90 0,75
K,, c > 6,710_12.

2.3. Si l'ionisation de l'acide n'est pas négligeable, la
conductivité initiale, due aux ions H+ et A-, est relativement
importante.




2.3.1. Lors des premières additions de soude, il y a
remplacement d'ions H+ par Na+ et la conductivité diminue.
Lorsqu'une quantité suffisante d'ions A- est formée, l'ionisation
propre de l'acide devient négligeable. L'addition ultérieure de
soude provoque l'apparition d'ions Na+ et A- et x augmente à
nouveau.




X-Xsel
2.3.2. Pour x > 0,5, il faut < 10_2.

Xsej
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La différence x - Xsel est due aux ions H et A- provenant
de l'ionisation de l'acide

XX5i = (A + A114) [Ht].

X
Avec Ka = [H] = [H+] pour x = 0,5, la condition

1-x
devient




(AA + AH4) Ka
< 10-2

(.XA + XNa) CX

Ka 90- < 10-2 x 0,5
c 380

Ka < 1,18 103 C.

2.4. Il faut en définitive

6,7-10-12




< Ka < 1,18 l0 C.
C

Avec c = 10_2 6,7 10_10 < K, < 1,18 10.

3. Titrages par précipitation.
Lors du titrage de AgNO3 par Mcl, les ions Ag+ de la solution

initiale sont remplacés par les ions M

M+ Cl
Ag+ NO3- gÇ + M+ + NO3-.

1

3.1. Si le titrant est KC1, jusqu'à l'équivalence x augmente
lentement, l'ion K+ (A = 73,5. 10-a S. m2. equiv.-I) étant légère
ment plus mobile que l'ion Ag+ (A = 61,9 10' S. m2. équiv.-l).

Si le titrant est LiCI, x diminue jusqu'à l'équivalence, l'ion
Li+ ('A = 38,7 10-a S. m2. equiv.-I) étant nettement moins mobile
que l'ion Ag+.

Dans les deux cas, x augmente après l'équivalence par suite
de l'addition d'un excès d'ions Cl- et M+.
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V




)LCQ)

3.2. La courbe de titrage par LiC1 est constituée de
deux segments de droite formant entre eux un angle plus faible.
L'équivalence sera donc repérée avec une meilleure précision.

BOURDAIS, DEPEZAY, TALLEC.
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Agrégation
Option physique appliquée

SESSION DE 1981

Epreuve C

PROBLEME D'ELECTRICITE, D'ELECTRONIQUE,
D'ELECTROTECHNIOUE ET D'AUTOMATIQUE

(Durée : 6 heures)

Matériel 3 feuilles de papier millimétré.

ANALYSEUR DE SPECTRE
Les trois parties sont indépendantes.
La partie I traite du plan de fréquence de l'appareil.
La partie II est réservée à l'étude du fonctionnement et de la réa

lisation d'un amplificateur à bande étroite pour analyseur de spectre.
La partie III concerne l'étude de la réalisation d'un oscillateur à

fréquence réglable à partir d'un oscillateur à quartz et d'une boucle
à verrouillage de phase.

Un analyseur dc spectre permet de visualiser sur un écran catho-
dique le 'spectre d'un signal e (t).

Si le signal est périodique et si sa décomposition en série de Fou
rier est telle que

A0
e (t) = + C1. cos (ut + ç) + C2. cos(2 wt + q2) +

2 ..: + C0. cos (n wt + .q) +
l'appareil indique les valeurs absolues des termes C,, en fonction des
fréquences correspondantes.

On rappelle que le spectre d'une tension sinusoïdale, de valeur ins
tantanée u = U . cos (ut + "cp), comprend deux raies, l'une à la pulsation (o, l'autre à la pulsation - u. De cc fait, les spectres des si
gnaux e1 (t) = sin (u,, - u) t et e2 (t) = sin (u - con) t sont identiques.

Les candidats sont donc invités à dessiner des schémas représentant les deux parties, symétriques par rapport à l'origine, de chaque
spectre.
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Le schéma synoptique simplifié de l'appareil est le suivant (fig. 1):

commande de vers l'écran
l'excursion (en X)

I
oscillateur 1




oscillateur
II

modulateur
bande étroite




j1
(t)

},p(
passe-bande

}.[modulateur

amplificateur

(en anneau) en anneau)
vIt)

d'entrée (en V)
*-J

détection

[

filtre vers l'écran

e(t) Fig, 1

L'appareil comporte trois réglages principaux
- la fréquence centrale;
- l'excursion de fréquence;
- la sélectivité.

------- -

-

Ar

excursion de fréquence
Fig. 2




fréquence
centrale
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La fig. 2 représente ce que l'on peut par exemple voir sur l'écran.
Si la fréquence centrale est de 2,030 MHz et si l'excursion est 25 kHz,
on voit trois raies, aux fréquences 2,020 MHz et 2,045 MHz.

Le réglage de la fréquence de l'oscillateur I permet de déterminer
la fréquence centrale.

L'oscillateur II est vobulé sa fréquence varie autour d'une fré
quence centrale fixe, en fonction d'une tension de commande qui est
aussi appliquée à l'entrée X du tube cathodique. A la variation de cette
tension de commande correspond un balayage linéaire en fréquence.
A l'amplitude de cette variation correspond l'excursion de fréquence

Au
At =

23
L'excursion maximale de pulsation est âù)... On peut donc voir

sur l'écran un spectre de largeur 2 Aumax au maximum.
Enfin le réglage de sélectivité correspond au réglage de la bande

passante de l'amplificateur à bande étroite.
Dans tout ce qui suit, lorsque la pulsation caractéristique ù)i d'un

organe de l'analyseur ou d'un signal peut varier entre deux limites
extrêmes, on notera u'1 la borne inférieure de l'intervalle de varia
tion et u" sa borne supérieure.

Ainsi, par exemple, la pulsation u2 de l'oscillateur II sera compriseentre u'2 et (02.
La graduation centrale de l'appareil correspond à une pulsation «).du signal d'entrée qui peut être comprise entre u'0 et Compte tenu

de la largeur de l'écran, les spectres que l'on peut visualiser, par
tranches de largeur maximale 2 Aumax, ont donc des pulsations
comprises entre u' = u'0 - Aumax et u" = u"0 + Aum. La bande
(u', w") peut donc, selon les cas, ne contenir que des pulsations positives ou, au contraire, déborder quelque peu vers les pulsations
négatiVes.

A l'exception de u', toutes les autres valeurs littérales, notées o,ou Au seront toujours supposées positives.
I. ETUDE GÉNÉRALE

On suppose dans cette partie que tous les sous-enmbles mis en
oeuvre dans l'analyseur sont parfaits. En particulier
- chaque modulateur en anneau est tel que, soumis aux tensions

V1 cos u1 t et y2. cos ut, il en effectue le produit des valeurs ins
tantanées, donnant en sortie une tension d'expression
K e V2 cos u1 t " cos ut;

- la bande passante de l'amplificateur à bande étroite est suffisam
ment faible pour qu'un puisse négliger sa largeur. Sa pulsation cen
trale (04 est fixe; son temps de réponse est négligeable;

- la tension détectée est à chaque instant proportionnelle à l'amplitude de la tension sinusoïdale u (t)
- le filtre passe-bande transmet sans atténuation dans sa bande passante; il atténue infiniment en dehors de celle-ci ; sa largeur de

bande est fixe.
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On note ainsi les pulsations en différents points du circuit (fig. 3):

oscillateur oscillateur

II It

______ t2

_.4

modulateur
passe-bande

modulateur
w I-H

amplificateur
bande étroite

Fig. 3
1.1.1. Montrer qu'il est intéressant de choisir pour ce filtre

passe-bande une largeur de bande C03 (03 égale à 2(on rap
pelle que Aù).,, est l'excursion maximale de pulsation).

On supposera ceci réalisé dans tout ce qui suit.
1.1.2. Montrer qu'à la sortie du filtre passe-bande, un signal de

pulsation (03 peut avoir été obtenu à partir de deux signaux u (t) de
pulsations Wa et 0b différentes, pour une valeur donnée de la pulsa
tion de l'oscillateur I (on supposera O)a < Ù)b avec O)a et coi, positives).

Exprimer a et co en fonction de co et (1)3.
Application numérique

Pour un appareil particulier, on observe une raie sur l'écran alors
que la fréquence f1 de l'oscillateur I est réglée à 40 MHz et que la
fréquence de l'oscillateur II, à l'instant où apparaît la raie, est de
30 MHz. L'appareil est tel que Afmax = 1 MHz.

La bande passante du filtre passe-bande est comprise entre
f'3 = 32 MHz et f"3 = 34 MHz.

La fréquence centrale f4 de l'amplificateur à bande étroite est
2,7 MHz. Quelles sont les fréquences fa et fb possibles à l'entrée du
modulateur I?

1.1.3. Dans le cas où la pulsation w'0 est nulle, montrer qu'un
filtre passe-bas idéal (fig. 4) de pulsation de coupure (o supérieure à
W"0 + mais cependant pas trop élevée, suffit à éliminer la
confusion possible entre une pulsation appartenant à la bande (w', n")
et une autre pulsation hors bande.




atténuation

Fig. 4




-W O L)
C C
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L'appareil considéré dans la question précédente est destiné à
observer des spectres avec des fréquences centrales d'écran comprises
entre O et 22 MHz. Proposer une valeur convenable pour la fréquence
de coupure f

Dans la suite du problème, on supposera toujours que le filtre
d'entrée est un filtre passe-bas idéal (fig. 4) tel que co" + t-0)max = 0)c,
et que la pulsation of0 est nulle.

1.2. Premier changement de fréquence.
1.2.1. Montrer qu'il y a deux possibilités de choix de la bande

passante du filtre passe-bande.
Exprimer dans chacun des cas les pulsations 0'3 et w) en fonction

de "i, w" et AWmax. Montrer que dans les deux cas, la largeur
cil"1 - w'1 s'exprime de la même manière en fonction de

1.2.2. Montrer que, pour chaque choix possible, et si l'on choi
sit une pulsation w' trop basse, une même pulsation 0)3 peut être
obtenue en sortie du passe-bande à partir de deux pulsations du signal
d'entrée différentes mais comprises dans la bande de fréquence
analysée.

Déterminer alors, pour chaque choix possible, l'inégalité que doit
vérifier 'i, lorsque w"0 et Awm sont fixées, pour que ce défaut n'ap
paraisse pas.
Application numérique

Un appareil permet de visualiser des spectres avec des fré-
quences centrales de graduation de l'écran comprises entre f'0 = O
et f"0 = 22 MHz. L'excursion maximale de fréquence, vaut
1 MHz.




a) La fréquence basse du filtre passe-bande f'3 vaut 32 MHz.
Déterminer les deux solutions possibles pour le couple de fré

quences f' et f"1. Les deux couples de solutions conviennent-ils ?
b) Même question, mais avec f' = 9 MHz.

1.3. Deuxième changement de fréquence.
1.3.1. Montrer que trois solutions sont possibles pour effectuer

cc deuxième changement de fréquence.
Exprimer, dans chaque cas, les pulsations w'2 et "2 en fonction

de 0)3, W"3 et (04, dans le cas où l'on veut analyser le spectre par
tranches de largeurs 2 Awmax.

1.3.2. Les pulsations (03 et W") sont fixées. On cherche à pla
cer la pulsation (04. Déterminer, pour chaque cas possible, la (oules) condition (s) que doit vérifier 0)4 en fonction de W") ou fO)max,
pour que ce second changement de fréquence n'altère pas la possibilité
d'établir une bijection entre l'ensemble des spectres de fréquences
extrêmes 1,0- Afmax et f"0 + Afm et l'ensemble des figures obser
vées sur l'écran.
Application numérique

= 32 MHz, f" = 34 MHz, 1Vmax 1 MHz.
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a) La fréquence f4 vaut 40 MHz.
Déterminer les solutions possibles pour les couples de fré-

quences 12 et f"2.
b) Même question, mais avec f4 = 2,7 MHz.

II. AMPLIFICATEUR A BANDE ÉTROITE ET ACCORD RÉGLABLE
Dans cette partie, on se propose d'étudier deux réglages de l'analy

seur de spectre, celui de l'amplificateur à bande étroite et celui du
balayage.

Une étude préliminaire, concernant l'étude d'un filtre particulier,
est proposée. Elle est destinée à établir un certain nombre de résultats
qui seront utilisés par la suite pour résoudre, par analogie, les ques
tions relatives aux réglages précités.

11.1. Etude d'un circuit oscillant parallèle.
On considère le circuit représenté sur la fig. 5, où i est l'intensité

débitée par un générateur de courant supposé parfait : i = . sin o, t.
K

e e

L R FqC u(t)=U.sin L) t

w0 est la pulsation de résonance du circuit.
On note O (facteur de qualité) le rapport, en régime permanent et

à la pulsation w, de la puissance réactive mise en jeu dans un terme
réactif à la puissance active dissipée dans R.

11.1.1. Exprimer Q en fonction de R, L et C. On suppose Q très
supérieur à l'unité. Donner une autre définition de Q faisant interve
nir la sélectivité du circuit.

11.1.2. Le régime permanent étant atteint, on ouvre l'interrup
teur K à un instant considéré comme origine, et on considère la dis
sipation par R de l'énergie W0 accumulée par le dipole pendant le
régime permanent.

Donner la loi d'évolution de l'énergie W du dipôle et celle de
l'amplitude U de la tension, en admettant que pendant chaque alter
nance u reste encore une fonction sinusoïdale du temps de pulsation w.

On appellera temps de réponse ' du circuit oscillant la durée au
bout de laquelle, après l'ouverture de K, l'amplitude de la tension n'est
plus que 13,5 % de sa valeur initiale.

Exprimer en fonction de a et O.
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Dessiner l'allure de la réponse U (t) du circuit oscillant à une exci
tation de la forme

i (t) = O pour t < O et pour > r
i (t) = 10'"sinw0t pour 0< t <

(on rappelle que U est l'amplitude de la tension u).
112. L'amplificateur à bande étroite représenté sur le schéma synop

tique de la fig. 1 possède une fonction de transfert A (Jo) de mo
dule A (o) représenté sur la fig. 6.

A ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------




L)4




L)4 2 , 4 2
Fig. 6

La fréquence f1 de l'oscillateur I est fixe; l'amplitude de la com
mande de l'excursion de l'oscillateur II est telle que l'excursion en
fréquence de l'analyseur soit At.

On note D la durée de balayage de l'ensemble de l'écran, si bien
que la vitesse de balayage




2At
V

s'exprime en Hz. -1 D
112.1. On suppose que la tension e (t) analysée est une fonc

tion périodique du temps. Montrer que l'amplificateur à bande étroite
peut être amené à répondre à toute raie dont la fréquence est comprise
entre f'- et f" + Afmax. Quelle est la durée t pendant laquelle
chaque raie est analysée?

11.22. On admettra que l'amplificateur à bande étroite a le
temps de réponse . que le circuit oscillant parallèle, étudié à la ques
tion 11.1., de même fréquence centrale et de même facteur de qua-

/lité ( Q = - . (En fait les temps de réponse diffèrent d'un facteur
\ ôw/

très proche de l'unité.)
A quelle condition doit satisfaire la vitesse de balayage V pour

que, après détection (supposée instantanée), le signal maximal obtenu
diffère de moins de 15 % de la valeur qu'il aurait atteinte en régime
permanent?
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Exprimer cette condition par une inégalité portant sur V et

=




2
On note Vmax la vitesse maximale ainsi définie.

Application numérique
Quelle est la durée minimale Dmin qui entraînera une erreur infé

rieure à 15 % sur la hauteur de différentes raies suffisamment éloi
gnées les unes des autres.

a) Pour At = 2 MHz; àf = 20kHz?
b) Pour Af = 500 Hz; = 10Hz?
11.3.1. Peut-on prévoir, qualitativement, la réponse de l'analy-

seur à deux raies d'égale amplitude, séparées de - et balayées à la
2

vitesse Vmax définie à la question précédente?

11.3.2. Soient deux raies d'égale amplitude distantes de 2 bf.
Donner l'allure de la tension détectée et envoyée sur l'écran, en fonc
tion du temps t, et en déduire l'allure de la figure observée sur l'écran
de l'analyseur pour




max
V = - V = V= V = 2 Vmax

2
(toujours avec la définition de Vmax donnée à la question 11.2.2.).

11.3.3. La résolution R d'un analyseur de spectre peut être
définie comme sa capacité à séparer deux raies d'égale amplitude dis
tantes de R hertz. De quoi dépend-elle ?

Sur certains appareils, le réglage de sélectivité est réalisé automa
tiquement en fonction de la tranche, de fréquences explorées (soit 2 Af)
et de la durée D du balayage de l'écran. Un constructeur indique que
la résolution optimale qui est réalisée automatiquement sur les appa
reils qu'il commercialise est donnée par l'expression

2 Af
=




D
Commenter cette indication.

11.4.1. On suppose que le spectre en amplitude de la ten
sion e (t) est sensiblement constant sur une plage de fréquence de
largeur très supérieure à èf.

Montrer, en utilisant un théorème connu exprimant de deux ma
nières différentes la puissance d'un signal u (i), que la tension détectée
à la sortie de l'analyseur de spectre est une fonction croissante de àf.

Expliciter cette fonction. Commenter brièvement.
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11.4.2. Pour certains signaux aléatoires stationnaires, ergo
diques, la durée de la pseudo-période de stationnarité, T, peut être
assez grande.

Quelle est alors la relation qui doit être vérifiée par les grandeurs of, V (vitesse de balayage) et T ?
11.5. Exemple de réalisation d'un filtre à bande étroite et à accord

réglable. On considère le circuit ci-après, constitué de deux circuits
résonnants (fig. 7).

u1(t) L R -._ U2 (t)

Fig. 7
Les deux circuits ont la même pulsation propre o,, telle que

f0 =- = 2,7 MHz.

Les valeurs numériques des inductances des deux circuits sontles suivantes




L = 45 H i = 0,674 H.
La résistance R peut varier entre une valeur maximale RM = 107 k,Ç
correspondant aux pertes de la bobine, et une valeur minimale
Rm = 42 if

On pose

a = 2 b = 2 x

11.5.1. Montrer que pour des fréquences f voisines de 10 (onprendra par exemple f - f0 < 50 kHz) les impédances i du circuit
oscillant et 4 du circuit oscillant parallèle, ainsi que l'amplification

U2
complexe i = -a-- s'expriment en fonction des grandeurs a, b, R, x.

U!
Donner ces expressions.

11.5.2. Le filtre d'un amplificateur à bande étroite et à accord
réglable est constitué de deux cellules telles que celle qui est représentée sur la fig. 7. Totalement identiques, placées en série, ces deux
cellules sont séparées par un étage suiveur supposé parfait.

En régime sinusoïdal, quelle est l'expression du module A (x) de la
fonction de transfert du filtre?
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Montrer que la fonction A (x) n'est monotone pour x > O que si
R est inférieure à une valeur R1 que l'on calculera.

11.5.3. On note ôf la bande passante à 6 dB du filtre corres
pondant à une valeur R de la résistance du circuit oscillant parallèle.

Esquisser l'allure de A (f) pour R = 80 kÇl, pour R = R1, pour
R = 10 kˆ1 et pour R = 1 kn.

Estimer, dans chacun de ces cas, ôf.
En déduire l'allure de la variation de ôfR en fonction de R pour

R variant de R», à RM.
Quel est le défaut du filtre pour R1 < R < RM?
Comment se manifeste ce défaut sur l'écran de l'analyseur de

spectre quand on fait varier R de R», à RM?

11.6. Le circuit oscillant série possède, en plus des éléments 2 et
r représentés sur la fig. 7 une résistance série r = 18 f2.

11.6.1. Montrer que la présence de cette résistance r introduit
un nouveau défaut pour le filtre à bande étroite lorsque l'on désire
réduire la largeur bfR de celui-ci à une valeur inférieure à 100 Hz par
exemple. Comment se manifeste ce défaut quand on fait varier R
de R,» à RM?

11.6.2. Quelle serait l'allure de A (f) pour R = 70 £2 et r = 18 12,
en l'absence de circuit correcteur?

On place en série avec R', sur chacune des cellules du filtre, une
résistance fixe et de faible valeur (10 12 par exemple) selon la fig. 8.

Ul

L[

U2

jÎu

Fig. 8

Montrer que la prise en compte de la tension a'2 (t) et sa combi
naison avec u2 (t), selon une formule que l'on précisera, permet d'éla
borer une nouvelle tension u" (t) exempte du défaut dû à la présence
de r.
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Calculer le facteur de qualité du circuit oscillant série représenté
par les éléments série r, A et r (avec les valeurs numériques des questions 11.5 et 11.6.).

Quelle est la nature physique du dipôle possédant ce facteur de
qualité ?

11.7. Le dipôle réel représenté par les éléments série r, A et r
possède en outre une cap"cité parallèle y (fig. 9) telle que y = 2,3 pF.

------------

Montrer que la présence de cet élément modifierait totalement le
comportement du dipôle série utilisé dans la réalisation de l'amplificateur à bande étroite et à accord réglable.

11.8. On considère le montage représenté sur la fig. 10.
C




o

11




22

+Ui1

-1 A
Fig. 10

Les générateurs de commande, de f.é.m. U1 et -U, sont assi
milés à des générateurs de tension parfaits.

Z1 est l'impédance équivalente aux éléments r, A et r placés en
série.
y est la capacité représentée sur la fig. 9.

est l'impédance du circuit oscillant parallèle représenté sur
la fig. 7.
C0 est la capacité d'un condensateur ajustable.
11.8.1. Montrer qu'on peut régler C0 de manière à ce que le
U2

rapport -r--- soit le même pour le montage de la fig. 10 que pour
UI
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celui des fig. 7 et 8 à condition de modifier un des éléments réactifs
de Lequel?

Quelle est la valeur numérique de cette modification ?
11.8.2. De quelle (s) manière (s) peut-on réaliser, à partir d'une

source de tension simple, deux sources de f.é.m. u et - u

III. DÉFAUTS DUS A L'OSCILLATEUR I
Dans cette partie où sont étudiés un certain nombre de défauts dus

à l'oscillateur I, on supposera le reste de l'appareil parfait.
La tension délivrée par l'oscillateur I peut s'écrire

o = V[l + s(t)].sin [>o0 t + q(t)I.
A partir de cette expression, on peut distinguer

- des variations lentes de l'amplitude et de la fréquence; on les tra
duit par des variations lentes de V et de tû appelées dérives;

- des variations rapides de l'amplitude et de la fréquence; on les
traduit par les termes s (t) et q).(t), qui représentent respective
ment les bruits d'amplitude et de phase.
La limite entre e lent» et e rapide» sera prise ici égale à 1 Hz.
111.1. On applique à l'entrée de l'analyseur de spectre une tension

sinusoïdale parfaite.
111.1.1. Comment se traduit la dérive en amplitude? Comment

se traduit la dérive en fréquence ?
111.1.2. Comment se traduisent respectivement le bruit en ampli

tude et le bruit en fréquence?
111.2. On applique à l'entrée de l'analyseur de spectre - toujours

supposé parfait sauf l'oscillateur I - une tension dont du observe sur
l'écran la composante fondamentale, qui est à 35 MHz.

On constate que la figure a l'allure d'une courbe de Gauss de
largeur à mi-hauteur 100 Hz, qui se déplace lentement d'un balayage à
l'autre, en restant à hauteur constante.

Comment peut-on interpréter cette figure ?
111.3. On utilise comme oscillateur I le dispositif représenté à la

fig. 11. Celui-ci comporte une boucle à verrouillage de phase, un oscil
lateur pilote à quartz et un diviseur de fréquence par N (le nombre N
est entier).

p1
at:u,

ill., comparateur fi Itre oscillateur
L_ de phase passe-bas commandé
cm partensu n

M=uE io us

Fig. 11
diviseur

de fréquence par N
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La boucle fonctionne en régime linéaire.
On a




UE UE sin [cor t + PE (t)]
u = Us COS 10)2 t + (PS (t)].

Dans ces expressions, col et (02 sont les pulsations moyennes de
UE et de u5. Les «dérives» sont donc relatives aux variations lentes
de ml et de 2, alors que les « bruits de phase» sont associés aux variations (rapides) de tE (t) et de cs (t).

Quand on considère comme seuls défauts les bruits de phase de
l'oscillateur à quartz et de l'oscillateur commandé par tension, on est
conduit au schéma suivant (fig. 12)

_H'H

Fig. 12

111.3.1. La boucle étant verrouillée, quelle est la relation entreet 02, en régime permanent ?

Application numérique
f1 = 1 MHz; N (entier) variable entre 33 et 55.
Comment varie la fréquence de sortie de l'oscillateur I ?

111.3.2. Les dérives de fréquence de l'oscillateur pilote à quartzsont considérées comme 1 000 fois plus faibles que celles de l'oscillateur
commandé par tension lorsque celui-ci est seul.

Montrer qu'un oscillateur tel que celui qui est schématisé sur la
fig. 11 est, en ce qui concerne les dérives en fréquence, meilleur qu'unsimple oscillateur commandé par tension tant que la valeur discrète Nsatisfait à une relation que l'on précisera.

111.4. On considère la modélisation de la fig. 12.
111.4.1. Commenter brièvement ce schéma.

Que représentent les transformées de Laplace 'I et I??
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111.4.2. Montrer que l'on peut écrire
= Hee + H00.

Déterminer He et H0.
111.5. Exprimer la densité spectrale de puissance S,,, de ç, en

fonction de celles de q0 et de cç que l'on notera respectivement
S etSWo rpe

Montrer que si S,0 (f) est la densité spectrale de puissance d'une
grandeur p (t) représentant la phase d'une fonction sinusoïdale du
temps, la densité spectrale de puissance SF (f) de la fréquence F de
cette même fonction sinusoïdale est reliée à S,, (f) par la relation

SF (f) = f2. S,, W-
111.6. Le filtre passe-bas de la boucle à verrouillage de phase a

pour fonction de transfert




1 +'p
F (p) = K1.




1 + 2P

110
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On donne les valeurs numériques , suivantes :
= K = 2,52103 N = 40 ' = 1,6 ms &2 = 16 ms.

Représenter graphiquement les grandeurs 20 log10 He I et
20 log10 I H,, en fonction de la fréquence f pour des fréquences com
prises entre 1 Hz et 1 kHz.

Quels sont les types de filtrage que la boucle réalise respectivement sur cg,, et We
111.7. Les densités unilatérales de puissance de We et de cg,,peuvent s'exprimer, entre 1 Hz et 1 kHz, par les relations

10-s 10-11
S (f)=-+-------+5,6.10-'sWe f3 f

10-2 10-s
S (f)=--------.W,,

Les représentations graphiques de ces densités sont celles de la
fig. 13.

L'amplificateur à bande étroite et à accord réglable représenté sur
le schéma de la fig. 1 opère, sur les signaux qu'il reçoit, un filtragetel que seule une bande de largeur assez faible doit être prise en
considération pour le calcul de l'écart type «utile» de la fréquence de
sortie de l'oscillateur I.

111.7.1. Calculer l'écart type de fréquence c'10 que l'on aurait
en utilisant l'oscillateur commandé par tension en régime libre dansle cas où l'intervalle utile de S est de 1 à 10 Hz.W,,Calculer de même les écarts types o.' et 'low correspondant aux
intervalles (1, 100) Hz et (1, 1000) Hz.

111.7.2. Montrer que la connaissance de
B,,(f) = H,, P"f2"S(f) et de Be (f) I HCI2.f2.Sffe (f)

permet de calculer la valeur de l'écart type de fréquence de l'oscillateur I schématisé sur la fig. 12, pour un intervalle utile de fréquencedonné.




111.7.3. Représenter graphiquement les quantités 10 log10 [B,, (f)]et 10 log10 [Be (f)] et en déduire des expressions approchées de B,, (f)et Be (f) dans les intervalles de 1 à 10 Hz, de 10 à 100 Hz et de 100
à 1000 Hz.

111.7.4. Calculer la valeur approchée de l'écart type c10 pourl'intervalle (1, 10) Hz, puis, de même, c® correspondant à (1, 100) Hz et
c10® correspondant à (1, 1000) Hz.

Comparer ces résultats avec ceux de la question 111.7.1.
Commenter. Comment varient o-10, ciœ et ç1® quand N augmente?
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SOLUTION

ANALYSEUR DE SPECTRE

I. ETUDE GÉNÉRALE
1.1.1. Puisqu'on se propose d'explorer une bande de lar

geur maximale 2 ,AWmax, il est inutile de conserver, pour l'appli
quer au modulateur II, une bande spectrale supérieure à cette
largeur. La limitation est bénéfique en ce qui concerne le bruit.

1.1.2. Après le modulateur, les pulsations 0)3 sont de la
forme




0)3 = (010) Si (01>0)
(03 = {O+0)1 et




(03 = O) - S O) > (01.
Supposons qu'une pulsation a existe dans le spectre de e (t).

Elle donne, en particulier, naissance à la pulsation 0)3 = a + 1
dans le signal issu du modulateur 1.

Si une deuxième pulsation b> a est présente dans e (t), on
ne peut avoir 1 + 01 = (03, ni co - = (03, pour des raisons
évidentes.

Par contre, 1 - 1 peut être égale à 0)3 = a +

On a alors
= 0)3
= (03 + 0)1

et = 2w.

Si 0)l> 0a, la pulsation (03 = - 0)a existe à la sortie du
filtre passe-bande. Il est facile de montrer qu'elle ne peut être
confondue qu'avec la pulsation b - i issue de b présente
dans e (t).

Encore faut-il que la condition b + a = 2 œl soit satisfaite.

On a alors 0)a = 13 et 0)b 0)3 + 0).

Si, enfin, 0a > aucune raie issue d'une pulsation "0 >
ne peut être confondue, après le filtre passe-bande avec ù),-w1.
Il n'existe donc que deux possibilités de confusion

5 0)b - = 2 c0, 0)a + ù), est confondue avec "w, -

0)b + 0)a = 2 i, 0)j - 0)a est confondue avec w0-
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Application numérique
La fréquence f4 peut être obtenue par les combinaisons

f = f - f, ou f -fa, ou encore f2 + f3.
La combinaison f = f2- f3 conduit à f = 27,3 MHz, ce qui

est incompatible avec l'hypothèse.
La combinaison fi = f2 + f3 conduit à f = -27,3 MHz, or

nous raisonnons sur les fréquences positives.
La combinaison f = f - f2 conduit à f = 32,7 MHz qui

convient.
Dès lors, on a fa = fi -f = 7,3 MHz qui peut donner une raie

confondue avec celle provenant de fb = fi + /3 = 72,7 MHz.

1.1.3. Si l'on rend impossible les deux conditions
wb - Wa = 2 w1 et 'Ù)b + Wa = 2 w1, on élimine le défaut. Il existe
donc une infinité de conditions suffisantes pour éviter les confu
sions possibles de fréquences (fréquences appartenant à la bande
utile, ou fréquences hors bande.)

D'ailleurs bien que le texte, pour des raisons pédagogiques,
fasse la distinction entre pulsations hors bande et pulsations
appartenant à la bande analysée, le problème de la confusion pos
sible, sur l'écran, de deux fréquences différentes traitées par le
modulateur I peut être abordé directement, sans faire cette
distinction.

Nous allons donc nous écarter quelque peu du texte pour
adopter une démarche plus synthétique (mais que les candidats
auraient eu plus de peine à découvrir).

Supposons donc, comme le montre la fig. 1, que le spectre
utile soit compris entre les pulsations w' et w", mais que le filtre
passe-bas d'entrée possède une pulsation de coupure ù), >




w".
C'est uniquement pour plus de clarté, que, sur la fig. 1, la

pulsation w'1 (la pulsation la plus basse de l'oscillateur I), est
supérieure à w.

Il apparaît clairement, sur la fig. 1, que la première pulsa
tion gênante, qui risque de venir se superposer à l'une de celles
que l'on désire analyser, est la pulsation qui est la plus
grande des pulsations de la partie symétrique par rapport à
l'origine, de la bande latérale inférieure.

En fait, le recouvrement éventuel n'est gênant que s'il se produit à l'intérieur de la bande passante w'3 w"3 du filtre passe-bande
si bien que la condition nécessaire à respecter est w -w'1 <w'3.
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plus grande pulsation
bande utile franchissant le filtre

fig 1.1
d'entrée

Ou? ' "c U)

B.L.Inf. B.L.Sup.
r r

fig 1.2




" - - wu#aw,gjs.e"
O & W

Lt

Symétrique de la
B.L.Inf.

première pulsation risquant de devenir
gênante.

fig 1.3 YW/IIIIII,IfC
u):w1" j WLU O w

Lorsqu'on augmente u)1 la bande utile défile devant la fenêtre
(WW3)

I, - q , llW_Wj w,J_-M, ww

fig 1.4




'"' -- - - 1WY#A ).- w

w. (U3
Fig. I

Dans le cas envisagé à la question 1.1.3., f' = 32 MHz.
Par ailleurs, on a retenu la solution qui consiste à placer la

fenêtre (f'3, f"3) dans la bande latérale inférieure du spectre issu
du modulateur (f = fi - f), et pour une raison qui fait bien
apparaître la fig. 1.2., la fréquence t'i s'exprime en fonction de
j"3 et de f' par la relation
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fi = f"3 + f' = 341 = 33 MHz.
Cela conduit à une limite supérieure

-
pour f, égale à

f'3 + f' = 65 MHz.
Bien entendu, toute fréquence de coupure f comprise entre
23 MHz et 65 MHz convient a fortiori.

1.2. Premier changement de fréquence.
1.2.1. Si l'on choisit de placer la fenêtre w',&' dans la

bande latérale supérieure, un dessin montre très facilement que:
W'3 = W"1 + (0' = 0)"j - AWmax,

= (û'j + W" = (O'j + + A0)max.
Si on utilise la bande latérale inférieure, comme l'indique la

fig. 1:




W'3
W"3 = W'j + AWmax.

Dans les deux cas o"1 - û>'1 = w"0, autrement dit la plage de
fréquences occupée par l'oscillateur I doit être égale à la plus
grande pulsation centrale d'écran prévue.

1.2.2. La condition générale que nous avons trouvée
(w, - ()'l < {0'3), s'écrit encore «'i > w,,- w'3. Même si w,, = w",
cette condition indique que w'1 ne peut être trop faible.

Exprimons cette condition en fonction de w"o et/ou de AO)max,
lorsque w,, = w".

Dans le cas où on utilise la bande latérale supérieure
W'1 > (J) - W'3 W'1 > AO)max.

Dans le cas où on utilise la bande latérale inférieure, la
condition, évidemment, est un peu plus dure

> W" (O'3 W'1 >- + AOimax.
2

Application numérique




= f' + 2 Lfmaxj
a) Choix de la bande latérale supérieure

f'i = f"3-f" = il MHz > Afmax.
Donc cette solution convient. On trouve : f"i = 33 MHz.

Choix de la bande latérale inférieure
t'i f" + f' = 33 MHz > 11 + 1 = 12 MHz.
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Donc cette solution convient aussi. On trouve f"i = 55 MHz.
b) Choix de la bande latérale supérieure

f' = 11-23 = -12 MHz.
Cette solution ne peut convenir.

Choix de la bande latérale inférieure

f'i = 10 MHz < 12 MHz.
Celle-ci ne convient pas non plus.

1.3. Deuxième changement de fréquence.
1.3.1. On peut penser à utiliser
a) la bande latérale supérieure : f = f3 + f2;
b) la bande latérale inférieure : f = f2- f3; cela sup-

pose f'2 > f"
c) la bande symétrique de cette dernière : fi = f3-f2;

cela suppose f'3> f"2.
Dans le premier cas, (a), les égalités 0)4 = "2 + 0)'3 = «3 + (0"3

conduisent à




(02 = 0)4 - (U'3

0)2 =0)4- 0)'3-
(0'2 = 0)4 + (fl'3

De même dans le cas (b)




= (04 + (0'3.
= 0)3 -0)4

Et dans le cas (c)




(0"2 = 0)3-034.

1.3.2. Si, d'une manière générale, on choisit (04 = (03 +2,
les pulsations gênantes ne peuvent être que de la forme 0)3- 0)3
OU '2 - 0)3.

La plus grande pulsation de la forme 013 -0)2 est 'C0"3 -
or elle est toujours inférieure à (04 = w"3 + '2 (si (U'3 existe).

La plus grande pulsation de la forme 2-3 est '0)"2 -
Elle est aussi, si w"3 existe, toujours inférieure à (04 = "2 + U)'3-

Pour que 2 et (0"2 existent, il faut et il suffit que 0)4 > O)"3.
On montrerait de même, si l'on choisit la bande latérale

inférieure, qu'il n'y aura pas recouvrement de fréquences si
0)4 >

Enfin, si l'on choisit la troisième solution, il suffit encore
que la pulsation 0)4 soit supérieure à Aomax pour éviter le défaut.
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Application numérique
a) f4> f" : on peut choisir la bande latérale supérieure.

Dans ce cas, f'2 = 6 MHz; f"2 = 8 MHz.
f4> Afmax on peut choisir la bande latérale inférieure,

on a alors, f'2 = 72 MHz; f2 = 74 MHz.
La troisième solution n'est pas envisageable puisque f4> h-

b) La première solution n'est pas envisageable puisque
t < f's. On peut choisir la bande latérale inférieure puisque
14> Afmax" On a alors f'2 = 34,7 MHz et f"2 = 36,7 MHz.

On peut également choisir la bande symétrique puisque
fi < f' Dans ce cas, f2 = 29,3 MHz; f"2 = 31,3 MHz.

Le plan de fréquences de l'appareil qui a servi de base aux
auteurs du problème était le suivant

= O; f"o = 22 MHz.

Plage de l'oscillateur I : 33 - 55 MHz; choix de la bande laté
rale inférieure pour le premier changement de fréquences;
f' = 32 MHz; t = 34 MHz.

Plage de l'oscillateur II: 29,3 - 31,3 MHz; choix de la forme
14 = f3f2.

On avait donc f = 2,7 MHz.

II. AMPLIFICATEUR A BANDE ÉTROITE ET ACCORD RÉGLABLE

C Au
11.1.1. Q = R - = - si Au est la largeur de

L w0
la bande passante à 3 db.

1
11.1.2. W = - CV2. Si 6W représente l'énergie perdue

W
par période, 6W est liée à Q par l'expression 6W = 2 t -. Si

Q
dW représente la variation de l'énergie correspondant à la

dW 6W w0W dW
durée dt,ona-=----=-- .Soit-=--dt.

dt T Q W Q
t t

W = Winiriai X e (0/u0) ; U (t) = U (o) X e
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4Q
13,5% <-==> 0,135 = e-2; donc = -.

(1)0

Fig. 2
La fig. 2 montre la réponse d'un circuit oscillant à une exci

tation sinusoïdale accordée mais temporaire.
11.2.1. Par le jeu de deux changements de fréquences (par

exemple f3 = fi-f, et f = f3-f2, ce qui conduit à f4 =
toute raie dont la fréquence est comprise entre f' et t" peut être
translatée dans la bande f ± 8f/2.




8f
Chaque raie est analysée pendant öt =

V
8f 4Q

11.2.2. Il faut que 8t soit supérieur à r, soit - > -.
V (04

(04
Remplaçant Q par sa valeur , on trouve, sans difficulté

2 t 8f
Jt

V <-(8f)2.
2

Application numérique
a) Pour analyser un spectre de largeur 4 MHz avec un

filtre à bande étroite de largeur 20 kHz, il suffit de 6,4 m s.
b) Si l'on porte la résolution à 10 Hz, il faut, pour ana-

lyser une bande de 1 kHz, une durée au moins égale à 6,2 s.
11.3.1. Cette étude nécessite la connaissance de la courbe

de phase p (u), correspondant au module A (o) de la fonction de
transfert A (ju). Théoriquement, connaissant A (u), on peut en
déduire p (w) par la relation dite de Bayard-Bode

2u r+ lA(u)-lA(o)
ç(co) = - 1

U2 - ù)2
du,

t J-..
ou pr une relation équivalente.
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Mais la courbe A (o) proposée par le texte est idéalisée. Au
cun système physique ne peut être strictement décrit par elle.
Nous ne connaissons donc pas cp (o).

On peut seulement dire que les deux raies ne sont pas sépa
rables. Dans la pratique, on constate que le filtre est le siège de
battements lorsque, ayant répondu à la première raie il aborde
la deuxième.

11.3.2. Les schémas ci-après constituent une réponse à la
question posée.

tension détectée écran

m

(Vi

V= VM12




diminution

V= 2 V. argissement

Fig. 3

11.3.3. La résolution dépend surtout de la largeur f de
la bande passante de l'amplificateur à bande étroite, mais elle
diminue lorsque la vitesse de balayage augmente. La largeur opti
male ôf doit satisfaire à la condition générale établie lors de
la question 11.2.2.




= 0~8
~~2

âf.', > V




DD
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De plus, la résolution R est un peu supérieure à 0f.
Le résultat donné par le constructeur (TEKTRONIX), est tout

à fait cohérent avec notre étude. (En fait, TEKTRONIX donne

0fopt = 0,66
V

mais il s'agit de la bande passante à 3 db).

11.4.1. Le théorème est le suivant : si u (t) est une fonc
tion stationnaire du temps, et si G (f) est la densité spectrale
de puissance de u (t), on a l'égalité

1 r"
limT,.. - I u2 (t)" dt = G (f) df.

T J0 J_..
Supposons que dans la plage de fréquences considérées, l'am

plitude du spectre de e (t), que l'on peut utilement supposer
pseudo-aléatoire, soit égale à B. [On suppose que la durée d'ana
lyse de chaque « raie» est supérieure à la période de e (t)].

A la sortie de l'amplificateur à bande étroite, de gain A, le
signal de sortie possède un spectre d'amplitude A. B et de lar
geur 0f. Sa puissance vaut donc A.2 B2 0f. Par ailleurs, tout pro
cessus à bande étroite, centré sur la pulsation 04, peut être décrit
par l'expression u (t) = U (t) cos [w0t + p (t)]. Si U est la valeur

U2
efficace de U (t), la puissance moyenne de u (t) vaut donc -.

On a donc U = AB \/2 / of.
La réponse du filtre à bande étroite est donc d'autant plus

faible, dans le cas d'un spectre « continu », que la largeur 0f est
plus faible. Mais en augmentant 0f, on perd en résolution.

11.4.2. Il faut que chaque portion du spectre soit ana
lysée pendant une durée au moins égale à T, or la durée d'analyse

0f 0f
d'un point du spectre est Ot = -; il faut donc que - soit

V V
supérieur à T.

11.5.1. Les valeurs numériques proposées assurent que la
-

condition I x < 2" 10_2, est vérifiée. En posant x =




(1)0
on trouve alors, successivement : C = 77,2 pF; F = 5,15" 10-15 F.

1 1
Z,=jax; Z2 ; 1=

1 ax
-+jbx 1-abx2+jR R
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1
11.5.2. A(x) =

a2 x2
(i- a b x2 )2 + R2




a
Cette fonction n'est monotone que si R2 < - = R1. On

2b
trouve R1 = 66 kn.

11.5.3. Une machine à calculer programmable permet d'obtenir très rapidement les graphes de A (f) pour différentes valeurs
de R. Comme x est toujours supposé très faible, f = t0 (1 + x).
Compte tenu de la question précédente, le bon sens et un peude réflexion permettent également de déterminer les allures
demandées.

R=8OkL. A(f) 1=R1=66ki A(f) R=1Ok A(f) R=1k A(f)

f<-2

__2k Il k z

236HJ
f

26 kH2




f,,

Fig. 4

-10 - IOo -:tlpl
Fig. 5
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La bande passante èfa a une largeur proportionnelle à R
jusqu'à R = 104 l. Pour R > R1, le filtre présente deux réso
nances de part et d'autre de f0; celles-ci, toutefois ne sont pas
très marquées, mais l'amplitude de certaines raies peut s'en
trouver surestimée.

11.6.1. On a A = , soit, à la
r

(1 +--abx2)2+---x2
R R2

1
résonance : A = < 1. Le défaut est important

/ r\2
1+-

\. R
lorsque R = Rm, c'est-à-dire lorsque le filtre à bande étroite est
le plus sélectif. Dans ce cas A = 0,49 (-6,2 db). Il diminue lorsque
la sélectivité diminue. Ainsi pour une bande passante à 6 db de
236 Hz, (R = 1 kIl), on a A = 0,965 (-0,3 db).

11.6.2. La présence de r élargit également un peu la bande
passante à 6 db qui passe de 16,5 Hz à 20 Hz, comme le montre
la fig. 6.




do
Fig. 6

La fig. 8 du texte montre que u'2 est en phase avec U2-
r

La tension u" (t) = u2 (t) + - u'2 (t) sera donc identique
Q

(au point de vue de la phase) à u2 (t), mais elle sera, à la réso
nance, toujours égale à u1 (t), quelle que soit la valeur de
R = R' + . (Par contre, le petit défaut supplémentaire qui élargit
un peu la bande passante pour les faibles valeurs de R, ne sera

pas corrigé). Q = = 635 000; il s'agit d'un quartz.
r
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11.7. L'impédance Z,, au lieu de varier linéairement avec
X (Z, = ax), devient pratiquement infinie (52,8 Mn) à la fré
quence de résonance parallèle du quartz (f0 + 4408 Hz). Toute
l'étude précédente serait remise en cause.

j-l 1
1L8i. P21- + -+ Iyù) + jC0w

I_Z1 Z2




r1= UiI - + jyu-jC0'w
I_ Zi

P2 1
Si C0 = y, le rapport- vaut:

Ui r 1 1-
ZI -+--+j(y+0)w
i Z1 4

1 1
Posons - = - + j (y + C0) u.

Z'2 4
On obtient




U2 Z'2

U1
-

I suffit de diminuer la capacité C du circuit résonant parallèle d'une quantité égale à y + C0 = 2y = 4,6 pP pour que,
4 ayant l'expression déterminée à la question 11.5., on ait

P2 4

U1
-

Z1+Z2
11.8.2. Un transformateur à point milieu, ou, mieux, un

transistor ayant des résistances égales sur l'émetteur et le collec
teur, permettent d'obtenir deux tensions images en opposition de
phase.




III. DÉFAUTS DUS A L'OSCILLATEUR I
111.1.1. La dérive en amplitude se traduit par une varia

tion de la hauteur des pics à chaque passage du spot; la dérive
en fréquence entraîne une variation de la position de ces pics.

111.1.2. Le bruit en amplitude entraîne des taches à la
place de contours nets des pics, le bruit en fréquence provoqueun élargissement non régulier de ces pics.

111.2. On ne peut pas savoir s'il s'agit d'une propriété du
signal analysé, ou d'un défaut de l'appareil.
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111.3.1. Lorsque la boucle est verrouillée, en régime per
manent, les pulsations moyennes des tensions appliquées au
comparateur de phase sont les mêmes. D'où 0)2 = N

Application numérique
L'oscillateur I a une fréquence réglable, par valeurs entières,

(en mégahertz), entre 33 et 55 MHz.

111.3.2. La relation précédente montre que les dérives
propres de l'O.C.T. sont totalement corrigées. Celles de l'oscilla
teur à quartz sont multipliées par N. Donc, tant que N < 1000,
l'oscillateur I est meilleur qu'un simple oscillateur commandé
par tension.

111.4.1. Dans le schéma proposé, on n'a gardé comme
variables, que celles qui sont relatives aux bruits. Les transfor
mées , « et clii sont donc, respectivement, celles du bruit de
phase WE (t) de l'oscillateur pilote à quartz, du bruit de phase
propre à l'oscillateur contrôlé en tension, et du bruit de phase
résultant de l'oscillateur I.




Np Nk0KdF(p)
111.4.2. H0 = ; He =

Np+k0KF(p) Np+k0KdF(p)

111.5. cli. = He J. + H0" c1,,; cette relation est linéaire, nous
pouvons donc appliquer une des propriétés fondamentales du
filtrage linéaire des processus aléatoires. En supposant WE (t) et
cp0(t) non corrélés, on a

= JHe2ISW + Ho)ISW
Pulsation et phase instantanées d'une grandeur quasi

sinusoïdale, sont liées par la relation fonctionnelle pulsa
tion = dérivée par rapport à t de cp (t).

Leurs transformées de Laplace satisfont donc à

(1(p) = PD (p).
Définissant la transformée de Laplace F (p) de la fréquence

instantanée, on a de même

F (p) = <P (p).
221

Le même théorème relatif au filtrage linéaire des processus
aléatoires entraîne

SF (f) = S,0 (f) =
4212
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111.6. L'expression de H (j(ù) est celle d'un filtre passe-bas.

1 + &1 P
He=N




f N\ N2
1 + ( +- p +

K/ K
K

Posons f02 = ; on trouve une fréquence de coupure,N 2
F0 = 100 Hz. Calculons le coefficient d'amortissement

N +




=0,55.
2 \/NKr2

On peut donc négliger la surtension à la résonance.

So 400 .$oo

Fig. 7

Celle de H0 (jco) est celle d'un passe-haut
N p(l+r2p)

H0 =
k 7 N\ N2

1( &1+P+-P2
K! K

La technique des diagrammes asymptotiques donne d'excel
lents résultats comme en témoignent les fig. 7 et 8 où les points
particuliers qui sont marqués ont été calculés à partir des expres
sions exactes.
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Fig. 8
111.7.1. Compte tenu de la relation SF (f) = f2. S,, (f), on a:

r10/ 10_2
(o'io)2 = I { + 1O f ) df, soit 'io = 0,15 Hz.

Ji \ f /
De même, on trouve : = 0,31 Hz et c'1» = 2,25 Hz.

111.7.2. L'écart type de fréquence de l'oscillateur I dans un
intervalle donné (f i, f2) de fréquences est donné par l'expression

ri2 rf2
fz)2 = J

S F, (f) df =
J

f2. Sq (f) df.
fi fi

Ou encore




(f2
f2)2 =

J1
[B0 (f) + Be (f)] df.

111.7.3.




Fig. 9 a
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Fig. 9 b

Sur la fig. 9, on s'est limité aux diagrammes asymptotiques
des graphes de B, (f) et de B, (f). Ces diagrammes sont très
proches des courbes exactes.

On a également fait figurer les expressions approchées de
B, (f) et de B, (f) dans les intervalles successifs de fréquence.

111.7.4. Le tableau ci-après résume les contributions res
pectives de B, (f) et de B, (f), exprimées en (Hz)2, au bruit total,
dans les différentes bandes

Bande 1 à10 Hz 10à 100 Hz 100 à 1000 Hz
Contribution de B 3,7 10-5 1,44-10-4 3,7-10-4
Contribution de B0 5.10-7 2-10-2 4,95

Il fait apparaître que par suite de la forme de H, (f), passe
haut de fréquence de coupure 100 Hz, le bruit propre de l'oscil
lateur contrôlé en tension devient de plus en plus gênant pour les
fréquences de fluctuations élevées.

On trouve
a-10 = 6,1 10 Hz; = 0,14 Hz et 01000 = 2,23 Hz.

o.,
Les rapports , établissant l'apport de la boucle à verrouil-

lage de phase, valent respectivement
O'1O 07'100 0'1000= 24,6; = 2,2 = 0,99.
010 0100 01o00
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Ainsi, plus la résolution est grande (filtrage énergique de l'analy
seur à bande étroite) plus la nature de l'oscillateur I, utilisant
un oscillateur pilote à quartz, est avantageux.

Pour N = 55, la contribution au bruit de B dans la bande
1 -* 10 Hz est égale à 7,0" lO (Hz)2, ce qui donne c = 8,3" l0 Hz.
Le reste est inchangé.

En augmentant N, on réduit donc l'avantage de la boucle à
verrouillage de phase, mais, pour N = 1 000 (cas totalement

C'i00
exclu), on aurait encore = 10, et ---- = 1,8. Nous avons

c'JO U109
vu, toutefois que les dérives, alors, ne seraient pzs améliorées.

R. MOREAU Bordeaux).
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CAPES

SESSION DE 1981

COMPOSITION DE PHYSIQUE AVEC APPLICATIONS

(Durée 5 heures)

Données numériques générales
Charge du proton : e = 1,60. 10-19 C;
Masse de l'électron : m = 0,911. 10-3° kg;
Masse du proton M = 1 836 m;
Constante de gravitation universelle G = 6,67. 10-1 S.I.;

Permittivité du vide : = SI.;
3ót. 10°

Perméabilité du vide : = 4 10-7 SI.
Constante de Boltzmann : k = 1,38. 10-23 J. K-1;
Constante de Planck : h = 6,62. 10-94 J. s
Constante d'Avogadro N = 6,02. 1023 mol.-l;
Célérité de la lumière dans le vide : c = 3,00. 108 m. e-1.
On donne, d'autre part, les formules de la transformation de Fou-

rier une fonction F (t) peut s'écrire

1 f+.
F (t) = I I(a)eicot do

1 r
avec : (w) = F (t) e ''t dt.

\/2jt J

Les trois parties sont indépendantes.

PREMIÈRE PARTIE (sur 50 points)
I. Dans un modèle simplifié d'atome d'hydrogène, on considère

que le proton, de charge + e, est fixe et situé à l'origine O d'un réfé
rentiel galiléen. L'électron, de masse m et de charge -e, est supposé
décrire une orbite circulaire de rayon r autour du proton. L'ensemble
(électron + proton) constitue un système isolé.

On néglige l'interaction gravitationnelle devant l'interaction électro
statique entre électron et proton.
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1.1. Quelle est la relation liant la vitesse u de l'électron et le
rayon r de son orbite?

En déduire l'expression de l'énergie mécanique E du système en
fonction de r. De même, déterminer, en fonction de r, l'expression du
moment cinétique en O de l'électron.

12. Pour expliquer les raies spectrales de l'hydrogène, Bohr a
été amené à introduire un postulat de quantification introduisant un
nombre entier n.

1.2. e) Rappeler ce postulat.
En déduire que le rayon de l'orbite est quantifié et donner son

expression en fonction de n.
De même, montrer que l'énergie est quantifiée et donner l'expres

sion des niveaux d'énergie en fonction de n.
Application numérique

Calculer, en angström, le rayon de la première orbite et son éner
gie en électron-volt.

1.2. b) Quelle est la longueur d'onde du photon émis dans
une transition où le nombre n passe de n1 à n2, avec n1> n2?

1.3. En toute rigueur, le proton n'est pas fixe et l'on se pro
pose de calculer l'effet de son mouvement sur les longueurs d'onde
du spectre.




1.3. a) On considère le référentiel, non galiléen, lié au pro
ton, dont les axes sont constamment parallèles aux axes d'un référen
tiel galiléen.

Montrer que les résultats précédents demeurent inchangés à condi
tion de remplacer la masse ni de l'électron par la masse

mM

m+ M
appelée masse réduite.

1.3. b) Le deutérium est l'isotope de l'hydrogène repré-
senté par H.

Soit M0 la masse de son noyau et i» la masse réduite
correspondante.

Soient et A0 les longueurs d'onde des photons émis, respective
ment, par l'hydrogène et par le deutérium, dans une transition s'effec
tuant entre deux niveaux d'énergie caractérisés dans les deux cas par
les mêmes nombres n.




AH-AO
Calculer l'écart relatif




AH
Appelication numérique

On a mesuré pour une transition
= 1215,664 A

et A» = 1215,334 A.
M0

Calculer le rapport -.
M
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II. On se propose à présent d'étudier deux causes d'élargissementdes raies spectrales.
11.1. Lors d'une transition spectrale, la radiation n'est émise

que pendant un temps .. Dans un modèle très simplifié, on peut
adopter, pour l'amplitude de l'onde émise, la fonction F (t) définie de
la façon suivante

F(t)=O si




F 'r 'rF (t) = acosw0t 5 t E ----, +-
2 2

'rF (t) = O si t>-.
2

11.1. a) A l'aide des formules de la transformation de Fou
rier, rappelées en tête de l'énoncé, exprimer la fonction (w) carac
téristique du spectre de l'onde émise et en donner une représentation
graphique schématique (on se limitera à la partie u > O et on consi-

2
dérera que » -

w.0
Indiquer succinctement comment on pourrait accéder physique-

ment à cette fonction C1 (w).
11.1. b) On décide de caractériser la largeur de la raie

spectrale (dite largeur naturelle de la raie ») par la largeur à mihauteur du pic principal de la fonction (u) précédente.
Calculer approximativement, en fonction de l'écart Au corres

pondant. En déduire, en fonction de 'r et de w, l'écart en longueurd'onde M.
Quelle est la relation liant à l'incertitude AE correspondante sur

l'énergie du photon émis? Conclusion?
11.2. On considère une lampe spectrale d'un gaz porté à la

température absolue T. Le gaz, monoatomique, est formé d'atomes
de masse m' et on admettra que la répartition des vitesses des atomes
de gaz à l'équilibre est celle de la statistique classique de Maxwell
Boltzmann.




On donne
:f

eOXl.dx =
j// a

11.2. a) On appelle v, v, les trois composantes du vec
teur vitesse d'un atome. Quelle est la probabilité pour qu'un atome
ait une vitesse dont la première composante est égale à v à dv près,les deux autres composantes étant quelconques?

11.2. b) Le calcul effectué en 1.2. b) de la longueur d'onde ?
(ou de la pulsation w0) de la radiation émise dans une transition don-
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née, n'est valable que pour un référentiel où l'atome est au repos.
Montrer que pour un observateur fixe situé très loin sur Ox, la pulsa
tion de la radiation devient




/ V
U) = 0)0 (1 + -

\. C
où v, est la composante de la vitesse suivant Ox (effet Doppler).

observtour
0 atonie

11.2. C) On s'intéresse à la transition définie précédemment.
Quelle est la probabilité pour que la radiation émise par un atome

ait, pour l'observateur, une pulsation apparente égale à u à du prés?
En déduire, à une constante multiplicative près, l'intensité de la

radiation mesurée par l'observateur, en fonction de w, et en donner
une représentation graphique schématique.

11.2. é) On décide de caractériser la largeur de la raie
spectrale (dite « largeur Doppler >) par la largeur à mi-hauteur de la
fonction précédente. Calculer, en fonction de w, de T, de in' et des
données générales de l'énoncé, les écarts Au et AX correspondants.

11.3. Application numérique
On donne

X0 = 5 890 A, ' = 5 -10-8 s, masse molaire du gaz = 23 g,
T = 300 K.

Calculer les écarts AX dus à la largeur naturelle ( 11.1. b) et à la
largeur Doppler ( 11.2. d). Conclusion?

DEUXIÈME PARTIE (sur 45 points)
III. On considère un plasma gazeux, globalement neutre, compre

nant des ions positifs et des électrons de masse in et de charge - e.
Pour simplifier, on considère que les ions positifs sont fixes et que
seuls les électrons peuvent se déplacer; on néglige par ailleurs l'agi
tation thermique. Ces charges seront supposées placées dans le vide
(permittivité 00, perméabilité u.).

111.1. On suppose que les électrons ne peuvent se déplacer que
parallèlement à Ox. On envisage alors un petit déplacement d'en
semble (x, t) des électrons situés en x quand le plasma est au repos.

111.1. a) On considère les électrons situés dans la tranche
comprise entre x et x -1- dx quand le plasma est au repos.

Soit n le nombre d'électrons par unité de volume du plasma au
repos, supposé homogène.
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Calculer la densité d'électrons dans la tranche d'épaisseur dx + d,
puis la densité de charge totale (on pourra considérer que d est très
inférieur à dx).

111.1. b) En déduire le champ électrique agissant sur les
électrons.

Montrer que ceux-ci effectuent des oscillations sinusoïdales avec
la pulsation




up MFO
111.2. On étudie la propagation, dans la direction Ox, d'une onde

électromagnétique plane, progressive, sinusoïdale, polarisée rectiligne
ment, de pulsation W et de vecteur d'onde k. Le champ électrique est
dirigé suivant Oy et le champ magnétique suivant Oz.

(On supposera que la densité des particules chargées dans le
plasma est suffisamment faible pour que l'on puisse négliger le champ
électrique envisagé ci-dessus ( 111.1. b) vis-à-vis du champ électriquede l'onde.)




111.2. a) Justifier sommairement que l'on puisse négliger
l'action du champ magnétique B sur les électrons du plasma, vis-à-vis
de l'action du champ électrique E.

Dans toute la deuxième question (111.2), on considérera donc que
la seule force agissant sur les électrons est celle due au champ
électrique.




111.2. b) Montrer qu'en régime permanent la vitesse y des
électrons est liée au champ électrique E par la relation y =
où v et E* sont les grandeurs complexes associées à y et à E, et où

je
= (avec P = -1).

m w
Quel est alors le vecteur densité de courant j ? (On donnera l'expression de sa grandeur complexe associée j*).
En utilisant les équations de Maxwell relatives à un système de

charges et de courants dans le vide, établir la relation entre rot B*
et E*.

En considérant la relation analogue correspondant à la propaga
tion d'une onde électromagnétique dans un milieu diélectrique parfait,
montrer que l'on peut, formellement, considérer le milieu étudié comme
un diélectrique parfait de permittivité e que l'on exprimera en fonction
de e,,, ce,,, et w.

111.2. c) Toujours à l'aide des équations de Maxwell, trou
ver la relation entre k, w, c et w,. Tracer schématiquement la courbe
donnant k en fonction de w.

111.2. d) Dans quel domaine de pulsations, l'onde se
propage-t-elle sans atténuation?

Calculer alors la vitesse de phase et la vitesse de groupe.
Conclusion?
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111.2. e) Préciser la formulation mathématique de E et B
quand il y a atténuation.

111.3. On reprend l'étude de la propagation de l'onde précé
dente mais en supposant que les électrons sont soumis en plus à une
force de freinage proportionnelle à la vitesse : f = -ût mv, où a est
une constante positive. (On néglige encore l'action de B sur les
électrons.)




111.3. a) Etablir la relation liant, en régime permanent, les
quantités complexes y et E*.

En déduire, de la même façon qu'au § 111.2., que tout se passe
comme si l'onde se propageait dans un milieu de permittivité r
complexe dont on exprimera les parties réelles ere,, et imaginaire
Elm en fonction de w, cop, a et e..

111.3. b) Etablir la relation liant k et o.

On pose k = --. Calculer b dans les deux cas suivants
b

ç2 ' w2, : plasma à faibles pertes en basse fréquence;
u2 w2, w2 plasma à faibles pertes en haute fréquence.
111.4. Citer un exemple usuel de propagation d'onde dans un

plasma.




TROISIÈME PARTIE (sur 25 points)
IV. Dans l'effet Compton, un photon de longueur d'onde 2, entre

en collision élastique avec un électron libre initialement au repos. Le
photon est diffusé sous un angle D avec sa direction initiale et sa
longueur d'onde devient ?, tandis que l'électron se met en mouvement
dans une direction faisant un angle c.p avec la direction du photon
incident.




électr
I

u et u' sont deux vecteurs unitaires.

IV.l. a) Quelles sont les grandeurs conservées au cours de
la collision?

IV.l. b) Définir les quadrivecteurs impulsion -énergie du
photon et de l'électron avant et après la collision.

Quelle relation lie ces quadrivecteurs ?
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IVA. C) Etablir la relation qui lie X et O. Pour cela, on
pourra utiliser la relation précédente entre quadrivecteurs ou bien se
servir directement des lois de conservation énoncées au § IV.l. a).

Quelles sont les limites de X_),,? Quel type de photon est-il
nécessaire d'employer pour observer l'effet Compton ?

h
IV.2. On pose A = --. Calculer numériquement A.

m c
Exprimer le rapport de l'énergie cinétique de l'électron diffusé à

l'énergie cinétique du photon incident, en fonction de X, A et *.
Pour quel type de photons ce rapport devient-il notable?

IV.3. Montrer qu'il n'est pas possible que le photon soit absorbé
par l'électron, transférant ainsi son énergie à l'électron sous forme
d'énergie cinétique.

Ne devrait-on pas faire la même remarque à propos de l'effet
photoélectrique ?

IVA. Dans une expérience d'effet Compton, on fait interagir
le photon avec un atome possédant des électrons périphériques à faible
énergie de liaison (pour pouvoir leur appliquer le calcul précédent).
Si l'on vérifie bien, parmi les photons diffusés, la relation prévue
entre X et é, on observe néanmoins des photons diffusés dont la
longueur d'onde n'a pas varié.

Pouvez-vous donner une explication simple de ce phénomène?
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SOLUTION

Préliminaire.
La composition de physique du C.A.P.E.S. de Sciences phy-

siques de juin 1981 aborde quelques problèmes liés à l'émission
et à la propagation des ondes électromagnétiques. Les deux pre
mières parties envisagent deux sources de modification de la
longueur d'onde de l'onde émise par désexcitation atomique le
déplacement par effet isotopique dans la première partie, et
l'élargissement par effet Doppler dans la deuxième partie. La
troisième partie étudie la propagation des ondes électromagné
tiques dans les milieux ionisés (<c plasmas »). Enfin la quatrième
partie considère un exemple d'interaction entre les ondes électro
magnétiques et la matière, la diffusion Compton.

L'épreuve est assez progressive et le niveau correspond tout
à fait à ce que l'on peut exiger d'un professeur du second degré.
D'autre part, nous sommes très heureux de remarquer que la
longueur de l'épreuve est raisonnable. Nous avons trop souvent
déploré l'excessive longueur des énoncés des années précédentes
pour ne pas apprécier ce changement et nous espérons que ce
retour à la raison sera maintenu dans les années à venir.

Nous avons aussi apprécié la présence de questions de ré
flexion venant à la suite de questions de calcul. Certaines consti
tuaient même des remarques physiques judicieuses, qui pouvaient
permettre à des candidats réfléchis ou cultivés de s'affirmer;
en particulier la comparaison entre effet Compton et effet photo
électrique dans la quatrième partie.

Par comparaison, nous aurions aussi aimé quelques re
marques physiques supplémentaires dans la troisième partie, à
propos de la propagation des ondes dans les plasmas. Il aurait
par exemple été utile de faire préciser la forme complète de
l'onde en présence d'atténuation (u O) dans le cas des très
basses fréquences pour bien montrer que l'onde est à la fois
propagative et amortie (ce qui implique bien une certaine absorp
tion d'énergie par le plasma). Cette situation est alors physique
ment très différente au cas u = O où il y a une simple réflexion
de l'onde par le plasma, sans propagation dans le plasma (onde
évanescente).

Enfin, à propos du début du problème, nous rappelons encore
que les consignes officielles dans l'enseignement du second degré
conseillent de ne pas mentionner l'atome de Bohr qui pourrait
donner des idées fausses. Il n'est par conséquent pas judicieux
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d'en proposer le calcul (même pour l'hydrogène) pour la deuxième
année consécutive dans le problème de C.A.P.E.S. On comprendla tentation de l'auteur d'avoir fait ainsi calculer les niveaux de
l'hydrogène puisque c'est une façon d'obtenir le bon résultat
rapidement sans faire appel à la mécanique quantique, mais
alors il fallait compléter cette présentation par des questions
concernant la validité du modèle.

Ces remarques étant faites, nous tenons encore à soulignerles qualités essentielles de ce problème : son intérêt physique
indéniable et sa longueur raisonnable.

Dans la correction qui va suivre, les réponses correspondentà ce que l'on devrait attendre d'un bon candidat. Nous avons
relégué, sous forme de remarques comportant un filet vertical
sur le côté, quelques réflexions complémentaires qui n'étaient pasdemandées par l'énoncé mais qui nous semblaient intéressantes
pour la compréhension des phénomènes physiques abordés.

PREMIÈRE PARTIE

1.1. Appliquons la loi fondamentale de la dynamique à
un mouvement circulaire uniforme

m




v2 e2 2

4ir E,, r2

L'énergie mécanique totale vaut - m y2
2 4t0r

1 e2 1
ET-- = -Ec = -Er.2 4ire. r 2

Remarque.
Rappelons que la dernière égalité est un cas particulier du

théorème du Viriel qui lie énergie cinétique moyenne et énergie
potentielle moyenne sur une orbite.




/e2mr
Moment cinétique: J = mur J =

1.2. a) Le moment cinétique est quantifié sous la forme
J = n h où n est entier positif,
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h
h = - où h est la constante de Planck;

2c

e2mr 4tch2
on en déduit = n2 h2 ou r = X n2

4jte0 e2 tu

écrit r0 X n2, d'où

1 e' m
ET = -- X que l'on écrit

n2 2(4Jt E0)2 h2

1 -e4m
ET=--EO où -E0=

n2 2(4.tE0)2h2
est le niveau le plus bas.

Application numérique
r0 = 0,53 Â E,, = 13,6 eV.

1.2. b) hv = Einitiai - Ejinai.

/1 1
liv = E0(

\. n2-n12
hc n12 n22

E,, ni2 - n22

1.3. a) Appliquons les équations de la dynamique au sys
tème proton + électron en interaction, dans un référentiel gali
léen avec le repère suivant
- proton en r1,
- électron en r2 et u12 = r/r, vecteur unitaire de r2 ri = r de

module,




r = r2-r1
La force d'interaction est telle que

e2
= ______ = F (r)

4 c, r2
de sorte que

pour le proton




d2 r1
M = F(r)u12

dt2
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pour l'électron




d2 r2
ni = -F(r)u12.

dt2
* En faisant la somme, on obtient

cV
- (Mr1 + mr2) = O;
dt2




Mr, + mr2le centre d'inertie G étant défini par 0G = R =




M+m
l'équation signifie donc que le centre d'inertie est inertiel (pas de
forces extérieures au système proton-électron).

* En divisant chaque équation par M et m respectivement
puis en faisant la différence, on obtient

- (r2-r1) = -F (r) ( -+---- )u12dt2 \M m/
Mm

soit en appelant g = la masse réduite
M+m

d2 r e2
r

dt2 4jts0r3

ce qui représente le mouvement d'une particule fictive de masse t
située à l'extrémité de r (c'est-à-dire si on prend l'origine sur le
proton), donc prenant la place de l'électron et soumise à la force
d'interaction attraction coulombienne proton-électron. Cette
particule est souvent appelée particule relative.

Il s'en suit que les résultats obtenus en J, en considérant le
proton fixe, ne sont modifiés que par la substitution de ni par s.

L'énergie totale du système est l'énergie totale de la particule relative augmentée de l'énergie cinétique constante de trans

lation du système qui vaut - MG V2 où MG = M + ni et V est

la vitesse du centre d'inertie (théorème général des problèmesà deux corps).
1.3. b) ET étant alors proportionnel à la masse 'ji, et X

inversement proportionnel à ET, l'écart relatif des longueurs
d'onde correspondant à la même transition dans l'hydrogène et
dans le deutérium est donné par
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AH-AD - - HJ.D - -




U.D
Application numérique

Calcul de MD/M
m

1+-
D MD m+M MD M

ILu M11 m+M MH m MD
M M

MD m I1D A0d'où on tire - en fonction de - et de qui vaut -.
M M AD

Il vient




f
M ID -(AH-AD)M/m I

Avec les données numériques, on obtient MD/M = 1,995.

Remarque.




MD
La question est de préciser si on doit prendre - = 2 ou

M
si le dernier chiffre a une signification. Ceci nécessite de faire
le calcul d'erreur. En appelant x = MD/MI on obtient

f M\ M
dAD (1 +- )- dA0

dx dA0 \ ml m

X A0 M
ID-(Xn-AD)

m
Pour finir simplement le calcul remarquons que, d'après le

M X
calcul numérique précédent, ID-(,I11-ID) - -. En pas

m 2
M

sant aux erreurs, et en négligeant 1 devant
m

Ax AAH 2M MD 2M
-< X + X

A0 m A0 m
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Expérimentalement : SkH = AID = = 1 10-i A.

?0=1215A et x=2,
ce qui donne : Ax 1,2" 10_2.

Il n'est donc pas question de donner la moindre significa
tion aux 3 chiffres et la réponse doit être M0/M = 2,00 ± 0,01.

Cependant, des mesures précises utilisant les techniques
d'étude des particules de hautes énergies montre que MD n'est
pas égale à 2 M exactement. On trouvera ces données en Annexe.

11.1. a) Le spectre est caractérisé par la fonction (o)
telle que




1 r
F(t) = j 4) (ù» doe

\/--; J..
où F (t) est la fonction temporelle définissant l'amplitude de
l'onde à la source. La transformée inverse permet de calculer

1 C+
(w) = F (t) e- '' dt

1
en posant cos a). t = - (e 'o + »t)

2
a

= I [e(0-) t + e_i (()+t) t] dt
2fj J-i2

r sin (co0-.w)/2 sin (ü),, + ù» r/2
= I +

2/j l (wow)r/2 (w+o)/2
c1 (w) est donc la somme de deux fonctions identiques centrées
respectivement sur w et -w. Leur largeur est caractérisée par
la distance entre le maximum et le premier zéro donnée par

2x
Au) = - qui est très inférieur par hypothèse à w,.

Pour w -, 00




sin(w- w) Ti2
-*1

(w-w) Ti2
et




sin (w + o» r/2 - sin w0T

(w + w) TI2 (00 'r
où w'r»23t
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mais sin w'r est borné par 1 donc cette fonction est négligeable.
Il en est de même pour w - -w0 en échangeant le rôle des
deux fonctions. De plus, I (w) est paire, on ne l'étudiera donc que
dans le domaine w 0. Elle est représentée sur la fig. 1.

La mesure du spectre se fait par filtrage, par exemple par une
spectroscopie sur prisme ou sur réseau (ou encore une mesure
interférométrique de type Fabry-Perot). Ces méthodes permettent
de séparer spatialement, avec une résolution finie &o, les compo
santes du spectre, c'est-à-dire des bandes monochromatiques
d'intensité (w) 2 w centrées sur la fréquence w.

Remarque.
Rappelons que ceci découle d'une des propriétés essentielles

de la transformée de Fourier : f F (t)12 dt = f Ct' (w) 2 dw qui
traduit de l'énergie totale est égale à la somme des énergies des
composantes.




-




7F---------------------------------------------------------------------

t I
- - - - - - - - - - - -

47




w

11.1. b) La forme de la fonction (fig. 1) indique que
la largeur totale à mi-hauteur du pic principal est de l'ordre de

2t
la distance du maximum au premier zéro, soit : Aw = -.

JE
Ceci correspond aux abscisses w = w0 ± - pour lesquelles les

sin (w0 - w) /2 2 1
ordonnées valent = - au lieu de -.

(w0-w)'r/2 2
Pour obtenir exactement l'abscisse des points donnant 1/2 à la

sin u u
fonction, il faut résoudre l'équation sin u = - (où

u 2
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u = (u- w0) &12). Une résolution graphique est amplement suffi
sante (fig. 2).




O9




sinu

Fig. 2
Cela donne u '- 1,90 rad 109° et la largeur totale à mi

hauteur Au - 3,9 rad X 2/. On gardera cependant pour la facilité
de calculs Au = it x 2/s.

Soit la largeur en longueur d'onde correspondante
2t c

w
d'où




M = 231 C -
w2

4312 C
soit A') =

Par la relation de de Broglie, E = hv = hw donnant l'énergie
du photon d'une onde monochromatique de fréquence y, on
obtient l'incertitude AE = Mu correspondant à la largeur spec
trale Au.




AE X = h.

On retrouve ici un cas limite de la relation d'incertitude
de Heisenberg qui stipule qu'une fluctuation d'énergie AE dure

h
au moins un temps de l'ordre de - qui correspond ici à la

durée finie du train d'onde.
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11.2. a) D'après la statistique de Maxwell-Boltzmann,
la probabilité d'une particule de se trouver dans un état d'éner
gie E est




e_/1T




OÙ Z = etats e_1/CT.
z

Ici, pour un gaz monoatomique supposé parfait (sans interac
tion entre les atomes), l'énergie est purement cinétique

E =




2
l'état de la particule est défini par sa position x, y, z et son
moment Px, Py' Pz.

Dans l'espace des phases (x, y, z, Px, Py' Pz) un état occupe un
volume h3, donc dans le morceau d'espace des phases

dx dy dz dv dv dur,
1

il y a - dx dy dz dp dp dp états. La probabilité de trouver
h3

un atome dans cet intervalle de l'espace de phases est donc
1 m'

- - (v2 + v2 + v2) dx dy dz dp dp dp
e 2 kT




Zh3
et celle de le trouver avec une composante de vitesse v à dv près
s'obtient en sommant la précédente sur toutes les variables sauf
v (ou Px)




1 m' 1 ni'
_v2 1' .--(v2 +v2)

e 2 kT
X
dPxj

e 2 kT
'

dp dp dx dy dz

3'(v)dv =
1 ni' I ni'

1' -- - v2 1' --- (vi + vi) dp dp dx dy dz
h3
Je

2 kT
dxJe

2 kT
h3

par factorisation, la plupart des intégrales se simplifient et il
reste : 1 ni'

--- v2x
e 2 kT dv

i3'(v)dv =




1 m'

re-
_
2 kT dv
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en utilisant l'intégrale donnée dans le texte, c'est-à-dire en posant:

a = ---
-j- (v) dv =

'--;j;-
e
- _

V2XdVx.

11.2. b) Supposons que à l'instant t = O, l'émission
de l'atome situé en A passe par un maximum. A l'instant T, elle
passe par le maximum suivant. Mais à cet instant, l'atome a
parcouru la distance uT dans la direction y et se trouve en
B (fig. 3)




L




Fig. 3
le premier maximum parvient à l'observateur M à l'instant

D
t' = - et le deuxième à l'instant t" = T + Duc; l'intervalle

C




D1- D
de temps entre les 2 réceptions successives est T' = T +




Cet apparaît comme la période perçue par l'observateur.
Si D est très grand, D- D1 est équivalent à la projectionde AB sur Ox, soit u T cos = u. T (fig. 3),

/d'où : T' = T( 1
-c )

Tout le calcul est non relativiste, bien qu'il s'agisse de lumière,
mais on a évidemment admis que la vitesse de propagation de la
lumière est indépendante de la vitesse de la source. Par contre,
le temps a été pris identique dans tous les référentiels. Le
calcul relativiste exact mène au même résultat si u c puisque
le résultat exact qui tient compte que T est un intervalle de
temps dans le repère de l'émetteur et T' dans le repère du
récepteur est
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1 - v/c
T'=T




1 -v2/c2
2t

En posant w = et w0 = - dans le cas du problème
T' T

avec v ' c, on obtient

11.2. c) L'atome ayant émis dans son propre repère
une radiation de pulsation co alors qu'il a la vitesse y de compo
sante v, l'observateur perçoit la pulsation w donnée pré
cédemment.

A l'intervalle dv de vitesse suivant Ox de l'atome correspond
w0 du

un intervalle du = de pulsation pour l'observateur. La
C

probabilité pour que l'atome ait une composante v à dv près
étant S' (vi) dv donnée en 1.2. a), la probabilité pour que l'obser
vateur perçoive w à du près est la même, elle s'exprime en fonc
tion de w par P(w)dw = i'(v)dv, où

1 m' \2
/'j C2(

° '

P(œ)dw =
V m'

e 2 kT - du.

La fonction P (w) est proportionnelle à la densité d'intensité
(intensité par unité de pulsation) qui est le «spectre », soit

1 MI X.2-- (w-u0)2.I(w)c'c e 2 4jt2kT
C'est une gaussienne.

11.2. d) La largeur totale à mi-hauteur est donnée par
2 (w1- w0) où u1 est telle que

1 MI C2
-- (u1-w0) 1

e 2 kTw0

2o0 / 2kTLog2
soit : Au =

C m'
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AX= 2jc

4 it
/~2

kT
~Log

2

11.3. La largeur naturelle reprise de 11.1. b) en introdui
sant 1. vaut




X2
AX = -

soit numériquement : C '

AXnatareiie = 2,3 10 A

La largeur Doppler reprise de 11.2. d) s'écrit en introdui
sant À0, et M




2X0

~/

2kTNLog2AX =




c M

AI. Dopplor = 1,5 10-2 A

qui est beaucoup plus grande que la largeur naturelle qui, elle,
correspond à la durée de vie du niveau excité.

Remarque.
La largeur observée expérimentalement, même pour l'émis

sion laser est due à l'étalement des niveaux électroniques des
atomes de la vapeur gazeuse par interaction entre les atomes.
Cette interaction est d'autant plus grande que la pression est
élevée.




DEUXIÈME PARTIE
III.!. a)




(h,

Fig. 4 (X, t) (x+d)(,F)
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Considérons un « tube» de plasma de section latérale S
perpendiculaire à la direction Ox du déplacement (fig. 4). Au
repos, une tranche d'épaisseur dx contient dN = nSdx électrons.
A l'instant t, ces dN électrons se trouvent dans le volume hachuré:

dV=S[dx+(x+dx,t)-(x,t)]=Sdx[l+---(x,t)].
ix

A l'instant t, la densité d'électrons à l'abscisse x vaut donc
dN n

dv
1 + -(x, t)

ix

Comme le suggère l'énoncé, nous supposons - 1. Ii vient
ix

dN

dV ix
Se rappelant qu'il y a toujours une densité uniforme n de

charges positives + e, la densité de charges totale vaut donc à
l'abscisse x

(x, t) = ne- ne [1 - (x, t)] = ne (x, t).
ix ix

111.1. b) Le champ électrique est dû au déplacement
des charges négatives par rapport aux charges positives. Il est
en chaque point dirigé suivant Ox. Il est donné par l'équa-

tion div E = qui s'écrit ici




=- Q
?E 1




(XI t)
ix

(équation que l'on aurait pu retrouver en appliquant le théo
rème de Gauss à une tranche dx du tube de plasma).

Compte tenu de l'expression précédente pour (x, t), on
obtient




ne
-(x, t) = --(XI t).
ix 8 ix

Cette équation s'intègre immédiatement en remarquant que,
au repos ( = O), le champ est nul

ne
E(x,t) = - (XIt).
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La valeur algébrique suivant Ox de la force appliquée à un
électron à l'abscisse x à l'instant t vaut donc

ne2
f = -eE = ---.-

L'équation fondamentale de la dynamique appliquée à cet
électron donne




ne2




(X, 0 =
80 at2

soit




a2
- + (O2p = O.
at2

avec Op = '~ne1M F',

L'électron est affecté d'un mouvement sinusoïdal de pulsa
tion w,. L'amplitude et la phase de ce mouvement dépendentdes conditions initiales.

111.2. a) Le rapport du module de la force magné-

tique euB au module de la force électrique eE vaut -. Pour
E

une onde plane se propageant dans le vide - = c. Le rapport
B

V
vaut donc -. Si nous supposons que la vitesse de déplacementC
des électrons dans un plasma reste non-relativiste, nous pouvons
négliger la force magnétique devant la force électrique.

111.2. b) La notation E désigne dorénavant le champ
électrique de l'onde et non plus le champ dû au déplacement des
charges calculé précédemment que l'on néglige ici.

L'équation de la dynamique




a2
-eE = m -

at2
s'écrit, en notations complexes

-eE =
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soit




e




E.

La vitesse y = - est donnée, en notation complexe, par
at

v = i,ù) (à condition d'adopter la convention y = [yt e+i ot]).
Donc

le




E'.
moe

La densité de courant j = - n e y, vaut, en notation complexe:
n e2




r.
m (O

L'équation de Maxwell




/
rot B = iio t + Eo -

at
s'écrit en notation complexe sous la forme

rot B' = P(r+ioeE0E').
Utilisant l'expression de j' précédente, on obtient

/ ne2 \
rot B' = lwp.o( E0- )E'.\, m u2 I

Dans un milieu diélectrique de permittivité E, on aurait
rot B' = ioea0EE'.

En identifiant, on obtient l'expression de E
n e2

E = E0-




m 2
soit, compte tenu de l'expression de oe,

/ 2
E =

EoÇ
1- -

to

111.2. C) On rappelle que les équations de Maxwell que
l'on peut écrire sous la forme suivante

k'E' = 0



BULLE-FIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 159

_ikAB* = if LonE*
_ikAE* = _iwB*

entraînent k A (k A E') = (k" E*) k - k2 E*
= n2 E'

puis : k2 = Eu<, n2
Cette relation entre n et k est la relation de dispersion des

ondes électromagnétiques dans le milieu diélectrique de permit
tivité E. Ici E dépend de n et, compte tenu de la relation précé
dente, la relation de dispersion s'écrit

k2 = , 'O (w2 - w2)
soit encore




c2 k2 = w2-w2.

Pour les fréquences plus grandes que la fréquence de plasma,
cette équation admet une solution réelle en k donnée par la
courbe de la fig. 5.




Fig. 5
Pour n » n,, on retrouve l'équation de dispersion dans le

vide n = c k.
Pour les fréquences plus faibles que la fréquence de plasma,

l'équation n'admet qu'une solution imaginaire pure en k, ce qui
correspond à un champ électrique qui s'amortit (onde «éva
nescente ») sur une certaine distance [voir 111.2. e)]. La fré
quence de plasma constitue donc une fréquence de coupure au
dessous de laquelle les ondes électromagnétiques ne peuvent pas
se propager sur de longues distances dans le plasma.

111.2. d) Pour n > w,, l'onde se propage sans atténua
tion. Le plasma constitue un milieu dispersif pour la propagation
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de l'onde. La vitesse de groupe vg et la vitesse de phase u9 sont
données par

Vg = = ,,/r17jwpçz; I, =
(O

=
C

dk k

VI
l_(

,

w )2
On remarque que y9 0g = C2.
La vitesse de groupe vg qui représente la vitesse de propaga

tion de l'énergie est toujours inférieure à la vitesse de la lumière.
111.2. e) E et B sont en général de la forme

E = Eoexpi((Ut-kx).
Pour W <,top, k est imaginaire pur, k = ik", ce qui conduit à:

E = E0expiotexpk"x
avec




k" = ± -_ .~1,2.

Le choix du signe est ici un problème délicat. Lorsqu'une
onde se propage en s'amortissant, le choix du signe est fixé par
le fait que l'onde doit s'atténuer dans le sens de propagation
(c'est-à-dire k" < O si le sens de propagation est vers les x posi
tifs). Or, ici il n'y a pas de propagation (la partie réelle de k est
strictement nulle). Le choix dépend des conditions aux limites.
Dans le cas simple d'une surface de séparation vide-plasma indé
finie perpendiculaire à Ox où une onde incidente se propage dans
le vide vers les x positifs, il y a réflexion totale de l'onde dans
le vide et les conditions aux limites imposent que dans le plasma,
le champ électrique soit de la forme




f x
E = E0 exp (i wt) exp (

8X
avec

C

Sur une longueur 8, les amplitudes de E et B sont divisées
par un facteur e.

III. 3. a) L'équation de la dynamique écrite en 111.2. b)
est remplacée par
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--*

-eE-----um - = m
at

Soit
_eE*_uznv* = iwmv°

je
v= E.

m(w-iu)

En reprenant le raisonnement de 111,2° b), on obtient
in e2




E°
m (w- j'u)

puis
n e2 /

=E0(l-W2
p

m û (i. - j u) w (w- ia)
Soit en distinguant partie réelle . et partie imaginaire
o tm de i.




w2 u
= 1- im 1

0)2p
w2 +,ûL2 w (.w2 + u2)

111.3. b) On a encore k2 = tpw2, soit

'O)
c2 k2 = w2 - w2

w-i u
Dans le cas d'un plasma à faibles pertes en basse fréquence,

c'est-à-dire pour w ° u w, on développera l'expression précé
dente de la façon suivante

w2 ,w w 1
c2k2---i, l-z- + + w2

ÛL L u j

Cù2p £0 w nu
c2k2-°-i l-t- + + t

u u

on remarque bien que
w wa
-l et -°1.
u 02p
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On aura donc
1-i r 1 (I) 1 ou

ck'- o, _ 1-----i-+ +-i-+
2 u 2

Soit




Dans ce cas, la longueur de pénétration varie comme l'inverse
de la racine carrée de la fréquence

Cependant, il ne s'agit pas d'une onde évanescente cette fois.
La présence d'un terme de frottement non nul (u O) entraîne
l'existence d'une propagation amortie dans le plasma. L'onde est
de la forme




X
E = E0exp--expi(wt--k'x)

8
avec




1 r2 u7, /k = - = - -
8 2 u

(le choix du signe pour k" ne pose cette fois aucun problème).

Il y a donc absorption partielle de l'onde par le plasma. L'ab-
sorption est d'autant plus importante que u est grand.

Remarque.




n e2
Dans cette limite de basse fréquence, on a j = E; on

in u
peut donc exprimer la conductivité du métal en fonction de t

n e2
par : = . On obtient alors

mu




_ I-i---
8=- =

(Or, muo
on retrouve l'expression de la «profondeur de peau».

Dans le cas d'un plasma à faibles pertes en très hautes fré-
quences, c'est-à-dire pour u u1, w, on développera de la façon
suivante

r i u. r w27, j u w21,e2 k2 w2 - 2p 1 +- + '- 2 1--- +
L w J L w2 w3
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r 1 &, u,(02
ckcwI1______ +

2 w2 2&
2cw2

8=
«,(02P

la pénétration augmente comme le carré de la fréquence.

Remarque.
Pour bien comprendre la différence entre les deux cas limites

précédents, il peut être utile de comparer la longueur de péné-
C

tration à la longueur d'onde dans le vide : ,, = 2 t -.
Q)

- Dans le premier cas, on a

=
r2

= 1,
X,. 2 w, V w 2 jt O)p

le milieu est « opaque » à très basse fréquence.
8 1 /\2w- Dans le deuxième cas, on a- = -( -) - » 1,

x \w/
le milieu est « transparent » à très haute fréquence.

111.4. Nous donnons ici deux exemples typiques
- La propagation des ondes dans l'ionosphère. L'ionosphère

(située entre 200 et 400 km d'altitude) est constituée de molé
cules d'air (N2 + 03) ionisés. Cette ionisation est due à l'effet
de la lumière ultraviolette émise par le soleil. La densité élec
tronique de ce plasma est donc plus forte pendant le jour où
elle vaut à peu près 1012 à 1013 rn-3. La fréquence de plasma
correspondante, estimée au moyen de la formule établie en
III. 1. b) vaut alors 10 à 30 MHz. Les ondes électromagnétiquesde fréquences inférieures, telles que les ondes radio usuelles,
ne peuvent donc se propager dans l'ionosphère. Les ondes
radio émises depuis la surface de la Terre sont réfléchies par
l'ionosphère et renvoyées vers la Terre. Cette propriété est
utilisée pour la communication entre bateaux pour qui l'onde
directe serait gênée par la rotondité de la Terre. Cela expliqueaussi pourquoi on utilise des fréquences plus élevées que w,
telles les ondes décimétriques (ondes radar), pour communi
quer avec des satellites situés au-dessus de l'ionosphère.

- La propagation des ondes dans un métal. Un métal est consti
tué d'électrons libres et d'autant d'ions positifs fixes. Le métal
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constitue donc un plasma dont la densité électronique vaut de
l'ordre de 1028 m-3. La fréquence du plasma est de l'ordre de
1016 Hz. Pour toutes les fréquences inférieures, en particulier
pour toutes les ondes visibles, le métal sera réfléchissant (éclat
métallique) alors que pour les fréquences supérieures, ultra
violet lointain et rayons X, le métal devient transparent (voir
le tableau en Annexe).

Remarque.
Le raisonnement précédent n'est valable que s'il y a peu de

pertes, c'est-à-dire si « w,,. C'est le cas des bons métaux où la
conductivité est forte. Par exemple pour l'argent u 1013 Hz.
Dans le cas du graphite, qui est un mauvais conducteur, o et a
sont de même ordre de grandeur 1016 Hz). Il y a alors un
important domaine de fréquence, comprenant le visible, où le
milieu est bien absorbant. Ceci explique, en première approxima
tion, pourquoi le graphite ne possède pas l'éclat métallique.

TROISIÈME PARTIE
.
U47

C

-i




2-u-

Fig. 6
IV.l. a) En considérant le système (électron + pho

ton) avant et après le choc, les grandeurs conservées sont
- l'énergie totale,
- la quantité de mouvement vectorielle totale.

On se rappelle que pour un électron dont le module de la
quantité de mouvementvaut p, l'énergie totale est donnée par

E \/m2c4+p2c2.
Remarque.
Il est intéressant de remarquer que cette équation entraîne

la relation de dispersion suivante pour les ondes associées, en
utilisant E = kw, p = hk




m2C4
c2 k2 =

w2h2
Cette relation a la même forme que l'équation de dispersion des
ondes électromagnétiques dans un plasma, établie en 111.2. c).
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Avant le choc, l'électron est au repos (p = O) et son énergie
est sa seule énergie de masse mc2, après le choc son énergie
vaut S,! in2 -J- p2 c2 où p désigne le module de sa quantité de
mouvement après le choc.

D'autre part, on rappelle que pour un photon, de masse au
repos nulle, l'expression précédente se réduit à E = pc. L'éner
gie du photon étant liée à la fréquence de l'onde associée par
E = hw = hv où y = 2 /X, l'énergie et le module de la quan-

hv0
tité de mouvement du photon sont hv0, avant le choc,

C
hv

hv, - après le choc.
C

Les lois de conservation se traduisent donc par les équations
suivantes
- pour l'énergie

m c2 + 12V0 - t,/rn2C4+p2C2+hv (1)
- pour la quantité de mouvement

hv0 hv
u' = - u + p.

c2 c
En 'aidant de la fig. 6 et en projetant cette expression

vectorielle sur un axe perpendiculaire à u et u', on démontre que p
est dans le plan défini par u et u'. En projetant sur u', on trouve:

hv0 hv
= - cos + p cos cc. (2)C C

En projetant sur un axe perpendiculaire à u' dans le plan u, u',
on trouve

hv
O = - sin +psincp. (3)

C
Cette dernière relation algébrique montre que ç et sont de
signes contraires.

IV. 1. b) Le quadrivecteur impulsion - énergie noté
p




est donné pour l'électron et le photon respective-

ment avant et après le choc par
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hv0

=
[i::1

Qh,o =

[:i]

1 Qph Ch[. z/m2c2+p2 J

Les équations de conservation s'expriment par la relation
entre quadrivecteur

Qe,o + Qph, o = Qe + °ph-
D'autres relations équivalentes peuvent être également obte

nues en faisant passer tout ou partie d'un membre dans l'autre.
Par exemple : Qe = Qe, o + Qpk, o - Qph-
A chaque relation entre quadrivecteurs, on peut associer

l'expression d'un invariant en écrivant que le carré de la norme
du premier membre est égal au carré de la norme du second
membre, ainsi pour la dernière relation écrite, on obtient

[hv hv0

12_
1 h 12-m2c2 = -u--u' inc + -(v0--v) (4)

Lc c 1 c J
IV. 1. c) En éliminant p entre (2) et (3), on obtient

h2v h2v2 2 h2vv0
p2= + - Cos.

c2 C2 c2
On élimine p en reportant cette expression dans (1)
M2 C4 + h2v20 + h2v2 -2h2vv0cos = Ih(v0-v)+ mc2J2

soit:




h2v0v(1-cos'fr) = hmc2(v0
On remarque que cette expression aurait pu être obtenue

directement à partir de (4). Passant aux longueurs d'ondes ? = clv,
= dy0, on obtient

h
= - (1-cosi)

in c

équation que l'on écrit sous la forme

= A(1-cosfr)
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h
avec A = - (longueur d'onde de Compton).in c

-1,, varie entre O pour * = O et
2h

2 A = pour * =
in C

(rétrodiffusion du photon).
On observera effectivement l'effet Compton si la variation

de longueur d'onde ? - '? est une fraction « mesurable » de la
longueur d'onde du photon incident X, c'est-à-dire si

-?o
soit pour

A

E
En prenant pour une valeur « raisonnable>' 10-2 ou 1O- et

pour .A la valeur numérique de la question suivante ('-j 5 10-12 m),on observera l'effet Compton pour
5 à 50 A.

Ce domaine comprend les rayons X ainsi, évidemment, queles rayonnements plus énergétiques tels les rayons 'Y (voir le
tableau d'ordres de grandeurs donné à la fin de ce corrigé).

h
IV. 2. A = = 2,42 10-'2m = 0,0242 A

in c
cette longueur d'onde se situe entre le domaine des rayons X
(? - 5 A) et celui des rayons 'y (i '- 10 m)..

L'énergie cinétique de l'électron diffusé E est donnée par
E,, = Vm2c4 + p2c2 - in c2

soit, compte tenu de la conservation de l'énergie [équation (1)]
[1 11 1 o

E,, = h(v,,-v) = hc ---i = liv,, l --
I'?,, ?J L

En tirant 'X de l'expression 'i -1. = A (1 - cos *), on obtient
E,, A(1-cos*)

liv. +A(1-cos*)
Ce rapport devient notable pour ?,, . A c'est-à-dire pour les photons y. Pour les rayons X ce rapport reste faible, de l'ordre du
pour cent.
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IV.3. S'il était possible que le photon soit complètement
absorbé par l'électron, les équations de conservation s'écriraient

hv0 + ni = + p2 c2

hv0
C

ce système est incompatible. Il est donc nécessaire qu'il y ait
au moins un photon réémis.

Remarque.
On peut retrouver ce résultat sans calcul en considérant un

observateur au repos par rapport à l'électron après le choc. Pour
cet observateur, le photon a perdu de l'énergie puisqu'il a été
absorbé, l'électron ne peut également avoir perdu que de l'énergie
cinétique puisqu'il est maintenant au repos. Le système électron
photon a donc, pour cet observateur, perdu de l'énergie au cours
du choc, ce qui est contraire au principe de conservation de
l'énergie. Ce raisonnement ne tient que parce que l'électron n'a
pas changé de « nature ». On pourrait envisager une absorption
simultanée de l'électron et du photon avec création d'une autre
particule.

Dans le cas de l'effet photoélectrique, le raisonnement est dif
férent car, l'électron avant le choc, n'est pas un électron libre,
mais un électron lié tel un électron d'un métal par exemple.
Même si l'on peut toujours négliger son énergie cinétique avant
le choc, on ne peut, par contre, négliger son énergie potentielle
de liaison négative -W., qui peut être grande en valeur absolue.
La conservation d'énergie s'écrit alors:

1-iv, + ni - W0 = 'V ni2 c4 + p2 c2.
D'autre part, l'équation de conservation du moment cinétique,

telle qu'elle a été écrite précédemment, n'a plus aucun sens ici
car il faudrait tenir compte des forces internes au système métal
lique, c'est-à-dire de la qualité de mouvement de l'électron dans
le métal. En fait, dans l'effet photoélectrique, les vitesses d'élec
trons arrachés au métal ont a priori toutes les directions pos
sibles (seuls les électrons ayant leurs vitesses dans la direction
du champ électrique appliqué sont alors accélérés vers l'anode).

IV.4. Lorsqu'on réalise une expérience d'effet Compton en
faisant interagir les photons d'un rayonnement électromagnétique
avec les électrons faiblement liés d'un atome on observera, en plus
de l'effet Compton, un phénomène de diffusion directe, sans chan
gement de longueur d'onde, la diffusion «Rayleigh », que l'on peut
expliquer «classiquement> de la façon suivante : l'électron, sou
mis au champ électrique de l'onde se met à osciller à la fréquence
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de l'onde incidente, et tel une petite antenne il va diffuser, dans
toutes les directions, une onde électromagnétique de même fré
quence. Si les électrons sont liés à des atomes répartis de façon
périodique dans l'espace, c'est-à-dire si l'expérience est réalisée
sur les électrons faiblement liés d'un solide cristallin, il y a lieu
de tenir compte de la cohérence de phase entre les ondes dif
fusées par les électrons liés à chaque atome. La diffusion Rayleigh
donne alors lieu à un phénomène de diffusion sélective dans l'es
pace, ou diffraction, pour lequel l'intensité réémise est maximum
dans certaines directions privilégiées par simple effet d'inter
férence constructive entre les ondes diffusées par les différents
atomes. Lorsqu'on réalise une expérience de diffraction des
rayons X par les cristaux, c'est en général ce phénomène que l'on
désire mettre en évidence. La diffusion Compton devient alors un
phénomène parasite qui contribue au fond continu sur lequel se
détachent les pics de diffraction.

ANNEXE I
Données concernant les masses du proton, du neutron

et du noyau de deutérium (deutéron)
Les unités généralement utilisées sont

- soit l'unité de masse atomique (u. m. a) qui vaut 1/12e
exactement de la masse de l'atome de carbone 12, soit
1,66042. 10-27 kg;

- soit les multiples de l'électron-volt correspondant à l'énergie
de masse m c2 (1 MeV = 10+6 eV; I GeV = 10+ eV);
masse du proton m = 1,007275 u. m. a.,

= 0,9382 GeV,
masse du neutron m = 1,008600 u. m. a.,

= 0,9395 GeV,
masse du deutéron MD = 2,0130 u. m. a.,

M0
d'où = 1,9985.

Remarquons que
- rn,,> n1, ce qui correspond au fait que le neutron se désintègre

spontanément en proton + électron,
- MD < m + m, ce qui est dû à l'énergie de liaison proton

neutron qui est négative puisque le deutéron est un état lié.
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ANNEXE II

Tableau donnant des ordres de grandeur utiles
concernant le rayonnement électromagnétique

-510-10 -510-7 - 10-2 1O
(m) (Fermi) (5 Angström) (0,5 microns) (cm) (km)

rayonnement y X UV, visible, ondes ondes
JR centi- radio

métriques

y (Hz) 3 " 1023 - 1018 1015 3 1010 3 10-5 basses
fréquences

E(eV) GeV 5keV 5eV 10-4eV 10-9eV

R. JULLIEN, A.-M. QUITTET.
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CAPES

SESSION DE 1981

Option physique et chimie
COMPOSITION DE CHIMIE

(Durée : 4 heures)

Le sujet proposé comprend quatre parties totalement indépen
dantes. Les valeurs numériques nécessaires sont rassemblées dans un
tableau préliminaire.

Aucun long développement n'est demandé. Il est conseillé de
répondre de façon concise aux questions posées.

Les valeurs numériques seront données avec une précision compa
tible avec la validité des hypothèses menant à ces données.

DONNÉES NUMÉRIQUES
Distances interatomiques C - C dans le graphite = 1,42 A,

C-C dans le diamant = 1,54 A.
Distances entre plans d'empilement dans le graphite = 3,355 A.
Abondances relatives des éléments : 12C : 0,98892; 13C : 0,01108,

1H : 0,99984; 2H 0,00016.
Référence des masses atomiques 12C = 12,0000.
Période radioactive du carbone 14 5 568 ans.
Données thermodynamiques R = 8,314 JK-1. mol-1.

Ho (kJ. mol-') So (JK-'. mol-l)
C (graphite) ......................................0,00 5,696
C (diamant) 1,90 2,427
CO 110,57 197,95
CO2 -393,65 213,71
02 0,00 205,10
H2 0,00 130,63
H20 (gaz) ..................................-241,92 188,77
CH, .............................- 74,88 186,25
C2H4 52,49 219,53
C2H6 - 84,71 229,57

Constante d'équilibre de dissolution du dioxyde de carbone dans l'eau
k = 4,3 10-r mol. Pa-1.
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Produits de solubilité : P5 (CaCO3) = 10-83 M012.1-2.
Constantes d'acidité

a) Du dioxyde de carbone (CO2aq/HCO3-) pk1 = 6,35,
(HCO3-/C032-) pk2 = 10,2.

b) De l'acide Ethylène Diamine Tétra Acétique (en abrégé
E.D.T.A. noté H4Y)

(H4Y/H3Y-) pic, = 2,0,
(H3Y-/H2Y2-) pic2 = 2,7,
(H3Y2-/HY3--) pic3 = 6,2,
(HY-/Y- pic4 = 10,3.

Constantes de stabilité des complexes
Ca2-'- + y- ± CaY2- K = loll mol-1.l- ca
Mg2+ + Y- MgY2- KSMS = 108,7 mol-1. 1.

A. GÉNÉRALITÉS SUR LE CARBONE ET SES COMPOSÉS (sur 23 points)
1. D'après l'état électronique fondamental du carbone, quelle (s)

valence (s) peut-on prévoir pour le carbone dans la plupart de ses
composés?

Justifier la formation d'une molécule stable CH4, alors que le
carbène CH2 n'est pas stable.

2. Faire un schéma montrant clairement l'empilement des atomes
dans le graphite. Justifier cette structure. Quelles propriétés intéres
santes du graphite utilise-t-on industriellement ?

3. Calculer la masse volumique du graphite (on prendra C = 12,00
pour cette question)'. Pourquoi peut-on avoir des écarts notables selon
les échantillons ? Préciser la préparation industrielle du graphite.

4. a) Décrire la maille du carbone diamant. Quelle propriété du
carbone est mise en évidence dans cette structure ?

Citer des corps purs cristallisant dans le même système cristallo
graphique que celui du diamant.

Quelle remarque peut-on faire sur ces composés ?
b) Etudier et comparer, sommairement, la conduction élec

trique du silicium et du carbone. Application?
5. a) Définir et calculer la masse atomique relative Ar de l'élé

ment carbone.
b) En négligeant l'isotopie de l'hydrogène (le justifier), quelles

sont les abondances relatives des molécules possibles pour l'éthane?
e) Exercice : datation au carbone 14.

Un échantillon de carbone fossile est brûlé totalement en dioxyde
de carbone.

Un compteur de désintégration de volume 1,7 litre est rempli sous
la pression de 2 atm à 298 K.
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Le dioxyde de carbone de l'atmosphère contient du carbone 14
obtenu par action des rayons cosmiques sur l'azote atmosphérique,
les végétaux et animaux vivants sont en équilibre isotopique avec
l'atmosphère et on admet que la proportion de présente dans
l'atmosphère est constante depuis au moins cent mille ans. Le compteur
rempli avec un échantillon de carbone récent (moins d'un an) donne
46 800 désintégrations pour un comptage durant vingt-quatre heures.
Avec un échantillon fossile, le même compteur donne 7 550 désintégra
tions pour vingt-quatre heures.

ci) Ecrire la réaction d'émission (3- par le carbone 14.
(3) En admettant que toutes les désintégrations sont comp

tées et que le bruit de fond est négligeable, calculer l'âge de
l'échantillon.

y) Le bruit de fond correspond en moyenne à 1,8 désinté
gration par minute. Corriger l'âge de l'échantillon. Quelles sont les
causes du bruit de fond?

b) De quelle masse de carbone fossile doit-on disposer pour
remplir le compteur ?

6. Décrire et justifier la structure des espèces chimiques C02;
CH4; H2CO; CH1-; CH3+; CH2CI2; H CO NH2.

7. En quoi la théorie électronique d'hybridation et de couplage des
orbitales permet-elle d'expliquer la géométrie des molécules d'éthylène
et d'acétylène ?

B. STABILITÉ THERMODYNAMIQUE DES COMPOSÉS DU CARBONE (sur 23 points)
1. a) Calculer l'enthalpie molaire de combustion du carbone

diamant.
b) Quelle est la variété de carbone stable à 298 K, sous I atm?

Justifier l'état de référence du carbone solide choisi dans le tableau
de valeurs numériques.

Peut-il exister à 298 K une infime fraction de diamant EN ÉQUILIBRE
avec le carbone graphite?

c) Le volume molaire du diamant est V1 = 5,31 103- m3. MOI-1.
Le volume molaire du graphite est Vd = 3,416" 10-i m3. MOI-1.

Sous quelle pression minimale doit-on opérer à 298 K pour rendre
possible la formation du carbone diamant ?

d) Dans quelles conditions devra-t-on opérer pratiquement pour
obtenir du carbone diamant synthétique?

Le carbone diamant existe et est apparemment stable pourquoi ?
La préparation du carbone diamant présente-t-elle un intérêt ?

2. Préparation du gaz de synthèse (mélange en proportions variables
de monoxyde de carbone et d'hydrogène)

a) On considère la réaction qui, à partir de méthane et d'eau,
permet la préparation d'un mélange de synthèse.

cc) On admet que pour cette réaction AGO = A + BT, où
A et B sont des constantes.
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Quelles hypothèses doit-on faire pour obtenir une telle formule?
Calculez A et B.

3) Définir et calculer la température d'inversion de l'équi
libre chimique envisagé. Commenter cette définition et la valeur numé
rique trouvée.

?) La réaction est effectuée avec un mélange initial équi
molaire de méthane et d'eau, maintenu à 1100 K sous P = 1 atm.
Déterminer la composition du mélange à l'équilibre. Dans quelles condi
tions devra-t-on se placer pratiquement pour préparer le mélange de
monoxyde de carbone et d'hydrogène, mélange exempt de méthane et
d'eau?




b) En supposant les variations d'enthalpie et d'entropie indé
pendantes de T, tracer sommairement le diagramme d'Ellingham [c'est
à-dire tracer la courbe AGo (T) 1(T)] pour les couples CO/C et
H20/H2. En déduire les conditions de conversion du carbone en mélange
de synthèse.

Calculer iH° pour la réaction C + H» ± CO + 112.
La réaction se réalise en faisant passer un mélange gazeux d'air

et d'eau sur du coke porté au rouge. Quelles proportions en volumes
d'air et d'eau doit-on admettre dans le réacteur pour que la tempéra
ture du coke reste constante?

(On admettra qu'à la température considérée, la réaction
CO2 + C ± 2 CO

est totale. La composition de l'air sera assimilée à 02 + 4 N2.)
c) On se propose, à partir du mélange de synthèse, de préparer

u) Du méthanol;
) Un hydrocarbure CH2 n+2 ou un mélange d'hydrocar

bures. Ecrire la réaction générale correspondante.
Indiquer le catalyseur.
Préciser une étape très probable de la catalyse faisant intervenir

les propriétés complexantes » du monoxyde de carbone.
y) Peut-on obtenir sélectivement du méthane?

C. ETUDE DES SOLUTIONS AQUEUSES
DES COMPOSES OXYGÉNÉS DU CARBONE (sur 14 points)

1. Une eau distillée se sature en dioxyde de carbone au cours de la
distillation. L'air ambiant est supposé contenir une fraction molaire
5 .10-4 en dioxyde de carbone.

a) Calculer la concentration molaire volumique en CO2 dissous
(on prendra 1 atm = 105 Pa).

b) Calculer le pH de la solution à 0,1 unité pH près. Justifier
les approximations si nécessaire.

b) Quelle concentration molaire en ions calcium doit-on réaliser
dans cette eau distillée pour qu'il y ait précipitation du carbonate de
calcium?

Comment pourrait-on obtenir ce précipité?
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Comment le redissoudre?
2. Les eaux naturelles contiennent des ions alcalinoterreux, princi

palement calcium et magnésium en proportions variables.
a) Pourquoi appelle-t-on dures les eaux contenant une quantité importante de ces ions ? Quelle méthode de dosage est alors

applicable?
b) Une méthode de dosage utilise FE.D.T.A. (H4Y) en présenced'un indicateur coloré en milieu tampon pH = 10.

u) Quelle est la formule de l'E.D.T.A.? Sous quelle formeest-il complexant ?
Les ions calcium et magnésium ne donnent pas de complexe avecles ions acétate ou avec l'ammoniac, expliquer pourquoi les complexesde ces deux ions avec FE.D.T.A. sont stables. Justifier l'emploi dumilieu tamponné pH = 10.

) Dans le milieu de dosage, FE.D.T.A. est ajouté sous forme
de son sel disodique Na21-12Y. Ecrire les réactions de complexation.

Justifier sans calculs le fait que les réactions sont quasi totales.
?) L'indicateur coloré (Noir d'Eriochi-ome) est bleu à

pH = 10, il donne des complexes rouges avec le calcium et le magnésium, moins stables que les complexes Ca V- et Mg V-.
En déduire le mode opératoire du dosage.
250 cm3 d'une eau minérale sont dosés par 1'E.D.T.A. à 0,05 M. Le

virage de l'indicateur est obtenu pour un volume V = 16 cm3 d'E.D.T.A.
Le degré hydrotimétrique d'une eau dure est égal à dix mille foisla molarité totale (Ca2+) + (Mg2+). Le procédé utilisé ici dose indistinctement les ions Ca2+ et Mg2+.
Quel est le degré hydrotimétrique de l'eau minérale considérée?
3. Définir la réaction de saponification. Proposer un mécanisme.
Justifier les propriétés tensioactives des savons d'après leur for

mule chimique générale.
On remplace actuellement les savons par des détergents comme le

paradodécylsulfonate de sodium C12HH - C6H4 - SO3- Na+.
Le mélange d'hydrocarbures (C6H5 - C12H25) étant fourni par la

pétrochimie, indiquer une méthode d'obtention du détergent. Justifier
l'obtention de différents isomères sulfonés, et leur abondance respective.

D. LA CHIMIE ORGANIQUE INDUSTRIELLE (sur 20 points)
1. La distillation des pétroles fournit des «coupes)> de distillation

qui ne correspondent pas aux besoins des utilisateurs.
Décrire les principales réactions industrielles de transformation

d'hydrocarbures. Quelle est leur utilité?
Quelles réactions interviennent ? Préciser les conditions expérimentales.
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En supposant AH° (T) = .\Ho (298) et AS0 (T) = iS0 (298), cal
culer la variation de l'enthalpie libre de la réaction

(1)
C2H4 + H2 :± C2H6.(2)

Calculer la température d'inversion de cet équilibre. Quelles condi
tions devra-t-on imposer pour préparer de l'éthylène?

Généraliser cette préparation à d'autres hydrocarbures.
3. On se propose d'utiliser l'éthylène préparé pour obtenir d'impor

tants produits industriels. Préciser les réactions et nommer les corps
purs X, Y, Z, U, V obtenus ci-après

Cl2 -HC1
a) CH2=CH2-.-X )Y.

AT
En pratique, cette réaction peut être réalisée dans les conditions

suivantes




1 catalyseur
CH2 = CH2 + - 02 + 2 HC1 Y + H20

2
Quels avantages présente cette méthode? Quel équilibre de la

chimie minérale fait-elle indirectement intervenir?
benzène Ni

b) CH2 = CH2 . Z Styrène.
H+ JJoC

Dans quelles conditions obtient-on sélectivement le produit Z mono
substitué ?




1 A920 HCN AT
e) CH2 = CH2 +- 02 > U . VI---->2

4. Le passage de CH2OH-CH2-C N à CH2 = CH -C02-CH3
est réalisé en faisant agir simultanément de l'acide sulfurique et du
méthanol à chaud sur l'hydroxy 3 « propionitrile a.

Expliquer les différentes réactions qui se produisent dans le milieu
réactionnel.

5. Quels sont les utilisations du chlorure de vinyle, du styrène, de
l'acrylonitrile, du méthyl acrylate de méthyle?

6. L'oxydation du paraxylène conduit à l'acide paraphtalique. Quelle
réaction donnera-t-il avec le glycol? Pourquoi ajoute-t-on un peu de
glycérol ?

7. Donner les formules et dénommer des produits A, B,... H effec
tivement obtenus dans les réactions suivantes (les lettres A, B, ... H ne
sont données qu'à titre indicatif et peuvent désigner le même corps
par exemple, E et C...)

HCN H2
Butadiène A --- B

Ni
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1130+, 1500C B, 2700C
A -C nylon 6-6

H2, Pd HNO3 cone. NH3 H2
Phénol -. D - E > F -- G

100°C AT

SOC',
E

H + G -' nylon 6-6.
Qu'appelle-t-on nylon 6? Comment est-il obtenu?
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SOLUTION

A. GÉNÉRALITÉS SUR LE CARBONE ET SES COMPOSÉS (sur 23 points)

1. La structure électronique du carbone dans son état fonda
mental est

i s2 2s2 2p2 ou EllIil 111 ItIti I
Il pourrait donc être divalent (comme dans CO). Cependant, la
plupart de ses composés sont tétravalents, ce qui s'explique par
l'intervention d'un état excité

1 2 2 2 2 P1,, 2 ply2 Ptz
Cette valence 4 est privilégiée, car la formation de 4 liaisons

(par exemple C-H dans le méthane) stabilise la molécule (par
rapport au carbène et par rapport à l'état excité). Le méthane
sera donc plus stable que le carbène.




IO% W.i ......................................................................

C -t2 #2.M u_,$5 -3

-




Fig. 1

2. Dans le graphite, lé carbone est en hybridation sp2, condui
sant à une disposition hexagonale des atomes. L'électron p non
hybridé appartient à un système d'électrons libres.

L'empilement correspond à une alternance de plans (sé
quence A B A B...), le plan B étant décalé du côté de l'hexagone



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 179

I OO.2C

(R)
C

Fig. 2

Remarque.
Il existerait une autre structure du graphite, dans laquelle il

y aurait 3 types de plans (séquence A B C A B C...).

c cC 'Z c.,Xe 2
C) Cc)
Fig. 3

Les propriétés intéressantes du graphite liées à sa structure
sont la conduction électrique, la faible dureté et les clivages pos
sibles. Il faut rappeler, de plus, que c'est un ralentisseur de
neutrons.

3. Dans le prisme de hauteur 2 c, il y a l'équivalent de
4 atomes
- 12 aux sommets comptant pour 1/6e chacun;
- 3 sur les arêtes comptant pour 1/3 chacun;
- 1 au centre.
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Le volume du prisme est u = 3 3 a2 c. La masse volumique
sera donc




4M




2270 kg. M-3.
NV

Remarques.
- Quelle que soit la structure envisagée (plans non décalés,,

décalage ABA, décalage ABCAB), la masse volumique obtenue est
la même.
- L'énoncé ne donnait pas la valeur du nombre d'Avogadro,

mais tout futur enseignant doit en connaître la valeur, même
approximative.

Les écarts entre les masses volumiques de divers échantil
lons sont dus soit à del inclusions (de gaz par exemple), soit à
des défauts d'empilement.

On prépare le graphite en chauffant, d'abord, un mélange de
coke et de brais vers 1 2001C, sous une pression de 200 à
1 500 atm.; il y a élimination des produits volatils. La graphitisa
tion se fait par chauffage vers 2700-3 000°C.

4. a) La structure cristalline du carbone diamant peut être
décrite comme la superposition de deux réseaux cubiques à faces
centrées, décalés de 1/4 de diagonale. Dans le diamant, le carbone
est hybridé sp3; la disposition des atomes de carbone y est
tétraédrique.-------------------




--------------

"0.

Fig. 4
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Le silicium et le germanium cristallisent dans le même sys
tème que le diamant. Certains composés diatomiques (CSi, ZnS)
ont une structure qui rappelle celle du diamant : un des réseaux
cfc est occupé par une espèce d'atomes, l'autre réseau cfc par
l'autre espèce. La coordination est toujours égale à 4 (ou à 4-4
pour les composés AB).

b) La comparaison de la conduction électrique ne peut se
faire qu'entre le diamant et le silicium. Le diamant est nettement
moins conducteur que le silicium sa résistivité est de l'ordre de
1012 n. m alors que celle du silicium est de l'ordre de 102 fl. m.
Cette différence s'explique la différence d'énergie entre les bandes
de valence (saturée dans les deux cas) et la bande de conduction
pour le diamant AE = 5,3 eV; pour le silicium AE = 1,1 eV. Le
passage d'électrons de la bande de valence à la bande de conduc
tion sera assez facile, par agitation thermique, dans le cas du
silicium; elle sera impossible dans le cas du diamant.

Les applications de la conduction du silicium sont toutes
celles de l'électronique des semiconducteurs.

5. a) La masse atomique relative du carbone sera définie
par




masse de N atomes de carbone




x 12,000.
masse de N atomes de 12C

Elle se calcule par A = E x A-, où x est la proportion de
l'isotope j. Ici A = 12 X 0,98892 + 13 X 0,01108 soit Ar 12,011.

b) Le rapport n (2H)/n (1H) est 100 fois plus faible que le
rapport n (13C)/n ('2C). On pourra donc négliger l'isotopie de
l'hydrogène.

Il y a 3 molécules possibles pour l'éthane, dans cette ap
proximation

(a) 2C - '2C ; (b) 12C - 'C ; (c) 13C 13C.
On a donc, pour les abondances relatives
(a) : (0,98892)2; (b) : 2 (0,98892) (0,01108) car on peut envi

sager aussi la molécule '3C-12C; (c) (0,01108)2, soit
(a) : 97,8%; (b) : 2,19%; (c) : 1,23. 10-2%.

c) u) La réaction d'émission fi- du 14C s'écrit
- 1N + e +

(il y a émission d'un antineutrino).
6. La prévision de la structure des molécules peut se faire

par la méthode VSEPR de Gillepsie (cf. B.U.P. n° 591, p. 558),
basée sur l'étude des répulsions entre les paires d'électrons niants
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ou non liants des molécules. On peut l'utiliser pour les molé
cules AXA, A étant l'atome central.

La théorie de l'hybridation des orbitales permettra d'inter
préter ces structures.

Les molécules proposées ont les structures suivantes
(a) CO2 : molécule linéaire avec hybridation sp du carbone;
(b) CH4 : molécule tétraédrique avec hybridation sp3;
(c) H2CO : molécule plane, avec des liaisons à 1200, avec

hybridation sp2;
(d) CH3- : ion pyramidal, la paire libre occupant la qua

trième direction du tétraèdre, avec hybridation sp3;
(e) CH3 : ion plan, avec de liaisons à 120°, avec hybrida

tion sp2;
(f) CHCl2 : molécule tétraédrique déformée, avec hybrida-

tion sp3;
(g) HCONH2 molécule dans laquelle le C est hybridé sp2

(les liaisons C- H, C-N et C = O sont à 120°) et
l'azote hybridé sp3 (structure pyramidale du groupe- NH2); il y a, en plus, délocalisation du doublet non
liant de l'azote vers le groupe carbonyle avec forma
tion d'une structure mésomère ionisée.

() H
(C)

()




H -
,

H
(e) H

()
CQ

k
H- °H




H
/00 H-e.




NH(t) Z
H




Fig. 5

7. Dans l'éthylène, l'expérience des 3 liaisons à 120° sur un C
s'explique par une hybridation sp2 des atomes de carbone (forma-
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tion de 3 orbitales atomiques hybrides identiques) la molécule
sera stable si le couplage des orbitales est maximum, c'est-à-dire
si les orbitales Pz non hybridées sont parallèles.

La structure de l'acétylène (linéaire) s'explique par l'hybrida
tion sp des atomes de carbone; de plus, les orbitales atomiques Pyet Pz non hybridées jouent 1 même rôle; il y a symétrie de révo
lution autour de l'axe de la molécule.

B. STABILITÉ THERMODYNAMIQUE
DES COMPOSÉS DU CARBONE (sur 23 points)

1. a) Pour : Cd + 02 - CO2 AH = --395,55 kJ.

b) L'enthalpie libre de formation standard du graphite,
aec les références choisies, est AGO1 (g) = AHo - TASO = - 1 697 J.

Celle du diamant est AG°1 (d) = + 1176 J. On a donc
AGO, (g) < Go, (d) : le graphite est la variété stable du carbone
dans les conditions standard (298 K, 1 atm).

Par convention, on prend AH°1 = O pour la variété stable d'un
corps pur dans les conditions standard, ce qui justifie le choix
du tableau.

L'équilibre C (g) ± C (d) est monovariant (2 phases solides).
A une température donnée, il n'existe donc qu'une seule pression
d'équilibre. Sous cette pression, on doit avoir AG (298 K, P) = 0.
Or:




AGO = AG (298 K, 1 atm) = AGO,(d)_AGO1(g) = 2 873 J.
L'état standard n'est donc pas un état d'équilibre; thermodyna
miquement, il ne peut pas y avoir de diamant en équilibre avec
le graphite à 298 K, 1 atm.

c) Les valeurs données pour les volumes molaires étaient
erronées : il fallait lire 10-6 au lieu de 1O-.

De dG = - SdT + VdP, on en déduit qu'à T constant
dG = VdP. Pour ure réaction chimique

d(AG) = AV dP = (VdVg)dP.
En supposant que AV est indépendant de la pression

AG = AGO + (PP0)(VdVg).
Puisqu'à l'équilibre AG = 0, on a

AGO
P = P0- = l,52"lO9Pa = 15 200 atm.

(VdVg)
d) La préparation du diamant synthétique se fait par

chauffage de carbone vers 3 000° C, sous 100 000 atm., en présence
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de métaux (Mn, Fe, Co). Les diamants obtenus, de petite taille
(0,1 carat = 0,02 g), sont impurs. Ils sont utilisés industriellement.

Le diamant est apparemment stable car la vitesse de la
réaction




Cd Cg
est pratiquement nulle à température ordinaire (état métastable).

2. a) Soit la réaction : CH4 + H20 CO + 3 H2.
u) Pour que A et B soient des constantes, il faut sup

poser que AHO et ASO de la réaction sont indépendants de la tem
pérature : on néglige les capacités calorifiques molaires dans les
calculs.

l) La température d'inversion est celle pour laquelle
AGO (Ti, 1 atm.) = O ou K = 1 (pressions en atm.).

Ici, on a T = 960 K. C'est une valeur assez élevée; pour avoir un
équilibre fortement déplacé vers la formation d'hydrogène, il
faudra se placer à une température nettement supérieure à
1000 K.




') A partir de la relation AGO + RTLogK = 0, on
calcule K à 1100 K




K = 26,7.
Si on appelle x le nombre de moles de CO formées à l'équilibre
à partir de 1 mole de méthane, les pressions partielles sont

x 3x 1-x
Pco = = Pci-j4 = PH2O =

2+2x 2+2x 2+2x
27xP 27 X4 P3

et donc K = = - , ce qui
(1-x)2(2+2x)2 4 (1-x2)2

donne x = 0,816 à 1100 K.

La composition du mélange est
CH4:5,1%; H2O:5,1%; CO:22,5%; H2:67,4%.
Pour avoir un mélange exempt de méthane et d'eau, il faut

se placer à température plus élevée ou sous une pression plus
basse (par exemple, si on veut n'avoir que 0,5 % de méthane et
d'eau, il faut se placer à 1 420 K sous 1 atm. ou à 1100 K sous
6" 10 atm.).

b) On va tracer les courbes AGO = j(T) pour les
réactions:




C + 1/2 02 CO AGO = - 110570 - 89,7 T,
H2 + 1/2 02 H20 AGO = -241920 + 44,4 T.
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Le diagramme d'Ellingham a l'allure suivante

.OO 9o
- I "

2So




Fig. 6
Pour réaliser la réaction de conversion du carbone

C + H20 CO + H2,
il faudra se placer à une température telle que

AGO (C/CO) < AG°(H2/H20)
soit à une température supérieure à T1 = 980 K. Elle se fait, en
général, vers 1 300 K (soit 1 000'C).

Le passage de l'air sur le coke au rouge entraîne la formation
de CO (car la réaction CO2 + C ± 2 CO est totale) selon

C + 1/202 * CO Ha = -110570 J.
Il faut que cette réaction, exothermique, fournisse une quantitéde chaleur égale à celle consommée dans la réaction endother
mique (supposée totale)

C + H20 - CO + H2 àHb = 131350 J.
Si on utilise 1 mole d'eau, il faudra donc
1 AHb- = 0,594 mole d'02 et donc 2,376 moles de N2.2 AHa

Il faudra donc utiliser un mélange contenant, environ, 25 % de
vapeur d'eau et 75 % d'air.
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c) a) Le méthanol se forme suivant CO -i- 2 H2 CH3OH.
Industriellement, on opère vers 350 - 450, c, sous une pression

de 250 -400 atm., en présence de catalyseurs à base de zinc et
de chrome.




13) La formation des alcanes correspond à la synthèse
de Fischer-Tropsh

11 CO + (2 fl + 1) H2 CH2 n+2 + H20.
Il peut également se former des alcènes CH2 ,,. On opère vers

250-300°C, sous une pression de 1 à 10 atm., avec du fer et du
cobalt comme catalyseur (en lit fixe ou par circulation de cata
lyseur). Les résultats sont variables suivant le rapport CO/H2 et
le type de catalyse. On obtient de 40 à 80 % de carbures en C3 - C11
avec de 15 à 50 % d'alcènes.

?) L'obtention sélective du méthane est possible
suivant




CO + 3H2 - CH4 + H20.
C'est la réaction inverse de la conversion. On opère vers 300
350°C, en présence de Nickel de Raney. Cette réaction est utilisée
dans l'industrie de l'ammoniac pour éliminer CO (poison de cata
lyseur) du mélange de synthèse N2 + I2. On élimine CO2 par une
réaction analogue (on passe ainsi d'une teneur en CO + CO2 de
1,5 à une teneur de 10 ppm).

On peut envisager, dans ces réactions, la formation de métaux
carbonyles, grâce aux propriétés complexantes de CO. Mais, ces
composés sont en général peu stables et se décomposent sous
l'action de la chaleur.

C. ETUDE DES SOLUTIONS AQUEUSES
DES COMPOSÉS OXYGÉNÉS DU CARBONE (sur 14 points)

1. a) La dissolution de CO2 dans l'eau C02 (gaz) ± CO2 (solu
tion) est régie par la loi de Henry : (C02) = k. Pco2 où Pco2 est
la pression partielle de CO2 dans la phase vapeur.

Dans l'air, Pco2 = 50 Pa; la concentration en CO2 dissous
est donc




(CO2) = 2,15-10-5 mol. 1-'.

b) L'eau étant en équilibre avec l'air ambiant, la concen
tration en CO2 est constante dans la solution. Si on néglige la
deuxième acidité

(HCO3-) = (H3O+), d'où (H3O+)2 = K1 (C02)
soit




(H3O+) = 3,1 " 10_6 pH = 5,5.
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La concentration en C032_ est donné par
K1 K2

(C032-) = (C02) d'où (C032-) = 6,3" 10-11,
(H30+)2

ce qui est négligeable et justifie l'approximation précédente.
c) Pour qu'il y ait précipitation du carbonate de calcium,

il faut que le produit de solubilité soit atteint, soit
PS

(Ca2) = (Ca2+) = 79,5 mol. I-'
(C032_)

ce qui est pratiquement irréalisable.
Pour obtenir le précipité de carbonate de calcium, on peut

utiliser
- un carbonate alcalin ajouté à un sel de calcium;
- un barbotage de CO2 dans l'eau de chaux.

Pour le redissoudre, il faut
- ajouter un acide fort;
- continuer le barbotage de CO2 (formation de HC03).

2. a) Les eaux naturelles, chargées en ions calcium et ma
gnésium, sont appelées dures car elles précipitent les sels de cal
cium des savons. Elles empêchent les savons de mousser.

On peut les doser à partir d'une solution étalon de savon, la
fin du dosage correspondant à l'apparition d'une mousse durable.

b) a) L'E.D.T.A. a pour formule:
HOOC- CH, Cil2 - COOH

/
N - CH2 - Cil2 - N
/

HOOC - CH, CH2 - COOH
C'est un complexant sous sa forme d'ion y4_" Les complexes obte
nus avec les ions Ca2 et Mg2+ ont pour structure

7TL11H7°t-4C I

U42- C1-,

Fig. C-4 O,




CO
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La grande stabilité de ces complexes (alors que CaI+ ne donne
rien avec l'ion acétate ou l'ammoniac) peut s'expliquer par une
valeur importante de l'enthalpie libre de la réaction l'enthalpie,
liée aux énergies de liaison ne varie pas; l'entropie augmente
beaucoup lors de la réaction de chélation en effet, lors de
6NH3 + Ca (1120)62+ 6H20 + Ca (NH3)62, il n'y a pas varia
tion du nombre de molécules libres alors que dans

Ca (1120)62+ + y'- CaY2-+ 6H20
il y a une augmentation du nombre de molécules libres; le
désordre augmente et donc l'entropie augmente. Il y a donc une
variation importante de AGO. De plus, la présence de cycles à
5 atomes de carbone augmente aussi la stabilité.

On utilise un tampon à pH 10 de manière à avoir une concen
tration en y4- suffisamment grande (pH voisin de pK4).

j3) Les réactions de complexation s'écrivent

H2Y2- + Mg2 =± 2 H + MgY2- HgY2- + Ca21- 2 H + CaY2-.

Cette réaction correspond à la superposition de deux équilibres

H2Y2- :± 2 Hi- + y4- k3 k4 = 10-16,5

y4- + Mg2 :± MgY2- K5M8 = 108,7.

(MgY2-)
On a donc à pH voisin de 10 = 1012,2 (ou

(Mg2+)(H2Y2-)
1014,5 pour Ca2+). Les réactions sont donc quasi-totales.

y) Initialement, la solution est rouge (couleur des
complexes indicateur - ion calcium ou magnésium); après
complexation par 1'E.D.T.A., l'indicateur est libre dans la solution;
la couleur devient bleue.

On aura




16-0,05
(Ca2+) + (Mg2-'-) = =0,0032 mol. I-'.

250
Le degré hydrotimétrique sera donc d = 32°.

3. La réaction de saponification est l'action d'une base forte
sur un ester




ester + OH- - alcool + sel d'acide.
Son mécanisme peut être le suivant
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0-R'

R-C-OR'+OHR-C R-cooH+R'oe
H I\ 11
O O OH R-cooe+R'oH
Les savons comportent

- une partie non polaire, hydrofuge (chaîne carbonée, ),
- une partie polaire, hydrophile (partie ionique -0). Les par

ties non polaires sont dissoutes dans les huiles et les graisses

o
e OOQM

Fig. 8
et il y a formation d'une couche monomoléculaire à la surface
de la goutte. Cela entraîne une diminution de la constante de
tension superficielle du liquide. De plus, il y a formation
d'émulsion et donc dispersion des saletés dans l'eau.
La sulfonation du mélange d'hydrocarbures se fait par action

de l'acide sulfurique concentré ou de l'oléum (à 20 % de SO3)

+ H2S04 -* H20 + R--SO3H.

La présence du groupement alkyl - C12H oriente les substi
tutions en ortho et para. Mais par suite de l'encombrement sté
rique de ce radical, on obtiendra l'isomère para pratiquement
seul.




D. LA CHIMIE ORGANIQUE INDUSTRIELLE (sur 20 points)
1. Parmi les principales réactions de transformation des hydro

carbures issus de la distillation des pétroles, on peut citer
- le craquage; il peut être thermique (vers 500° C), catalytique

(vers 450-500'C, avec un catalyseur à base de silicate d'alu
minium); on peut aussi utiliser un hydrocraquage (avec un
catalyseur et en présence d'hydrogène); le craquage corres
pond à des réactions de rupture radicalaire des molécules
d'alcanes; il permet, à partir des fractions lourdes du pétrole,
d'obtenir des alcanes en C6- C7, des alcènes, de l'hydrogène;
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il sert donc à valoriser, par une transformation en carburant,
une partie importante des pétroles

- le craquage à la vapeur; il permet d'obtenir à partir de cer
taines coupes du pétrole des alcènes (éthylène, propène, bu
tène, butadiène) utilisés par l'industrie chimique; on opère en
présence de vapeur d'eau qui permet d'éviter la formation de
coke et de diminuer la pression partielle des réactifs (dépla
cement de l'équilibre) ;

- le reformage; il a pour but d'améliorer la qualité des essences
obtenues soit dans la distillation directe du pétrole, soit après
craquage; il permet d'obtenir des composés à haut indice
d'octane benzène, toluène, carbures en C6, C7, C8 ramifiés
le reformage peut être thermique (en voie d'abandon), mais
surtout catalytique (vers 500°C, sous 10-50 atm., avec un
catalyseur contenant de l'alumine, du molybdène, du platine,
du chlorure d'aluminium en particulier); les réactions sont
hétérolytiques avec formation de carbocations; elles corres
pondent à des déshydrogénations, des isomérisations, des
cyclisations.

2. Puisque G°(T) = Ho(T)_T S°(T), et en supposant que
H° et So sont constants, on déduit des données numériques

Go (T) = - 137200 + 120,59 T (en Joules).
La température d'inversion est telle que Go (Te) = 0; on a

donc




T = 1140 K.
Pour obtenir la déshydrogénation de l'éthane, il faudra donc

opérer à température élevée (vers 800- 900°C) ou alors diminuer
fortement la pression (rôle de la vapeur d'eau dans le craquage
à la vapeur). On retrouve là les conditions opératoires des réac
tions de craquage des hydrocarbures.

3. a)
CH2 = CH2 + Cl2 -- CH2C1- CH2C1 (X)

--* HC1 + CH2 = CH Cl (Y).
X est le dichloro-1,2 propane; Y est le chlorure de vinyle.
La réaction directe




1
CH2 = CH2 + -02+ HC1 - H20 + CH2 = CHCI

2
réalise l'opération en une seule étape; elle ne nécessite pas la
manipulation de chlore; elle permet d'utiliser le chlorure d'hydro-
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gène, sous-produit de certaines chlorations organiques. Elle fait
appel à la réaction de Deacon

4HC1 + 02±2C12 + 2H20.
b)

CH2 = CH2 +
W

>0_
CH,- CH,M

Ni
CH = CH2

Z est le phényl éthane (ou éthyl benzène). La réaction d'ob
tention de Z est une réaction de type Friedel et Crafts (forma
tion du carbocation CH3-CH2 par action de H+ sur l'éthylène).
La formation du styrène est une réaction de déshydrogénation
catalytique.

On obtiendra le phényl éthane de manière sélective en uti-
lisant un excès de benzène.

c)
1 HCN

CH2 = CH2 + -02 -*CH2- CH2 (U)-- CH2- CH2- C N
2




O OH (V)--*CH2=CH-CN
U est l'oxyde d'éthylène; V est l'hydroxy-3 propionitrile.
L'oxydation de l'éthylène se fait en présence d'oxyde d'argent,

vers 200 290,C, sous une pression de 10 à 25 atm.

Remarque.
En utilisant une autre oxydation de l'éthylène (procédé

Wacker, avec CuCl2 et PdC12 comme catalyseurs), on pourrait réa
liser une autre suite de réactions aboutissant à l'acrynonitrile

1
CH2 = CH2 + -02 - CH3-CHO

2 éthanal

HCN
CH3-CH-CN-*CH2= CH-CN.

4. On peut envisager 3 étapes, qu'on écrira successivement,
de manière arbitraire
- déshydratation de l'alcool

CH2OH - CH2- C N - CH2 = CH-C N,

catalysée par les ions H+
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- hydratation du nitrile en acide, avec passage par l'amide

H20, HT
CH2 = CH- C N - CH2 = CH- COOH;

- estérification de l'acide par le méthanol en milieu acide

CH2 = CH-COOH + CH3OH ± H20 + CH2 = CH- COOCH3.

5. Ce sont tous des monomères, utilisés dans la préparation
des polymères correspondants
- chlorure de vinyle, CH2 = CHC1, donne le polychlorure de

vinyle; -frCH2 - CHC1 (PVC), utilisé pour la fabrication de
tuyaux, films plastiques transparents, etc.;

- styrène <''_.CH= CH2 donne le polystyrène-ECH2 - H]<

o
(verre organique, isolation thermique, emballages);

- acrylonitrile, CH2 = CH- C N, conduit au polyacrylonitrile
-ECH2- CH± (textiles synthétiques « Crylor », (<Orlon»);

CN
- méthylacrylate de méthyle CH2 = C- COOCH3 fournit le poly

1
CH3

CH, j
méthacrylate de

méthyle..fCH2
- C -

.-j-(verre
synthétique

n
C=O

OCH3
Plexiglas », « Altuglass »).

6. La réaction d'oxydation du paraxylène
Oxy

CH3--CH3--* HOOC .-COOH

(acide paraphtalique)
se fait soit par l'acide nitrique, soit par l'oxygène (à 130'C, sous
35 atm. en présence de sels de Co et de Mn).
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L'acide paraphtalique donne avec le glycérol une réaction de
polycondensation, aboutissant à un polyester

-ECH2 - O-C C-O- CH2]-,
il -C>- ii

utilisé comme fibre textile artificielle (« Tergal », « Terylène »,
«Dacron »). L'addition d'un peu de glycérol, permet une réticu
lation du polymère par création de ponts entre les chaînes.

7. Ii s'agissait de préparer l'acide adipique et l'hexaméthylène
diamine à partir du nitrile adipique

HC-(CH2)4-CN (A).

La réaction proposée
CH2 = CH - CH = CH2 +2 HCN - N C- (CH2)4 - C N

peut sembler improbable; on s'attend en effet, soit à une addition
en - 1,4 (donnant CH3 -CH = CH - CH2- C e N), soit à une

CN
addition en - 1,2 (donnant CH2 = CH CH




CH3
Cependant, un procédé industriel, mis au point par la société

Dupont de Nemours, permet d'obtenir le nitrile adipique par ac
tion du cyanure d'hydrogène sur le butadiène (*)

Remarque.
Une préparation plus logique pourrait utiliser la suite de

réactions




Cl2 H2
CH2 = CH-CH = CH2 -- CH2C1-CH = CH- CH2C1 --

CN
CH2C1- CH2- CH2- CH2C1--* N C- (CH2)4- C N.
Les réactions proposées peuvent être résumées dans le tableau

ci-après

(*) Cité dans Basic Organic Chemistry - Tome 5 - TEDDER, NECHVATAL,
JUBB. John Wiley and Sons, London, qui donne aussi de nombreuses
conditions expérimentales.
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La préparation du nylon passe par la formation du <(sel
nylon» on mélange dans le méthanol, l'acide adipique et l'hexa
méthylène diamine en proportions stoechiométriques; le «sel
nylon» précipite et il est séparé par filtration. On chauffe ensuite
une solution aqueuse concentrée de ce sel (solution à 60 %), en
atmosphère inerte vers 270'C. Il y alors élimination d'eau et
formation du nylon.

Le « nylon-6» est le polymère
[C- (CH2)5 - NH]-.

On peut le préparer à partir de l'acide amino-6 hexanoïque;on utilise aussi le caprolactame

C = O

Npréparé à partir du phénol
H2 ,/\ NH, /Th.

OH 0
+ NH2OH>

=N-OH

(oxime de la cyclohexanone)
par transposition de Beckmann, en présence d'acide sulfurique
concentré, l'oxime donne le caprolactame.

A. TRINQUIER,
(Lycée Dumont-d'Urville - Toulon).
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