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Dans les machines tournantes classiques, l'axe de la partie mo
bile (rotor) est en contact avec le support (stator), par exemple par
l'intermédiaire d'un roulement à billes. L'existence du contact rotor
stator est une source de vibrations parasites interdisant d'atteindre des
valeurs élevées pour les vitesses de rotation (étude de la partie 1).

Il est possible de suspendre sans contact l'axe du rotor en utilisant
des forces magnétiques (étude de la partie 2) à condition de réaliser
un asservissement (étude de la partie 5) comprenant un capteur de
position (étude de la partie 3) et un dispositif électronique de liai
son (étude de la partie 4).

Le dispositif complet, appelé PALIER MAGNÉTIQUE ACTIF, permet de
supprimer les vibrations parasites (étude de la partie 6), et plus géné
ralement d'améliorer notablement les performances des machines
tournantes
- augmentation des vitesses de rotation (jusqu'à 800 000 tr/min);
- suppression des frottements entre rotor et stator, d'où une augmen

tation de la durée de vie, et une amélioration du bilan énergétique;
- suppression de la lubrification, ce qui permet de travailler dans une

plage de température très étendue (de -253 oC à + 450 oc).
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Parmi les applications récentes les plus significatives, on peut citer
- des volants d'inertie destinés au pilotage de satellites
- les anodes tournantes des tubes à rayons X des scanners
- un prototype de turbo-alternateur pour E.d.F.

INDICATIONS
* Les différentes parties du problème sont très largement in

dépendantes.
* L'énoncé comprend quelques questions qualitatives; il est

recommandé d'y répondre sans développements excessifs quelques
lignes doivent suffire.

* Dans tout le problème on suppose le champ de pesanteur uni
forme, avec g = 9,81 m. -2 pour l'accélération de la pesanteur.

* On note 1 la permittivité diélectrique du vide et la per
méabilité magnétique du vide; on rappelle que : 4 c x 10-7 SI.

* On rappelle l'expression de la capacité C d'un condensateur plan
à vide de surface S et dont la distance entre les armatures est d

S
C = -.

d
* On rappelle que la résistance électrique d'un fil est de la

forme R = - (1 : longueur du fil; s : aire de sa section droite;
s

résistivité).
* Tous les axes des z sont des axes verticaux orientés vers le bas.

Si A est un vecteur, A désigne sa composante sur l'axe des z.

1. VIBRATIONS D'UNE MACHINE TOURNANTE CLASSIQUE
Un rotor de masse M tourne à vitesse angulaire w constante

autour d'un axe horizontal x'Ax fixe par rapport à un référentiel
galiléen Oxyz. Son centre de gravité G est situé légèrement en dehors
de l'axe x'Ax il décrit un cercle d'axe x'Ax, de centre A, et de
rayon b ; on repère la position de G sur ce cercle par l'angle
(Az, AG) wt (fig. 1).

1.1. Exprimer en fonction de b, w, et du temps t, la composante az
de l'accélération a du point G dans son mouvement par rapport au
référentiel galiléen.

1.2. En déduire l'expression de la composante R de la résultante R
des actions exercées par le stator sur le rotor, en fonction de
M, g, b, w et t.

1.3. Soit RX(respectivement RIN) la valeur maximale (resp. mini-
male) de R en fonction du temps. On définit le rapport
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Fig. 1

1.3. a) Pour un rotor de turbine de masse M = 20 000 kg tel queb = 20 10-6 m, on impose que K reste inférieur à 0,5 pour éviter de
détériorer la liaison entre le rotor et le stator. Calculer en tours parminute la vitesse angulaire maximale WM correspondante.

1.3. b) Une ailette de la turbine (assimilée à une masse ponctuelle ni = 2 kg située à d = 1 m de l'axe x'Ax et sur la droite AG)
se rompt et quitte le rotor étudié en 1.3. a. On admet que la vitesse
angulaire du rotor est à peu près la même avant et après l'incident, soit ,j - 3 000 tours/mm. Calculer, dans le cas le plus défavorable, la valeur de K après l'incident et conclure.

1.4. On constate que le STATOR est le siège de vibrations de même
fréquence que la fréquence de rotation du rotor. Quelle est la force
responsable de ces vibrations ? Pourquoi les entend-on?

2. SUSPENSION MAGNETIQUE
On considère le dispositif représenté sur la fig. 2

- un fil long horizontal (A) parcouru par un courant d'intensité I dans
le sens des flèches, crée en tout point de l'espace un champ magné
tique B dont les lignes de champ sont des cercles d'axe (A) et dont
la norme à une distance r de (A) vaut

lo'B
2,7c r

- un cadre carré de côté a = 5 mm, de masse M, parcouru par un
courant dc même intensité I dans le sens des flèches, est placésous le fil, dans un plan vertical, ses côtés AB et CD étant paral
lèles au fil. Le centre G du carré qui est aussi son centre de
gravité est repéré par sa position Z = sur la verticale Oz.
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Fig. 2

2.1. a) Etablir l'expression de la composante F de la résultante F
des forces de Laplace exercées par le fil sur le cadre en fonction de
{I, I, a et Z.

2.1. b) Dans toute la suite, on adopte l'expression simplifiée
- p.ç 12 a2

= . Calculer l'erreur relative ainsi commise sur
2 g Z2

sachant que Z reste voisin de Z0 = 5 cm, et conclure.

2.2. Dans toute la suite de cette partie, on maintient constante la
valeur de 'l'intensité du courant qu'on note J, de telle sorte que le
cadre soit en équilibre en Z = Z5 = 5 cm.

2.2. a) Proposer une valeur maximale raisonnable pour I en
indiquant quoi (s) phénomène (s) interdisent des valeurs trop élevées.
Calculer la masse M maximale du cadre qu'on peut suspendre en Z0
et conclure.

2.2. b) Comment proposez-vous de modifier le dispositif pour pou
voir suspendre un solide fixé au cadre conducteur, et de masse M'
nettement plus importante que la masse calculée en 2.2. a ?

2.2. e) Le cadre et le fil sont réalisés avec un même conducteur
filiforme, cylindrique de diamètre d, et dissipant une puissance
proportionnelle à sa surface. Faut-il augmenter ou diminuer d pour
augmenter 'la masse M' susceptible d'être suspendue? Le choix d'un
même diamètre pour le cadre et le fil est-il optimum ?

2.3. On s'intéresse maintenant aux mouvements de translation du
cadre le long de l'axe vertical Oz.

2.3. a) En utilisant au besoin une représentation graphique de la
fonction F (Z), expliquer ce qui se passe si on abandonne le cadre
sans vitesse initiale au voisinage de sa position d'équilibre Z = Z0.
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Quelle conclusion pratique peut-on en tirer sur ce type de suspension
magnétique?

2.3. b) Etablir l'expression de l'énergie potentielle E1 du cadre
correspondant à la force magnétique F en fonction de j.0, Jo' a et Z,
en prenant E1 = O pour Z infini. Soit E2 l'énergie potentielle de
pesanteur du cadre, que peut-on dire de l'énergie potentielle totale
E = E1+E2pour Z =Z0?

3. CAPTEUR DE POSITION
On considère les trois plaques métalliques planes parallèles de

même surface S représentées sur la fig. 3 (1) et (2) sont fixes et
distantes de e (3) peut se déplacer le long de l'axe Oz -axe per
pendiculaire aux plaques dont l'origine est située à égale distance
de (1) et (2) - en restant parallèle à (1) et (2) ; sa position est repérée
par z (voir fig. 3).




10e
(3)

Fig. 3
L'ensemble étant plongé dans l'air de permittivité diélectrique

égale à celle du vide, les plaques (3) et (1) forment un condensateur
de capacité C1 et les plaques (3) et (2) un condensateur de capacité C2.

3.1. Dans le circuit représenté sur la fig. 4, un générateur de ten
sion parfait maintient entre M et N une tension VMN (t) = V cos (w0t).
On s'intéresse à la réponse du circuit en régime sinusoïdal forcé de
pulsation 'o"
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Fig. 4
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3.1. a) Etabiir les expressions des tensions instantanées vp (t) et
lQ (t) aux bornes de C1 et R en fonction de C1, C2, V, w et t-

3.1. b) En déduire l'expression de v,0 (t) en fonction de z, e, V,
et t.
3.2. On admet pour la suite que l'expression de i (t) obtenue

en 3.1. b reste valable lorsque la plaque (2) est animée d'un mou
vement décrit par z (t). Un dispositif qui ne sera pas étudié per
met d'obtenir, à partir des tensions ')MN (t) et up0 (t), une tension
k ')MN (t) (t) avec k constante donnée. On applique alors cette
tension à l'entrée d'un filtre tel que e (t) désignant la tension à l'en
trée du filtre et s (t) la tension correspondante à la sortie du filtre
- si e (t) = E cos (Çt) : s (t) = e (t) si l ' w, et s (t) O si Il> w,,
w étant une pulsation caractéristique du filtre;

- le filtre est linéaire si s (t) et 2 (t) sont les sorties correspon
dant à e1 (t) et e3 (t), alors l + s est la sortie correspondant à
e1 + e2.
3.2. a) On suppose d'abord pour simplifier que z (t) est de la

forme z (t) z cos (wt). Montrer qu'il est possible d'obtenir à la
sortie du filtre une tension s (t) = rz (t) avec constante, à condition
que w, w0 et w vérifient deux inégalités à préciser. w pouvant prendre
toutes les valeurs compatibles avec ces inégalités, comment faut-il
choisir w0 par rapport à w?

3.2. b) A quelle condition a-t-on encore s (t) = z (t) lorsque z (t)
est une somme de fonction du type de 3.2. a, de pulsations w, w2,
w3, etc. ?

3.2. C) A quelle condition qualitative pensez-vous qu'on puisse en-
core avoir s (t) = o-z (t) lorsque z (t) est une fonction a priori
quelconque?

4. DISPOSITIF ELECTRONIQUE DE LIAISON
Les composants électroniques permettent de synthétiser approxima

tivement des amplificateurs appelés « sources de courant commandées
par une tension,, et représentés schématiquement sur la fig. 5. Leur
entrée permet de prélever une tension e (t) sans prélever aucun cou
rant (comme un voltmètre parfait); leur sortie se comporte alors

r

I




I(t) G e(t)
Fig. 5
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comme un générateur de courant parfait, débitant quelle que soit la
tension à ses bornes un courant d'intensité : 1(t) = G e (t), où G
est le gain de l'amplificateur.

On dispose en outre d'un capteur de position idéal c'est-à-dire
d'une source de tension parfaite de f.é.m. u (t) = cz (t) où est une
constante et z (t) la position qu'on souhaite suivre.

On dispose enfin de résistances, de condensateurs et d'induc
tances pures.

4.1. Proposer un montage permettant de réaliser un générateur
dz

de courant partait débitant un courant i = y z + ô - où et ô
dt

doivent être facilement réglables. Exprimer y et ô en fonction des
différents paramètres gains des amplificateurs, sensibilité « du
capteur, valeurs des composants.

4.2. On se propose d'examiner les conséquences du caractère en
réalité imparfait des sources de courant commandées par une tension
qui se traduit par l'existence d'une résistance r en parallèle sur la
sortie.

4.2. a) Considérons une source de courant imparfaite débitant dans
une résistance R et une inductance L, c'est-à-dire le circuit de la fig. 6.
A la date t = O, le courant 1L dans l'inductance étant nul, on ferme
l'interrupteur K.




t
r




Fig. 6

d 1L- Déterminer la dérivée - du courant dans l'inductance à la
dt

date t = O en fonction de r, L, I.
- Au bout d'un certain temps, on atteint un régime permanent

1L (t) = cte; déterminer alors l'intensité L dans L en fonction de
r et R.

- Donner une estimation du temps 'ç nécessaire pour atteindre un
régime permanent si on admet que l'évolution de 1L (t) est à peu
près représentée par la courbe de la fig. 7. Pour r = 10 en
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7

Fig. 7

choisissant une valeur maximale raisonnable pour L, donner un
ordre de grandeur maximal pour 'r et conclure,
4.2. b) Comment se manifestera qualitativement le défaut évoqué

dans 4.2. a sur le dispositif dont on demandait le montage dans 4.1. ?

5. SUSPENSION MAGNETIOUE ASSERVIE
Un objet assimilé à une masse ponctuelle M susceptible de se

déplacer sur une verticale où son mouvement est repéré par sa cote Z
par rapport à un référentiel galiléen est placé en suspension sous
l'effet d'une force magnétique analogue à celle étudiée dans la partie 2,
portée par l'axe Oz et telle que

12
F = - k' - avec k' constant.

Z2
L'équilibre étant obtenu pour un courant I = I et une positionZ = Z0, on s'intéresse aux évolutions au voisinage de cette position

d'équilibre, et on pose z = Z - Z0 et I = I - Je,. Dans ces condi
tions pour z < Z0 et î '4 I, on utilisera l'expression approchée
F, = -Mg U + az + 131) avec g, et 43 constants.

Le déplacement z par rapport à la position d'équilibre étant repéré
par un capteur analogue à celui de la partie 3 associé à un dispositif
électronique de liaison analogue à celui de la partie 4, on a à tout

dz
instant : I = ' z + b avec y et b constants.

dt
5.1. Avant tout calcul, prévoir le signe de a en liaison avec la

question 2.3. a. Puis établir les expressions de g, et (3 en fonction des
données.

5.2. Etablir l'équation différentielle du mouvement z (t) de la
masse M.

5.3. Pour b = O, établir une condition sur g,, (3 et y pour que les
solutions de cette équation différentielle soient de la forme
z (t) = A cos (c,)ot - p), et vérifier que l'asservissement est indispensable.
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5.4. La condition précédente étant vérifiée, quel est l'intérêt d'im
poser en outre ô > O? Comparer avec la situation obtenue en 2.3. a
et conclure.




6. PALIER MAGNETIQUE ACTIF
On revient au rotor de la partie 1 tournant à vitesse angulaire w

constante autour d'un axe x'Ax horizontal. Mais ce rotor est main
tenant suspendu sans contact comme la suspension magnétique asser
vie de la partie 5 sous l'effet d'une force magnétique verticale exer

dz
cée par le stator et de la forme F = -Mg (1 + Cz + D-) avec

dt
C et D constants positifs et z = déplacement de A sur la verticale Oz
d'un référentiel galiléen Oxyz (pour z = O, A est en O).

6.1. En étudiant le mouvement du centre de gravité G du rotor,
projeté sur la verticale, montrer que z (t) est solution d'une équa-

d2z dz
tion différentielle de la forme : M - + a1 - + a5z = H cos (wt) et

dt2 dt
donner les expressions des constantes a0, a1 et H en fonction de
M, g, C, D, w et b.

62. On s'intéresse dans toute la suite aux solutions de cette
équation différentielle en régime sinusoïdal forcé de pulsation w,
c'est-à-dire à des solutions de la forme z(t) = zMcos(wt-p).
La force exercée par le stator est alors de la forme

F(t) = -Mg+Fcos(wt-1p).
6.2. a) En exploitant une analogie avec l'étude d'un circuit R, L, C,

série en régime sinusoïdal forcé, établir les expressions de zM, puis
de FZM, en fonction de a0, a1, M, H et w.

6.2. b) Dans le cas où a1 = O, tracer l'allure de la courbe repré-
sentative des variations de z5 en fonction de w. Soit L = lim z5.-4 + oc
Déterminer le domaine des pulsations w telles que z (w) > 3 L, ce
qui correspond à un fonctionnement dangereux.

6.3. Il est possible de modifier les valeurs supposées constantes
jusqu'ici des coefficients C et D, par l'intermédiaire de la partie
électronique, pour une pulsation particulière, sans remettre en cause
les conclusions de la partie 5.

6.3. a) Supposons donc que C = O et D = O pour la pulsation w6)
correspondant à la vitesse de rotation usuelle du rotor. Que peut-on
dire des vibrations du stator? Décrire le mouvement du rotor par
rapport au référentiel galiléen Oxyz.

6.3. b) Quel pourrait être l'intérêt d'avoir au contraire C et D
infinis pour la pulsation w6)?
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6.3. e) En liaison avec 6.2. b, proposer une autre application du
cas où C et D sont infinis.

6.4. Dans le dispositif réel, on s'arrange pour que
dz j'

F-Mg(l+Cz+D----+EJzdt).
dt j

6.4. a) Proposer une modification du circuit de la question 4.1.
permettant d'obtenir F de cette forme.

6.4. b) Etudier à très basse fréquence l'effet du terme E
f

z dt

sur z5 et conclure sur son intérêt. (On pourra penser aux actions
subies par un rotor de scie circulaire en action.)
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SOLUTION

I. VIBRATIONS D'UNE MACHINE TOURNANTE CLASSIQUE
1.1. Dans le référentiel (Oxyz), on a 0G = OA + AG, d'où la

cote de G : z = 0Gu, c'est-à-dire : z = OA u+b cos t.
En dérivant deux fois, il vient a = - b 2 cos wt.

1.2. Le rotor est soumis à son poids Mg u et aux actions
de contact exercées par le stator dont la résultante est R. En
appliquant le principe fondamental de la dynamique au rotor
dans son mouvement par rapport au référentiel galiléen Oxyz,
il vient Ma Mg + R. D'où en projetant sur u

Ma = Mg + R soit R = -Mg + M w2 b cos wt.

13. a) R AX = -Mg +Mw2b et RJN = -Mg-Mw2 b.
w2 b

D'où : K =
g

On en déduit la vitesse maximale acceptable
/ g 1-MAX ' 1/2

wMAX = ) = 4,7 X 103 tours/mm.
\ b!

Remarque.
La limitation de la vitesse angulaire est manifestement due

à l'existence dans R d'un terme sinusoïdal, ce qui se traduira
concrètement par l'existence de vibrations des différentes pièces
de la machine. Ces vibrations sont dues à l'impossibilité d'équi
librer parfaitement une machine tournante classique (b O).
Les paliers magnétiques actifs permettent de- réaliser un équili
brage automatique du rotor (voir 6.3. a) et donc de supprimer
les vibrations. La vitesse angulaire n'est plus alors limitée que
par la résistance des tôles ferromagnétiques (qui recouvrent l'axe
du rotor) aux forces d'inertie centrifuges ; on peut ainsi atteindre
les vitesses importantes mentionnées dans le préambule du
sujet.

1.3. b) Soit B le point d'attache de l'ailette, G' le centre de
gravité du rotor après l'incident. G est le centre de gravité de
l'association d'une masse m placée en B et d'une masse M-m
placée en G'. On a donc MAG = (M-m)AG' + m AB, d'où
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M m
AG' = AG- AB.

M-m M-m
La situation la plus défavorable est celle où la distance

b' = AG' est maximale, c'est-à-dire celle où B et G sont situés de
part et d'autre de l'axe Ax du rotor. On a alors, en projetant sur

Mb + md
la direction de AG' b' = = 120 m. D'où un rap-

M-m
w2 b'

port K' = = 1,2 supérieur à 0,5. La liaison rotor-stator
g

risque donc d'être détériorée.

Remarque.
Dans un palier magnétique avec équilibrage automatique (cf.

question 6.3.a), le rotor tourne autour de l'axe Gx. Cet axe peut
se déplacer à la suite d'un déplacement de G (incident ou vieillis
sement du rotor) et il est nécessaire de prévoir un entrefer suf
fisant entre rotor et stator.

1.4. Le stator est soumis entre autres aux actions de contact
exercées par le rotor. D'après le théorème des actions réciproques,
ces actions ont pour résultante -R, dont la composante -R,
contient un terme sinusoïdal de pulsation w, susceptible de créer
des vibrations forcées du stator à la pulsation w. La surface du
stator se comporte alors comme un haut-parleur, transmet à l'air
des vibrations sinusoïdales de pulsation w, c'est-à-dire crée des

w
ondes sonores de fréquence N = -. Pour w = 3 000 tours/mm,

2.%
on obtient une fréquence N = 50 Hz audible (son grave).

Remarque.
La machine tournante ne peut pas, en fait, être décrite comme

un unique oscillateur. Elle se comporte comme un ensemble
d'oscillateurs couplés. Il existe alors plusieurs pulsations de
résonance correspondant à un fonctionnement dangereux. Les
vitesses de rotation correspondantes sont les vitesses critiques
dont il est question en 6.3. c.

Remarque.
Le comportement des oscillateurs n'étant pas nécessairement

linéaire, il peut y avoir génération d'harmoniques.

Remarque.
Lorsqu'une machine est freinée brutalement, la fréquence du

son émis évolue des aigus vers les graves. Ceci se produit en
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particulier lorsqu'une scie circulaire découpe une planche, et rend
le voisinage des scieries plutôt pénible...

2. SUSPENSION MAGNETIQUE
2.1. a) On applique la loi de Laplace df = I cil A B. Seuls,

les côtés horizontaux contribuent et

F = -IB(Z--.-a/2)+IB(Z+a/2).
- i-'.o 12 a2

D'où :F=
27t(Z2-a2/4)




ôFz a2
2.1. b) L'erreur relative est suffisamment

F 4Z2

faible pour valider l'approximation : 0,25 %.
F

2.2. a) La puissance RI2 dissipée dans le fil par effet Joule,
doit être rayonnée par ce fil, faute de quoi le fil risque de
fondre. On peut raisonnablement prendre To = 10 A.

La condition d'équilibre F + Mg = O permet alors de calcu-
io 12 a2

1er M = = 2 x 10-8 kg. La masse obtenue est déri
2 x g Z2

soire, probablement inférieure à la masse du fil nécessaire pour
réaliser le cadre. Il faut donc améliorer le dispositif.

2.2. b) Il s'agit d'augmenter la force F sans alourdir le cadre,
puisqu'on veut suspendre non seulement le cadre, mais une
masse M' élevée. On peut par exemple
- rapprocher le fil du cadre, ce qui augmente le champ magné

tique B (bien sûr, il faut alors discuter sur l'expression
exacte de Fe);

- diminuer les côtés verticaux du cadre qui ne contribuent pas
à F, ce qui allège le cadre;

- utiliser plusieurs fils infinis dont les effets s'ajoutent.

Une fois que ces solutions ont rendu la masse M8 = M + M'
susceptible d'être suspendue supérieure à la masse M du cadre,
on peut bobiner le cadre. Avec N tours de fils, on multiplie F
et donc M par N, on multiplie bien sûr M par N. Donc la masse
utile M' = M -M est aussi multipliée par N.
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Remarque.
Dans un palier magnétique réel, le dispositif étudié dans

cette question est remplacé par un électroaimant. L'optimisation
de l'électroaimant (question analogue à 2.2.b) consiste à
- diminuer l'entrefer (valeur typique inférieure à 1 mm);
- augmenter la surface des tôles ferromagnétiques recouvrant

l'axe du rotor;
- utiliser 2 électroaimants exerçant des forces identiques à 450

de la verticale, ce qui fait gagner un facteur

2.2. c) En régime permanent, la puissance RI2 = - 12
s

dissipée par effet Joule est égale à la puissance rayonnée par le
fil k X t d x 1. D'où, avec s jt d2/4, 112 = k x2 d3/4 X 1,
c'est-à-dire I = ? d12.

Avec les notations introduites en 2.2. b, M est proportion
nelle au volume de fil, donc M = d2; par contre M est pro
portionnelle à F, donc à 12, donc à d3, soit Ms = vd3, d'où
M' = Ms-M = vd3- d2. Donc M' est une fonction croissante
de d (pour les valeurs de d telles que M'> O) et on a intérêt à
augmenter le diamètre des fils.

Soit d (resp. dF) le diamètre du fil utilisé pour le cadre
(resp. le fil infini), on a de même : M' = y d3'2 df312 - p. d2. On
a donc intérêt à augmenter le diamètre du fil, et à diminuer
celui du cadre. Donc le choix d'un même diamètre n'est pas le
choix optimal.

2.3. a) La fonction F de Z est croissante. Donc la fonction
F. + Mg aussi. A l'équilibre, on a F (Z0) + Mg = O. Donc
- pour Z > Z0 F (Z) + Mg> O le cadre est soumis à une

accélération positive;
- pour Z < Z0 F (Z) + Mg < O : le cadre est soumis à une

accélération négative.
Sans vitesse initiale, il s'éloigne donc dans tous les cas de

la position d'équilibre. Donc l'équilibre est instable. En pra
tique, la suspension est inutilisable.

2.3. b) Le travail de la force F lors d'un déplacement élémen
taire du cadre de Z à Z + dZ s'écrit

p.o 12 a2 dZ po J2 a2
ôW=F(Z)dZ=- x-=-d(- ).

2a Z2 2xZ
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too 12 a2
On peut donc définir une énergie potentielle E1 = - + C1.

2rZ

110 12 a2
Comme lim E1 = O, on a C1 = O, d'où E1Z- 2oZ

Soit E2 = - mg Z l'énergie potentielle de pesanteur, à une
constante additive près, l'énergie potentielle totale s'écrit

12 a2
E = - mg Z- . On peut calculer ses dérivées pre-

2,7c Z
mière et seconde

dE :t0 12 a2 d2E 12 a2
-=-mg+ et
dZ 2jtZ2 dZ2 jrZ3

dE
En Z = Z0, on a équilibre : - = O. Le signe négatif de

dZ
d2E
- montre alors que en Z = Z0, l'énergie potentielle est maxi
dZ2
male. On retrouve le caractère instable de l'équilibre.

3. CAPTEUR DE POSITION
R

3.1. a) VMQ(t) = RiMQ(t) = VMN(t). Donc
2R
V

VMQ(t) = - cos w0t.
2

Les deux condensateurs en série sont équivalents à un seul
C1 C2

condensateur de capacité et portent la même charge
Cl + C2

C1 C2
q (t) = v (t). La tension Limp (t) aux bornes de C1

C1 + C2
q (t) C2

est donc : Limp (t) = soit MP (t) = V cos u0t.
C1 Ci +C2

3.1. b) v(t) = VMQ(t)UMP(t) =




1 C2
...(Vcos0t) (-- )

2 C1--C2
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E0 S E0 S
avec C1 = et C2 = , on obtient

Z+e/2 -Z+e/2
z

Vp0(t) = ----V cos w0t.
e




V2
3.2. a) e (t) = k VMN (t) vp (t) = - k - ZM cos ut cos2 w0t

e
qu'on linéarise pour exploiter les données sur le filtre

V2 1 1 1
e(t) = -k - cos ut + - cos (2w0-w)t +

e L 2 4




cos (2 w0 + w) t
4

Si w w, et 2w0-w> toe, alors bien sûr 2w0 + w >w>, et
seule la fonction de pulsation w est dans la bande passante du

V2 1
filtre. Alors s (t) = - k - ZM x cos ut, c'est-à-dire qu'on

e 2
kV2

a bien s(t) = oz(t) avec o = -




2e
Dans la limite w = w, la condition 2 w0-w> w s'écrit

2w0- we. > w c'est-à-dire w0> w. Cette condition porte sur la
conception du filtre, et non sur le signal z (t). Cette condition
étant réalisée, la condition w w implique automatiquement la
condition 2 w0- w > w.

3.2. b) D'après la linéarité du filtre, il suffit que sup (wi)
pour qu'on ait s (t) cz(t).

3.2. c) Qualitativement, pour que s (t) = oz Çt), il suffit que
z (t) soit «voisin'> d'une somme (éventuellement infinie) de fonc
tions sinusoïdales de pulsations inférieures à w. Ceci correspond
à une fonction z (t) suffisamment lentement variable.

Remarque.
Une réponse quantitative à cette question nécessite la connais

sance de la transformation de Fourier. On aura s (t) = oz (t)
si z (t) ne comprend dans son spectre aucune fréquence supé

rieure à w, c'est-à-dire si z (t) = r, N (w) exp (+ j ut) du.
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Remarque.
et o doivent être choisies dans la gamme des basses fré

quences, compatibles avec l'approximation des régimes lente
ment variables dans les circuits électriques (fréquences inférieures
à 1 MHz). La limitation correspondante sur z(t) est peu restric
tive, le spectre d'un signal mécanique usuel étant naturellement
limité aux basses fréquences.

Remarque.
Les capteurs utilisés dans les paliers magnétiques actifs réels

sont plutôt inductifs (capteurs à réluctance variable).

4. DISPOSITIF ELECTRONIQUE DE LIAISON

ht




-Td. eî ai irt
Avec le schéma proposé




dl1 dz
v1=cz; Il =G1oz; u2=R11+L =G1(Rz+L

dt dt
dz

et '2 = G2 u2 c'est-à-dire '2 = G1 G1 o (Rz + L -).
dt

Le dispositif assure donc bien la fonction souhaitée

?=GlG2R et ô=G1G2L
sont réglables ; le plus simple est de fixer L et G1 et de régler
R et G2.

Remarque.
Ce circuit doit commander l'électroaimant. II comprend donc

nécessairement un étage de puissance, dont la consommation
représente l'essentiel de la consommation d'un palier magnétique
actif. Malgré cette consommation d'énergie électrique, un palier
magnétique actif permet de gagner un facteur dix à cent dans le
bilan énergétique d'une machine tournante grâce à la suppres
sion des frottements.
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4.2. a) A la date t = 0, le courant 1L dans l'inductance est
nul (il est nul avant la fermeture de l'interrupteur, et ne peut
pas subir de discontinuité). On écrit alors la loi des noeuds r = 'o

diL
et la loi des mailles L +RiL = rir, d'où on tire

dt

diL r
=-10.

dtt_o L

diL
En régime permanent, = 0. On écrit de même

dt

'0 = Zr+ZL et ri = RiL
r

d'où ZLH= = Jo
R+r

Si on linéarise la fonction 1L (t) pour O C t C -r on a
r

1L (t) = - lot. On atteint donc le régime permanent lorsque
L

r r L
J, t J c'est-à-dire à la date -r =

L R+r R+r

L
Pour L = 1 H et -r = 10° (1, -r 'C - = 10 p.s. Donc -r C 10 lis.

R
Le régime permanent est atteint très rapidement.

r
42. b) Comme 1L (t = + oc) = 10 <Jo, on peut pré-

R+r
voir une légère chute des coefficients y et ô; cette chute est
compensable en augmentant G1 ou G2 et donc sans importance.

On peut prévoir qualitativement un retard de l'ordre de 10 p.s
maximum, du générateur de courant sur la position z (t). Ceci
n'a d'influence que pour des signaux rapides (signaux sinusoï
daux de fréquences supérieures à 10 kHz). On trouve donc une
nouvelle limitation sur z (t), de même nature que celle introduite
par la condition de fonctionnement du filtre (cf. 3.2. c).
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5. SUSPENSION MAGNETIQUE ASSERVIE
5.1. On a vu en 2.3.a que F(Z) est une fonction croissante

de Z = Z0 + z, donc F doit être une fonction croissante de z,donc -Mg est positif, c'est-à-dire que « est négatif.
1,2 i zF = -k' -(1 +-)(l +-Y' =
Z02 I Z0




1,2 2i z- (1+--2-----)
Z02 Z0

à l'ordre 1 en z/Zo et i/I0. De plus, pour I = To et Z = Zo, on
1,2a équilibre, donc F + Mg = O c'est-à-dire - k' - + Mg = O.
Z022i 2z 2Donc F = -Mg (1 + ---) c'est-à-dire que = -- et

Jo Z0 Z02
(3=-.

b

5.2. On applique le principe fondamental de la dynamiqueà la masse M dans son mouvement par rapport au référentiel Oxyzgaliléen et on projette sur l'axe Oz : F + Mg = Ma avec
d2z

a= et
dt2

dzF + Mg = -Mg z - Mg (li = - Mg «z - Mg (3 ('iz +
dt

On en tire l'équation différentielle
d2z dz

+g(3b-+g(a+(3y)z=O.dt2 dt

5.3. Les solutions de l'équation différentielle
d2z

+g(cL+(3y)z = O
dt2

sont sinusoïdales si g (a + (3?)> O soit fly -




a
Avec a < O et (3>0 on en déduit y>-->O. On ne

5
peut donc pas avoir y = O de sorte que l'asservissement est indis
pensable (prévisible, vu les conclusions de la question 2.3. a).



20 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS




dz
5.4. Pour ô > 0, puisque 13 > 0, le terme - Mg 3 ô - de la

dt
force F est analogue à une force de frottement fluide, et crée
donc un amortissement des oscillations (voire leur suppression
si le régime est apériodique).

Ainsi la masse M abandonnée au voisinage de sa position
d'équilibre z = 0, évolue vers cette position d'équilibre. L'asser
vissement a donc permis de rendre la suspension magnétique
stable, et donc utilisable.

6. PALIER MAGNETIQUE ACTIF

6.1. La cote z de G dans le référentiel Oxyz galiléen s'écrit
zG = z + b cos wt, donc la composante a de l'accélération a

de G dans ce référentiel s'écrit a = z - b 2 cos t.

On applique le principe fondamental de la dynamique au rotor
dans son mouvement par rapport au référentiel galiléen Oxyz
et on projette sur Oz

MZG = M [z - b coS t] = Mg + F = Mg-Mg (1 + Cz + Dz).
D'où, en ordonnant

Mz + Mg Dz + Mg Cz = M w2 b cos t.
L'équation différentielle dont est solution z (t) a bien la forme

attendue avec
a0=MgC; a1=MgD; H=Mw2b.

6.2. a) On utilise par exemple la construction de Fresnel pour

sommer les trois fonctions sinusoïdales : a0z, a1z, Mz, d'où

w t3tL

(M w2 b)2 = [(a0 -M w2)2 + (a1 w)2)] ZM2
soit
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M (,)2 b
ZM=




\_Mw2)2 + (a1)2

De même, F2 = -Mg(l + Cz -'- D) = -Mg-(aoz + a1) =
-Mg + FZMcos(wt-). On utilise la construction de Fresnel

pour sommer aoz et a1z, d'où : FZM2 = [a02 + (ai (0)2 ZM2 soit en
Mw2b Va02 + a12 c2

remplaçant ZM par son expression: Fm =




V'(a0-M Co2)2 + aj2 w2
Mwb

62. b) Pour a1 = O, on a : ZM = , dont on trace
lao -M W21

facilement la représentation graphique en remarquant les asymp-

totes d'équation ZM = b et w = w =
MM

L




I -)

1
ZM = 3 b si a0 -M w2 = ± - Mw2 soit pour

= =
2

et (A) = l,/ ''coo.

Le domaine dangereux est alors le domaine [Col, Co2].
Remarque.

Pour w = w, il y a résonance pour le mouvement de transla
tion du rotor. Le domaine dangereux correspond au voisinage de
la vitesse de rotation critique de la machine.




d2zG
6.3. a) Si C = O et D = O, on a : M = O, soit en

dt2
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régime permanent ZG = O (il faut supposer que D n'est pas tout
à fait nul pour pouvoir négliger le régime transitoire éventuel).
Donc G est fixe dans le référentiel Oxyz galiléen : la composi
tion du mouvement de rotation du rotor autour de l'axe Az et du
mouvement de translation rectiligne de cet axe, est un mouvement
de rotation du rotor autour de l'axe fixe Gz.

Remarque.
Le constructeur parle alors d'équilibrage automatique; il

s'agit dans ce problème uniquement d'équilibrage statique. En
utilisant deux paliers magnétiques, on peut de même réaliser
l'équilibrage dynamique du rotor : le rotor tourne autour d'un
axe principal d'inertie Gz' (non parallèle à Oz éventuellement).

Puisque F -Mg, la force - F exercée par le rotor sur le
stator n'a pas de composante sinusoïdale, et donc le stator ne
vibre pas.

Remarque.
La possibilité d'équilibrage automatique est une qualité essen

tielle des paliers magnétiques actifs. Plus généralement, la modi
fication des circuits électroniques (amplificateurs sélectifs, filtres)
permet de modifier la courbe ZM (w). La seule contrainte lorsqu'on
introduit ces modifications est de conserver à la suspension
magnétique sa stabilité.

6.3. b) Si C et D sont infinis, ZM = O. Donc l'axe du rotor
est rigidement lié au stator. On utilise cette possibilité pour
les machines où la position de l'axe du rotor doit être définie
avec précision par rapport au stator (machines destinées à l'usi
nage de précision par exemple). On peut ainsi atteindre une pré
cision de 0,05 m sur la position de l'axe du rotor.

6.3. c) En rendant C et D «localement» infinis au voisinage
de w0 (vitesse de rotation critique définie en 6.2. b) on diminue
fortement ZM comme en 6.3. b, ce qui permet de faire transiter
sans danger la machine par un fonctionnement à vitesse critique.
Une fois la zone dangereuse dépassée, on revient aux valeurs
normales de C et D.

6.4. a) Il suffit d'ajouter un condensateur en série avec R et
dz 1 ç

L. On a alors : j = oG1G2(Rz + L- +- I zdt). D'où, dans
dt C J

F = -Mg (1 + z + fi) un terme de la forme

-Mg l>iG1G2 X -
--f

zdt.
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6.4. b) A très basse fréquence, le terme -Mg E
f

z dl d'arn-

Mg E ZM
plitude est prépondérant dans la construction de Fres-

O)




Mg EZM Hw
nd. On a alors : H - , soit ZM . Ce terme

w g EM
permet donc de diminuer fortement ZM à basse fréquence.

Si H = M b w2, ceci est sans intérêt. Par contre, si le rotor est
soumis à une force supplémentaire de la forme H' cos w't avec H'
indépendant de w' et w' faible, le terme supplémentaire capacitif
permet de réduire fortement l'influence de cette force sur ZM.

Comme exemple de situation où on a ce type de forces
supplémentaires, on peut citer la scie circulaire. Lorsque la lame
s'enfonce dans la planche, celle-ci exerce sur le rotor des actions
de contact dont la résultante possède une composante F' dont
la valeur moyenne est non nulle. Tout se passe alors comme si
le rotor était soumis à une force statique F' = H' (w' = O).
L'ajout du condensateur permet d'éviter un déplacement de
l'axe du rotor trop important sous l'effet de F'.

Remarque.
On ne peut évidemment pas avoir un terme intégrateur

I z dt pur sous peine de saturer les amplificateurs à basse
CJ

fréquence. Le circuit est donc encore plus compliqué...
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C.A.P.E.S

SESSION DE 1986

COMPOSITION DE PHYSIQUE AVEC APPLICATIONS
(Durée : 5 heures)

Cette épreuve comporte quatre parties totalement indépendantes.
Les parties A, B et C traitent de mécanique et la partie D d'électro
cinétique.

Certaines questions portent sur des définitions de base du pro
gramme de physique des lycées. Les candidats ne devront pas négligerces questions.

D'autre part, cette épreuve est un problème de physique et,
comme tel, cherche à se distinguer d'une épreuve de calcul. Ceci a pour
conséquence que la réponse à une question n'a aucune signification
sans les explications et les justifications qui doivent l'accompagner.
Mais la clarté et la concision vont souvent de pair et il sera accordé
beaucoup d'importance à ces qualités. En particulier, cette épreuve
comporte un certain nombre de graphiques auxquels il faudra appor
ter le soin voulu.

Dans tout le problème, le référentiel d'étude sera supposé gali
léen et on se placera dans l'hypothèse de la mécanique classique.

A. ETUDE D'UN SYSTEME MATERIEL
ASSIMILABLE A UN POINT MATERIEL

A.l. LES PRINCIPES DE BASE.
All. Donner, dans ces conditions, l'énoncé du principe d'iner

tie et du principe fondamental de la dynamique.
A.l.2. Dans le cadre de la mécanique, le terme masse repré

sente indifféremment le coefficient d'inertie et le coefficient gravita
tionnel d'un point matériel. Indiquer une expérience simple qui permet
de vérifier sans grande précision, mais de façon très probante, la
proportionnalité de ces deux coefficients.

A.2. Le POINT DE VUE ÉNERGÉTIQUE.
A.2.l. Démontrer et énoncer le théorème de l'énergie cinétique.
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A.2.2. On peut aborder la notion d'énergie potentielle au moins
de deux façons
- par l'intermédiaire de la notion de champ de force défini dans

l'espace sans préciser la cause et en masquant en fait le phéno
mène d'interaction;

- par l'intermédiaire de l'étude directe de l'interaction entre deux sys
tèmes en définissant le système global qui possède l'énergie.
Par souci de simplicité, les commentaires du programme de la

classe de première S semblent pencher pour la première méthode qui
sera adoptée ici.

Dans le cas d'une force provenant d'un champ indépendant du
temps, indiquer à quelle condition on peut définir une énergie poten
tielle. On demande un exposé qui sépare bien l'aspect mathématiqueet l'interprétation physique de la notion d'énergie potentielle.

A.2.3. Définir l'énergie mécanique d'un point matériel. Indi
quer dans quelles conditions l'énergie mécanique se conserve.

E)




Fig. 1

A.2.4. Une particule matérielle de masse m = 0,200 kg est
assujettie à se déplacer sur un axe Ox. Elle est soumise à une force
1(x) parallèle à cet axe et dérivant de l'énergie potentielle E (x) dont
les variations sont représentées sur la fig. 1.
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a) Etablir le tableau des variations de 1(x) dans l'inter
valle considéré. Donner le sens et l'ordre de grandeur de la norme
de 1W) et de f(1).

b) Le mobile est abandonné en x = 0 à t = 0, sans vitesse
initiale. Tracer (sur un graphique nommé G1) la courbe V (x) de la
valeur algébrique de la vitesse pour le premier passage entre x = 0
et x = 2,7 m.

L'échelle prise sera : axe de x 5 cm pour I m,
axe des y : 1 cm pour 5 ms-1.

c) Quelle est la nature du mouvement au cours du temps?

A3. APPLICATION A L'ÉTUDE D'UN SATELLITE TERRESTRE.
On considérera le repère géocentrique R0, dirigé vers des « étoiles

fixes «, comme galiléen. Toute l'étude sera faite dans ce repère. Le
satellite sera assimilé à un point matériel de masse m négligeable
devant celle de la Terre. On supposera aussi la Terre de forme sphé
rique et créant un champ à symétrie sphérique. Pour les applications
numériques, on prendra RT (rayon de la Terre) 6,37" 106 m.

A.3.l.
a) Démontrer que le champ de gravitation créé par la Terre

en un point M extérieur est, dans ces conditions, assimilable au champ
créé par une masse ponctuelle. Quelle est la valeur de cette masse et
où est-elle située?

b) Exprimer g (M) en fonction de r = 0M (où O désigne
le centre de la Terre), RT et g0 (où g0 = g (RT) = 9,81 m. s-2).

c) Donner, en la démontrant, l'expression de E1 (M), l'éner
gie potentielle de gravitation d'une masse ponctuelle in soumise à g (M).On prendra, en la spécifiant clairement, la convention d'origine qui
donne l'expression la plus simple pour E,, (M).

A.3.2. Dans le cas d'un satellite circulaire gravitant à la distance
r0 du centre de la Terre, donner, en les démontrant, les expressions de
la vitesse V0 du satellite, de son énergie mécanique Em et de sa périodede révolution T dans RG, en fonction des seuls paramètres g0, RT,
r0 et in.

A.3.3. Dans le cas général où la trajectoire n'est pas circulaire,
on démontre que c'est une conique dont l'un des foyers est en O.

a) En gardant la convention définie précédemment pour
l'énergie potentielle, montrer que, si l'énergie mécanique reste négative,
la trajectoire ne peut être qu'une ellipse.

b) Une ellipse est caractérisée (fig. 2) par son grand axee
PA ( PA = 2 a), son apogée A (I OA J = rA), sun périgée P (J OP = rp),où a, rA, rp sont donc positifs. On admet que l'énergie du satellite

g0 R2
sur cette trajectoire est donnée par Em = - in . Montrer que

2a
cette relation est compatible avec celle établie en A.3.2.
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P(ODA»

Fig. 2

A.3.4. Pour passer d'une orbite circulaire basse de rayon r1sur une orbite circulaire haute coplanaire de rayon r2, on utilise une
orbite elliptique dite orbite de transfert (T), tangente en son périgée
à l'orbite (C1) et en son apogée à l'orbite (C2) (voir fig. 3). Pour passer
de (C1) sur (T), une accélération tangentielle assez brève communique
en P au satellite une augmentation de vitesse AV = V,-V1. A
l'arrivée en A, une nouvelle accélération tangentielle brève commu
nique une nouvelle augmentation de vitesse AVA = V2-VA et place
le satellite sur (C2). V1 et V2 désignent respectivement les vitesses du
satellite sur (C1) et sur (C2).




Fig. 3

a) Donner les expressions de V1, V2, Vp et VA en fonction
de go, RT, ri et r-2.

Application numérique r1 = 8 " 106 m et r2 = 42 " 106 m.
b) Montrer que les valeurs de VA et V obtenues sont

compatibles avec le théorème du moment cinétique.
C) Considérant qu'une quantité de l'ordre de 10_2 peut

être négligée devant l'unité, donner l'ordre de grandeur des intervalles
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de temps 'A et 'f que ne doivent pas dépasser les durées des impul
sions communiquées en A et en P.

B. ETUDE D'UN SYSTEME DEFORMABLE,
NON ASSIMILABLE A UN POINT MATERIEL

B.1. LES EXPRESSIONS GÉNÉRALES.
B.l.l. Définir le centre de masse (ou d'inertie) d'un système

matériel.
B.l.2. Donner, en la démontrant, l'expression de la quantité de

mouvement totale du système.
B.l.3. Définir l'énergie cinétique d'un système matériel. L'exprimer en fonction de sa masse totale et d'autres paramètres par

l'intermédiaire du repère barycentrique que l'on définira au préalable.Donner la signification des deux termes obtenus.
B.l.4. Enoncer sans démonstration le théorème de l'énergie

cinétique.

B.2. UNE PREMIÈRE APPLICATION A L'ÉTUDE D'UN SYSTÈME DÉFORMABLE.
Un camion de masse M = 5 t transporte un objet assimilable à

un cube de 0,5 m de côté et de masse m = 1 t. Initialement l'objetest complètement à l'arrière du camion (fig. 4 a 1).

3 .

_i ib3
1




Fig. 4a.

'Le camion se déplace à 60 km/h sur une route horizontale. Le
conducteur freine et le camion s'arrête sur une distance D = 100 m,
comptée comme l'indique la fig. 4 a 1 et 2, après le début effectif du
freinage. Dans un deuxième temps, le camion de nouveau lancé à
60 km/h, le conducteur freine et s'arrête sur une distance D' (fig. 4 a I
et 3). Au cours de ce dernier freinage, le colis, mal arrimé, s'est déplacé
vers l'avant de la plate-forme où il s'est coincé avant l'arrêt du
camion. On fait l'hypothèse que l'action des freins a été rigoureuse
ment identique dans les deux cas. On néglige les forces de résistance
de l'air et on suppose qu'à aucun moment le camion n'a glissé par
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rapport à la route. Les dimensions du camion et la position de son
centre d'inertie G sont données sur la fig. 4 b.

" J. en. in.

Fig. 4h.

B.2.l. Peut-on avec ces hypothèses calculer D' ?
- si oui, faire le calcul et commenter le résultat
- si non, indiquer clairement pourquoi. S'il manque des données ou

des hypothèses les indiquer et, choisissant des valeurs vraisem
blables, faire le calcul de D' et commenter le résultat.

B.2.2. Au cours du freinage, une certaine quantité d'énergie
est dissipée sous forme de chaleur. Peut-on avec les hypothèses faites
et les données fournies calculer cet échange d'énergie dans le premier
et le deuxième cas ?
- si oui, faire le calcul;
- si non, expliquer les hypothèses et les données manquantes.

(L'ensemble de la réponse à la question B.2. ne doit pas dépasser
une page et demie à deux pages au maximum.)

B.3. QUELQUES CONSIDÉRATIONS ÉNERGÉTIQUES.
B.3.l. La consommation d'une grosse voiture est voisine de

celle d'une petite voiture à vitesse stabilisée (6 à 7 litres aux 100 km
pour l'une contre 5 à 6 litres pour l'autre, à 90 km/h). Par contre, la
conduite en ville fait davantage consommer la grosse voiture que la
petite (11 à 12 litres pour l'une contre 7 à 8 litres pour l'autre)!. Com
ment peut-on expliquer simplement cette constatation?

B.3.2. Trois élèves discutent une information lue dans un jour
nal. Bien qu'il faille être très prudent avec ce qui est écrit dans la
presse, on ne remettra pas en cause cette information! On demande
simplement de juger les affirmations des élèves. Les questions qui
sont posées seront précisées après l'information proposée

« En région parisienne, sur un laps de temps de 24 heures, il
y a environ deux millions de véhicules qui se déplacent. En moyenne,
chaque véhicule roule deux heures, parcourt 50 km et le moteur déve
loppe pendant son fonctionnement une puissance de 15 kW.»

Voici la discussion entre les trois élèves
* Alfred dit «Avec ces données, je peux calculer le dégage

ment de chaleur que provoque la circulation automobile. »
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* Béatrice répond : «Non! Il te manque le rendement moyen
d'un moteur de voiture. J'ai lu qu'il était voisin de 0,25; c'est ce
que je vais prendre pour faire le calcul. «

* Camille réplique : «Vous avez tort tous les deux! Il manque
d'autres données.»

Qui a raison 1 Justifier la réponse. En tout état de cause, faire le
calcul de la quantité de chaleur dégagée (si besoin est, préciser les
données manquantes et leur donner des valeurs plausibles).

Comparer cette pollution thermique engendrée en 24 heures à celle
d'une centrale EDF fonctionnant sans arrêt, dont la puissance élec
trique est de 900 MW et dont le rendement global est de 0,35.

C. ETUDE DE L'ECOULEMENT D'UN FLUIDE
NOTE Le résultat de certaines questions est fourni dans l'énoncé

de façon à permettre aux candidats de poursuivre la résolution du
problème.

Cl. CARACTÉRISATION ET EFFET D'UN COUDE DANS L'ÉCOULEMENT.
Dans tout le paragraphe C, on considère une veine de fluide in

compressible et non visqueux, de masse volumique q constant, se
déplaçant à une vitesse V, de norme V constante et uniforme. La sur
face S de la veine de fluide, comptée dans une section droite per
pendiculaire à la vitesse, sera donc supposée constante.

SIP

Fig. 5

C.l.l. Définir et exprimer le débit massique q.
C.l.2.

a) La veine de fluide subit un coude (fig. 6); la norme de

y
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la vitesse étant constante V1 = V2 = V. b est l'angle entre V2
et l'axe des x. Le plan Oxy est supposé horizontal. On considère que
pendant un laps de temps dt, une masse dm comprise dans un vo
lume d° = S V dt passe de l'état (1) à l'état (2). En appliquant le
principe fondamental de la dynamique à la masse dm, déterminer les
composantes F et F de la force F que le fluide exerce sur le coude.

b) Montrer que cette force peut se mettre sous la forme
FI = F = Af(D) où le terme A ne dépend que de p, Set V. Don
ner les expressions de A et de f (b).

c) Application numérique.
Calculer F pour de l'eau, = 103 kg m-3 avec un débit q = 50 kg s-1

et avec b = 45° et S = 10-2 m2.

C.2. APPLICATION A L'ÉTUDE DE LA PROPULSION D'UN BATEAU A VOILE.
On assimile la voile d'un petit bateau à une surface plane

placée dans l'écoulement d'air que constitue le vent relatif par rapport
au bateau. Ce dernier se déplaçant à vitesse constante constitue un
repère galiléen qui sera choisi pour toute cette question.

On admettra que l'action d'une voile réglée pour que le plan de
fasse un angle p avec la direction du vent relatif (fig. 7) consiste à

4Y

-----w--

s VI




Fig. 7

dévier de 2 p le tube du courant qui aurait traversé en l'absence
de la voile. On admettra, en outre, que la voile n'altère pas de façon
sensible l'écoulement de l'air en dehors de ce tube de courant. On
pourra donc, dans ces conditions, assimiler la voile à un coude dans
un tube de courant d'air s'écoulant à vitesse constante en module. On
admettra que p, la masse volumique de l'air, reste constante. Comme
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on n'étudie pas ici le mouvement de dérive du bateau, on ne s'inté
resse qu'à la composante suivant Ox, soit f, de la force exercée parle vent sur la voile.

Cl. Donner la relation entre S, surface de la veine d'air, et L
C.2.2. Montrer que f = Z" V2 g (a, 9) est une fonction uni

quement de a et de p telle que

gÇc,p) = 2.sin2p.sin(a-p).
C.2.3.

a) Représenter sommairement sur un même graphique (nommé G2) les variations de g en fonction de p pour les deux valeurs
particulières de a a1 = 90° et a = 180°. Expliquer en quoi cesdeux graphiques permettent de voir que, pour une allure de vent rela
tif donné (a fixé), il existe un réglage optimum de la voile correspondant à une valeur Pm (a) de l'angle p. Donner les valeurs approchées de

pour a1 = 90° et a2 = 18o'-
b) Montrer que pour une valeur quelconque de a, Pm est

défini par la relation 2 tg (a - p) = tg p. Pour déterminer p (a),donner un tableau comportant au moins dix valeurs. Les valeurs
numériques seront déterminées soit à la machine à calculer, soit à
partir de la courbe fournie (fig. 8). Dans l'un ou l'autre cas, la procédure employée sera soigneusement expliquée.

c) Faire un schéma du bateau, de sa voile et de la direc
tion du vent relatif pour le réglage optimum correspondant aux
valeurs de a 50°, 90° et 1801.

C.2.4.
a) Tracer la courbe g (a, p) = y (a) (graphique nommé G3),à partir des résultats précédents. On justifiera rapidement le nombre

et l'emplacement des points choisis pour tracer une courbe suffisam
ment précise.

Echelle : y en ordonnée 10 cm pour une unité;
a en abscisse 1 cm pour 10 degrés.

b) En déduire la valeur de la force propulsive qu'on peut
obtenir en déployant une voile de 30 m2 dans un vent relatif de
vitesse V = 10 ms-1 arrivant par le travers (a = 90°). On prendra
Q = 1,3 kg m-3.

C.2.5. L'une des caractéristiques importantes d'un bateau est
sa capacité à remonter au vent. Pour déterminer cette capacité, on
continue de négliger le mouvement de dérive et on considère que la
coque et les superstructures présentent une résistance à l'écoulement
de l'air équivalente à celle d'une surface s0 perpendiculaire au vent
relatif. Montrer, avec ces hypothèses, que le bateau ne peut plusavancer si a z( a0. Déterminer à l'aide des graphiques précédents la
valeur de a0 pour 5 = 3 m2, en conservant les valeurs numériquesde C.2.4. b.
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Fig. 8
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D. ELECTROCINETIQUE
Dans cette étude, la tension et l'intensité seront des grandeurs

algébriques. Dans les réponses et sur les schémas on précisera avec
soin les conventions d'orientation choisies pour ces grandeurs.

D.l. GÉNÉRALITÉS.
D.1.1. Définir sur le schéma d'un dipôle les conventions d'orien

tation pour u et pour i correspondant à la convention <'récepteur «.
D.l.2. Enoncer la loi des noeuds et la loi des mailles pour un

réseau électrique dans l'hypothèse des régimes permanents ou lente
ment variables.

D.2. EXEMPLES.
D.2.l. La diode Zener Définir la tension seuil V, et la ten

sion Zener V. Donner l'aspect de la caractéristique i (u) d'une diode
Zener de résistance dynamique nulle.

D.2.2. Le condensateur.
a) Définir la charge d'un condensateur. Donner la relation

entre la charge q et la tension u. Faire un schéma.
b) Donner la relation i (u). Faire un schéma.

D.2.3. La bobine.
Pour une bobine de coefficient d'auto-inductance L et de résis

tance r, donner la relation u (i). Faire un schéma.
D.2.4. Le générateur de tension.

On appelle générateur de tension idéal un générateur capable de
maintenir une tension constante quel que soit le courant d'intensité i
qui le traverse. On peut le représenter par le symbole

où B désigne le pôle positif et e la force éleetro-motrice. A l'aide de
ce modèle

a) Donner le schéma d'un générateur réel à caractéris
tique u (i) rectiligne, ainsi que la relation tension-courant (représenta
tion dite de Thévenin).

b) Donner les ordres de grandeur numériques des para
mètres nécessaires pour décrire selon la représentation de Thévenin
une pile plate de lampe de poche, et une batterie d'accumulateurs
utilisée dans une voiture.

D.2.5. Le générateur de courant.
On appelle générateur de courant idéal, un générateur capable de

débiter un courant d'intensité constante quel que soit le circuit qu'il
alimente. On peut le représenter par le symbole

où B désigne le pôle positif et i = I.
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A l'aide de ce modèle
a) Donner le schéma d'un générateur réel à caractéris

tique i (u) rectiligne, ainsi que la relation courant-tension (représen
tation de Norton).

b) Donner les ordres de grandeur numériques des para
mètres nécessaires pour décrire selon la représentation de Norton les
deux générateurs réels précédents.

C) Quelle est la représentation la plus appropriée pour ces
deux sources d'énergie ?

D.3. La CIRCUIT R-C.
D.3.l. Réponse à un générateur de tension parfait.

e

'"




01
Fig. 9a. Fig. 9h.

On considère le circuit de la fig. 9 a alimenté par un générateur
de tension parfait imposant à ses bornes un « échelon» de tension
de la forme définie par la fig. 9 b, soit pour

t<O; e=O; t'O, e=E.
a) Donner en la démontrant l'expression de u (t).

Représenter schématiquement u (t) sur un graphique.
b) Que devient l'expression de u (t) pour un échelon de

tension de la forme
t<O, e=E0; t>O, e'E+E0?

D.3.2. Réponse à un générateur de courant parfait.

flJsLr

Iuct

Fig. 10 a. Fig. 10 b.

On considère le circuit de la fig. 10 a alimenté par un générateur
de courant parfait délivrant un <'échelon» de courant défini par la
fig. 10 h, soit pour t < 0, j = 0; t 0, 1 I.
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Donner l'expression de u (t). Que risque-t-il de se passer si on ne
prend aucune précaution?

D.3.3. Application.
On considère le montage défini par la fig. 11.

LM p
Fig. Il

r=l0SIZ; R=l0OE
Z = diode Zener parfaite V = 14 V.
P = relais ne consommant aucune puissance, qui coupe le cou

rant principal (I) dès qu'il est lui-même traversé par un
courant.

La tension normale de fonctionnement de r est UAB = U0 = 10 V.
Par suite d'un incident, cette tension monte à une valeur U = 15 V, va
leur qui n'est pas admissible si elle dure trop longtemps. Par contre,
il arrive très fréquemment qu'une telle surtension se produise pendant quelques secondes ; ceci n'a rien de grave et il serait tout à fait
inutile de protéger le circuit par un fusible qui sauterait trop souvent.
On fait le montage de la fig. 11. Quelle valeur doit-on donner à la
capacité C, si on veut que la durée de la surtension U n'excède pas
5 secondes? On fait l'hypothèse que UAB passe brutalement de U0 à U.

D.4. EFFET D'UNE RUPTURE BRUTALE DANS UN CIRCUIT.
Un fil de section s = 1 mm2 est parcouru par un courant. D'une

façon qu'on supposera instantanée une longueur de 0,1 mm disparaît
(rupture) laissant un vide équivalent. Plusieurs modèles sont envisa
geables a priori pour décrire cette petite rupture

MODÈLE a un condensateur dont le diélectrique est l'air supposé
isolant tant que la tension n'est pas trop grande. Ce
modèle permet d'étudier le début du phénomène.

MODÈLE b : quand l'air est devenu conducteur, on peut assimiler
cette rupture à une résistance.
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ETUDE DU MODÈLE a.
DAL Quelle est la valeur de C en supposant qu'on puisse

considérer valable l'approximation du condensateur plan (on prendra
= 8,85 10-12 u. SI) ?

D.4.2. Le circuit considéré a la forme indiquée par la fig. 12
avec E = 10 V et R = 10 fl. On prend la date où se produit la
rupture comme origine des temps.

E

R

lu
(t)

Fig. 12

a) Que doit-on prendre comme conditions initiales pour
i(Ø+) et u(0+)?

b) En déduire u (t) et j (t). Au bout de combien de temps
i (t) = 10-2 . j (0+) ?

D.4.3. Le circuit considéré a la forme indiquée par la fig. 13
avec E = 10 V, R = 10 Il et L = 1 II.

E

:2i

iu
(t)

Fig. 13

a) Que doit-on prendre comme conditions initiales pour
i(0+) et a(O+)?

b) Etablir l'équation différentielle du deuxième ordre liant
u(t), z(t) et U(t). La mettre sous la forme

il (t)+2z,(t)+Cl2u(t) = A.
Donner les valeurs de , lØ et A et faire l'application numérique.

Dans ces conditions, on constate que le terme 2 ? u (t) est négli
geable, la solution est donc de la forme

u (t) = + 3 cosˆlt + y sin t.
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Calculer a, f et 'y. Compte tenu des valeurs de ces coefficients et
des approximations déjà faites, quelle expression plus simple est-il
raisonnable de conserver pour u (t) ?

L'air devient conducteur (claquage) si on lui impose un champ
électrostatique supérieur ou égal à 2 106 Vm-1. (Cette valeur est
improprement appelée : tension de claquage). Jusqu'à quelle date t1le modèle précédent reste-t-il valable ? Quelles sont les valeurs de
u (t1) et de i(t1)?

ETUDE DU MODÈLE b.
D.4.4.

a) En considérant les grandeurs électriques comme conti
nues, quel ordre de grandeur doit-on donner à la résistance R' de la
rupture devenue conductrice ?

b) En prenant comme nouvelle origine des temps la date t1,
donner la loi d'évolution de j (t) et u (t) en supposant que R' garde
une valeur constante. En conclusion, donner l'allure, en indiquant les
valeurs remarquables des différents paramètres intéressants, des
courbes de variation de u et de i pendant l'ensemble du phénomène.
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SOLUTION

A. ETUDE D'UN SYSTEME MATERIEL
ASSIMILALE A UN POINT MATERIEL

A.l. LES PRINCIPES DE BASE.
A.1.1. Un système matériel assimilable à un point matériel

a une vitesse constante lorsqu'il n'est soumis à aucune interaction.
S'il est soumis à une force F, on pourra écrire, en notant a

son accélération, m sa masse et p sa quantité de mouvement
F = ma = dp/dt.

A.l.2. Il suffit de réaliser une expérience dans laquelle on
a à la fois mouvement (masse d'inertie), et force gravitationnelle
(masse gravitationnelle). On citera chute libre, étude d'un pen
dule simple, etc.

Ai. LE POINT DE VUE ÉNERGÉTIQUE.
A.2.l. Soit un système assimilable à un point matériel,

soumis à une force F; le travail de cette force est pendant le
temps dt
dW = Fvdt, soit dW = mdv/dtvdt = mirdv = d(l/2mv2).
Le théorème de l'énergie cinétique s'en déduit en considérant
le travail sur un parcours entre deux positions A et B

WAB = E(B)-E(A).
A.2.2. On pourra définir une énergie potentielle si on

peut écrire F = - grad E; cela signifie encore que le travail de
la force F entre deux positions A et B ne dépend que de A et
de B




WAB = E(A)-E(B).
On peut dire également que la variation d'énergie potentielle

entre A et B est égale au travail minimal qu'il faut fournir au
système pour qu'il passe de A à B (sans lui fournir d'énergie ciné
tique et donc en opérant de façon quasi-statique).

A.2.3. On pose E,,, = E,, + E; on obtient : AEm = W (F0)
où F0 désigne les forces qui ne dérivent pas d'une énergie poten-
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tielle. L'énergie mécanique se conservera donc si W (F0) = 0, en
particulier s'il n'y a pas de frottements.

A.2.4.
a) Il suffit d'écrire F = - grad E, ce qui, à une

dimension, s'exprimera par f = - dE/dx. D'où le tableau de
variations




4,3 z. ,c

On obtient facilement sur la figure fournie un ordre de gran
deur du coefficient directeur de la tangente à la courbe, qui don
nera l'opposé de f.

On trouve ainsi : f(0)-. 180 N; f(l)'-.--70 N.

b) On exprime que l'énergie mécanique totale est
constante




E+1/2mV2 = cte = E (O),
d'où l'expression numérique

V = \/10(50-E).
Le tableau ci-après et la courbe se déduisent facilement de

l'exploitation de la courbe donnée.

x 0,2 0,4 0,7 1 1,3 1,6 2 2,4 2,7
E 15 -10 -20 -10 20 10 0 18 50
u 18,7 24,5 26,5 24,5 17,3 20 22,4 18 o

c) Comme tout mouvement non dissipatif dans un
puits de potentiel, le mouvement sera un mouvement périodique.

A.3. APPLICATION A L'ÉTUDE D'UN SATELLITE TERRESTRE.
A.3.1.

a) On utilise le théorème de Gauss pour le champ de
gravitation on l'applique à une sphère de centre O et passant
par M; à cause de la symétrie
- le champ est normal à la sphère, dirigé vers l'intérieur,
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- il a le même module g (M) en tout point de la sphère. On
obtient donc

-g(M) >< 4xr = -4tGM, soit g(M) = GMT/r2,
expression obtenue pour une masse ponctuelle MT placée à la
distance r.




b) On demande simplement l'expression vectorielle.
D'après la question précédente : g (M) = -G MT r/r3; et on a

g0 = G MT/RT2. D'où le résultat g (M) = -go RT2 r/r3.

c) On exprime
dE,, = -dW = -mgQRT2r/r3 dv = -mg,R2dr/r2; d'où

E,, = -m go RT2/r.
On a pris la convention E,, -* O si r

A.3.2. Il suffit d'appliquer le principe fondamental au cas
du mouvement circulaire uniforme, en notant a, l'accélération
radiale -mar = - in v02/r0 = - in g R12/r02, d'où

V0 =

L'énergie mécanique s'écrira facilement
Em = E + E,, = 1/2 mV02-mg0RT2/rQ,
Em = -mg0 R12/2 r0.
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La période pourra s'écrire, le mouvement étant uniforme

T = 2,n ro/Vo = 2 t V' r03/go RT2.
A.3.3.

a) E,,, = E + E et l'on sait que E,,, est négative, avec
les conventions adoptées précédemment. Par conséquent, E res
tera toujours négative et ne s'annulera jamais. La trajectoire ne
possédera pas de branches infinies et sera donc une ellipse.

b) Si l'ellipse est un cercle, le demi-grand axe coïncide
avec le rayon du cercle : a = r0.

A.3.4.
a) Il faut exprimer que l'énergie mécanique sur la

trajectoire elliptique est celle correspondant à un demi-grand
axe a tel que 2 a = r1 + r2

Em = - m g0 RT2/(rl + rl) = 1/2 m V2- m g0 RT2/rl =

1/2 mVA2-mgORT2/r2
et donc




VP=
VF2
/

goRT2(__

1

)r1 ri +r2
et:

VA =
V 2goRT2(_

1

)r2 ri +r2
V1 et V2 correspondent à des trajectoires circulaires de

rayons r1 et r2 respectivement

V1 \/ go R2/r V2 = V'g0 RT2/rl.

Numériquement, les résultats sont

V1 = 7,05 km. s-' ; V2 = 3,1 km. s-1 ; V,, = 9,14 km. s-1;

VA = 1,74 km. s-1.

b) Le mouvement étant à force centrale, le moment
cinétique du système est constant. Lorsqu'on exprime le module
de celui-ci en p et A, on obtient

r1 Vj,, = r2 VA soit VP/VA = r2/ri,
ce que l'on peut vérifier sur l'expression littérale ou bien sur les
valeurs numériques.
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c) Les impulsions doivent être appliquées pendant un
intervalle de temps petit devant la période sur l'orbite considé
rée. Ces périodes peuvent être calculées en utilisant la ques
tion A.3.2., et en extrapolant pour les trajectoires elliptiques

T1 = 2 a VJoRT2; T2 = 2 t r23/g0 RT2;
T = 2r (ri + r2)3/8gØRT2,

cc qui nous donnera numériquement:
T1 = 7 000 s; T2 = 86 000 s ; T 40 000 s.

On devra donc avoir

-CA <7OS C<4OOS.

B. ETUDE D'UN SYSTEME DEFORMABLE,
NON ASSIMILABLE A UN POINT MATERIEL

B.l. LES EXPRESSIONS GÉNÉRALES.
B.1.1. Le centre de masse d'un système matériel est le

barycentre des masses qui composent le système
(Ern)OG = Ern1OM ou O = 2: Mi
B.l.2.

p = y = E mi dOM1/dt = (E mi) dOG/dt = M VG-

B.1.3. E = 1/2 E mi V2. Elle peut s'écrire, en utilisant le
repère barycentrique, repère en translation lié au centre d'iner
tie G

E = 1/2 M VG2 + E 1/2 mi u,2 où les u désignent les vitesses
par rapport au référentiel barycentrique. Le premier terme est
l'énergie de translation globale du système, le second sera, suivant
les cas
- pour un solide, l'énergie de rotation,
- pour un gaz parfait monoatomique, l'énergie d'agitation des

molécules du gaz, qu'on appelle énergie interne.
B.1.4. La variation d'énergie cinétique d'un système ma

tériel entre deux états est égale au travail de toutes les forces,
extérieures et intérieures.

B.2. UNE PREMIÈRE APPLICATION
A L'ÉTUDE D'UN SYSTÈME RÉFORMABLE.
B.2.1. On peut effectivement faire le calcul : les forces

extérieures sont les mêmes dans les deux expériences. Les condi
tions initiales étant les mêmes (immobilité), le centre d'inertie se
déplacera de la même quantité dans les deux expériences.
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Le déplacement 0G' du centre d'inertie est donc le même,
mais la position de G' change par rapport à l'avant du camion.

Soit A l'avant du camion, G' le centre d'inertie de l'ensemble,
C celui du colis. On peut écrire
A' = (M A+ mA)/(M+m); d Ai' = (m/M+m)dA
or




dK = 3,5 m. Donc: D' = d X' = 3,5/6 = 0,58 m.

A est plus proche de G' dans le second cas; l'avant du camion
s'arrêtera donc 58 cm avant, dans le second cas.

B.2.2. Oui, le calcul est possible, car dans les deux cas,
l'énergie cinétique initiale du camion est intégralement transfor-
mée en chaleur, et cédée à l'atmosphère, à la route, aux pneus,
aux freins...

Effectuons le calcul (qui sera le même dans les deux
expériences)

Q = Q2 = E, j,,jt = 1/2 (M + m) V12 = 8,3 105 joules.

B-3. QUELQUES CONSIDÉRATIONS ÉNERGÉTIQUES.
B.3.l. A vitesse stabilisée, il ne faut vaincre que les forces

de frottement dues à l'air, essentiellement. En ville, il y a beau
coup d'accélérations (et de décélérations), et donc la masse
intervient.

B.3.2. C'est Béatrice qui a raison, les données permettent
dc calculer le travail dépensé pour effectuer le déplacement qui
est décrit. Mais on a besoin du rendement moyen d'un moteur
pour pouvoir calculer la consommation totale d'énergie. A noter
qu'en moyenne sur vingt-quatre heures, les voitures transforment
toute cette énergie en chaleur, le travail des forces de pesanteur
étant en moyenne nul (les automobiles parisiennes ne se ras
semblent pas toutes sur 'la butte Montmatre!)

Plus précisément, une voiture qui roule pendant 2 heures
consommera : Wm = 15 10 x 2 x 3 600 = 1,08 10 J et toute
cette énergie est finalement transformée en chaleur. La quantité
de chaleur dégagée au total est en fait celle qui est «fournie
par la source chaude> c'est-à-dire ici celle qui correspond à la
combustion du carburant : 01 = Wm/p = 4,23 108 J et pour
toutes les automobiles : Q = 2 106 Q1 = 8,64 101 J

La pollution thermique d'une centrale se situe à la source
froide. Soit 02 la quantité de chaleur restituée à la source froide,
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QI celle empruntée à la source chaude, pour une durée de fonc
tionnement de une seconde, Pel la puissance électrique fournie
par la centrale.

On pourra écrire

Pel = Q 01; Q.2 = (1 - 'Q) QI et donc 02 = (1 - Q)/Q Pli-
Numériquement, et pour 24 heures

Q' = 0,65/0,35x9"108x24x3600 = 1,44 10J.
On constate que la pollution thermique par la circulation au

tomobile équivaut à peu près à celle d'une centrale thermique.

C. ETUDE DE L'ECOULEMENT D'UN FLUIDE
C.l. CARACTÉRISATION ET EFFET D'UN COUDE DANS L'ÉCOULEMENT.

C.l.l. Le débit massique est égal à la masse qui traverse
une section de la veine de fluide pendant l'unité de temps
q = dm/dt.

La masse qui passe pendant le temps dt est contenue dans
un cylindre de surface de base S et de hauteur V dt, et donc
dm = S V dt d'où l'expression du débit q = S V.

C.1.2.
cc) Nous allons appliquer le principe fondamental à la

masse dm indiquée sur la fig. 6 ; soit p (t) et p (t + dt) sa quan
tité de mouvement juste avant le coude et juste après
p(t)=0SV2dtl p(t+dt)=QSV2dt(cosèi+sin*j);

la force F1 qu'exerce la conduite sur le fluide est donc

F1 = dp/dt
et la force exercée par le fluide sur le coude en est l'opposé.

On pourra donc écrire
F = QSV2(1-cos*) et F) = -QSV2 sin 6.

b) On calcule le module de la force F
F = ,0SV2 \/ sin26 + (1-cos'6)2 = 2QSV2sin(D/2).

c) Numériquement, on trouve F = 191 N.

C.2. APPLICATION A L'ÉTUDE DE LA PROPULSION D'UN BATEAU A VOILE.
C.2.l. Sur la figure, on constate que la vitesse V1 fait

avec la voile un angle 9 ; on pourra donc écrire S = cos p.
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C.2.2. La déviation de la veine d'air est égale à 2 p (c'est
l'angle entre la vitesse V1 avant la voile et la vitesse V2 après).
On applique le résultat de la question C.l.2., avec * = 2 p

F = 2eSV2sinp = 20EV2sin2p.
On ne s'intéresse qu'à la composante suivant la direction Ox

du mouvement : = F sin (c - p) puisque c - p est l'angle entre
la voile et Ox. On obtient bien le résultat de l'énoncé

f = E V2 g (a, p) avec g (Œ. p) = 2 sin2 p sin (a - p).
C.2.3.

a) Le graphique G2 comportera les deux courbes

g(9O,p) = 2sin2pcosp et g(180,cp) = 2sin3cp.
Le réglage optimum de la voile correspond à un maximum

de la force propulsive, donc de g(a,p).




-

Le graphique qui vient d'être tracé donnera le maximum Pm
de la courbe g (ct, p) pour a = 900 et pour = 180°

prn(9O)'55° Pm(180)= 90°.
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b) Il suffit de calculer g',, et de l'annuler

g',, = 4 sin ç cos p sin (r. - p) -2 5j112 q " cos (r. - q)

g'p = 2sinp[2sin(r.-p)cosp-sinpcos
g'p = O pour sin ç = 0, sans intérêt, ou pour tg p,,, = 2 tg (a - pm).

On peut résoudre cette équation par itération, en écrivant,
par exemple r. - p,,, = Arc tg (1/2 tg p,,,). On en déduit le tableau
suivant

90 10 15 20 25 30 35 40 45

r. 0 15 23 30 38 46 54 63 72

9 0 5 10-' 1,8 10' 4 10-' 810-' 0,14 0,22 0,32 0,45

50 55 60 65 70 75 80 85 90

r. 81 91 101 112 124 137 151 165 180

9 0,6 0,80 0,98 1,2 1,43 1,64 1,83 1,96 2

On peut également utiliser une résolution graphique, en se
servant des courbes jointes à l'énoncé.

A l'abscisse ç correspond l'ordonnée y = tg p. On trace en
suite une parallèle à l'axe des abscisses, et l'intersection avec la
courbe y = 2 tg x nous donne en abscisse la valeur de a -p.
D'où a.




t9ç)c.

On trouve les mêmes valeurs, avec une précision de l'ordre du
degré.
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c) Pour « = 50°, p,,, 35°.
Pour = 900, p 550
Pour a. = 180°, (p = 90°.

Les schémas, respectivement (1), (2), (3), ont été faits ci
après.




() ()

C.2.4.
a) Il suffit de calculer g (, (p) = 2 sin2 p' sin (ta. - (p)

pour chaque couple (a.,Cçm) de valeurs calculées précédemment
(les valeurs de g ont été reportées dans le tableau précédent) pourtracer la courbe G3 demandée.

b) On lit sur la courbe g (90, p,,,) = 0,77. On en
déduit f 3 103 N.

C.2.5. La force de freinage f' peut s'écrire

f' = -2 s0 V2 cos ,
car p = rt/2, à la limite.

On exprime ensuite que le mouvement est juste possible et
donc qu'à la limite

f +f' = O QEV2g(c,(p) = 2soV2cosa.
soit




g(a.,p) = 2socos/.
On trace sur G4 la courbe 0,2 cos et on regarde l'inter

section avec G4. L'abscisse est voisine de = 46°.

D. ELECTROCINETIQUE
D.1. GÉNÉRALITÉS.

D.1.1. Le schéma suivant donne la réponse
u-




I&



50
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D.l.2. La loi des noeuds exprime que la somme algébrique
des courants arrivant en un noeud est égale à zéro. On compte
positivement les courants qui arrivent au noeud, négativement
ceux qui en repartent. La loi des mailles exprime que la somme
algébrique des tensions aux bornes des différentes branches consti
tuant une maille est égale à zéro.

[La loi des noeuds n'est valable que dans la mesure où il n'ya pas de création de charges et où l'on peut supposer que l'in
tensité dans un fil est la même en tous les points du fil. La
densité de courant est alors à flux conservatif.].

D.2. EXEMPLES.
D.2.l. La tension de seuil V d'une diode (Zener) est la

tension nécessaire pour vaincre le champ interne qui existe au
niveau de la jonction.

La tension Zener V est celle pour laquelle apparaît 1' «effet
Zener », qui consiste, dans certains cas, à l'arrachement des
électrons de valence par le champ électrique ou bien, dans d'autres
cas, au fait que les porteurs de charge qui forment le courant
inverse ont une énergie suffisante pour briser les liaisons de
valence, lors de leurs collisions avec les atomes. De toutes les
façons, on obtient une tension pratiquement invariable, et qui
sert de référence de tension.

Les valeurs que l'on peut trouver pour V, et V seront,
par exemple




V5 '-j 0,6 volt et V = 6,1 volts.
On a représenté ci-après la caractéristique schématisée d'une

diode Zener




u-

D.2.2. La charge d'un condensateur est la charge élec
trique que porte une de ses armatures, choisie arbitrairement
comme armature « positive ». Cette charge est proportionnelle à



52 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

la différence de potentiel u entre l'armature positive et l'arma-
ture négative (et qui porte donc la charge - q)

q = Cu.

On a représenté précédemment le schéma d'un condensateur,
et la relation qui le caractérise, avec la convention récepteur
s'écrit




= dq/dt = C du/dt.

D.2.3. La force électromotrice d'auto-induction qui appa
raît dans une inductance L s'écrit : e = - L di/dt, ce qui, en
appliquant la loi d'Ohm à la portion de circuit équivalente à la
bobine donnera

u - L di/dt = Ri ou u = L di/dt + Ri

[on vérifie qu'un courant qui augmente (di/dt> O) correspond à
un générateur en opposition dans le circuit, qui donc, s'il était
seul ferait passer un courant dans le sens négatif : c'est la loi
de Lenz.]

Le schéma ci-après donne les conventions de signe qui cor
respondent à la relation écrite précédemment.

L.
(convention récepteur),

D.2.3.
a) On écrit simplement u = ri - e avec le schéma

ci-après (la résistance r est en série avec la générateur de ten
sion idéal).




A.4..

z




b) Pour une pile plate (3 éléments de pile Leclanché
en série) e1 = 4,5 volts et r1 '.- 1 f2. Pour une batterie d'accumu-
lateurs, on a e2 = 12 volts et une résistance r2 - 0,01f2.
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D.2.5.
a) On écrit la relation précédente sous la forme

= g u + J, en posant g = 1/r et J, = e/r; g s'appelle conduc
tance interne du générateur; on la place en parallèle aux bornes
du générateur de courant idéal (voir schéma précédent).

b) Il suffit d'effectuer les calculs à partir des don
nées de D.2.4. b. On trouvera

I, = 4,5 A; g1 = 1 S; I:z = 1200 A; 92 = 100 S
[l'unité de conductance est l'ohm-' ou siemens (S)].

c) C'est la représentation de Théver,in la plus appro
priée, à cause des faibles résistances des deux sources d'énergie.
La représentation de Norton se trouve mieux adaptée à d'autres
systèmes tels : transistors, cellules photo-électriques...

D.3. LE CIRCUIT R-C.
D.3.l.

a) Pour t<0, e = O et donc u(t) = 0. Pour t>0,
il faut écrire l'équation différentielle qui régit les variations de
u (t) : la loi d'Ohm nous donne le résultat e = Ri + u, ce qui,
compte tenu de la relation entre i et u dans une branche conte
nant un condensateur (voir D.2.2.) donne

RCdu/dt+u = e.
La solution générale de cette équation est

u (t) = E+Aexp(-t/t)
on exprime la condition initiale qui est la continuité de la ten
sion u (t) pour t = O u (0) = 0. [u (t) est continue car propor
tionnelle à la charge q du condensateur. Une discontinuité de
charge est impossible, car cela demanderait une intensité de
courant infinie.]

La solution s'écrit donc
u (t) = E[1-exp(-t/t)],

Elle est représentée graphiquement ci-après
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b) L'équation différentielle est la même que précé
demment, mais pour t <0, e = E0 (et donc u (t) = E0). Pour
t = 0, ii y a continuité de u (t). La solution s'écrit de même et a
été représentée ci-après

u (t) = E0+E[1-exp(-t/'r)].
Il y a seulement translation de E0 du graphe de u (t).

o

D.3.2. On écrit : j = dq/dt = C du/dt. Pour t <0, i = 0.
Pour t> 0, j = I = cte; on obtient en intégrant : u (t) = IC t + u0
(u0 tension à l'instant initial).

Si on ne prend pas de précaution, on va provoquer le cla
quage du condensateur. Il faudra donc limiter la tension appli
quée au condensateur.

D.3.3. On se sert de la remarque qui est exprimée dans la
question D.3.l. b. Seule donc, la tension au-dessus de 10 V sera
prise en compte; on posera donc : Au = u - E0, AE = E- E0.
L'évolution de Au (t) sera donnée par

Au (t) = AE {1-exp(-t/RC)].
Pour que la diode Zener conduise, et donc que le relais coupe

le circuit, il faut que Au (t) atteigne la valeur V- E0. Cela ne
doit donc pas se produire avant un temps ti = 5 secondes. On
écrira donc




V-Eo = AE[1-exp(-t1/RC)1
soit




t1/RC = Ln 5

C = t1/R Ln 5 C = 3 10-6 F = 3 F.
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D.4. EFFET D'UNE RUPTURE BRUTALE DANS UN CIRCUIT.
D.4.l. On applique simplement : C = S/e = 8,85 l0' F.

D.4.2.
a) A l'instant t 0, le « condensateur» n'est pas

chargé. La d.d.p. à ses bornes est donc égale à O u (0+) = 0.
On écrit donc la loi d'Ohm : E-Ri = u (t), ce qui, à l'instant
origine, nous donne la condition

E-Ri(O+) = O ou i(0+) = E/R.
b) Les solutions pour u (t) et i (t) se déduisent de

l'étude du D.3. On obtient, compte tenu des conditions initiales
explicitées au D.4.2. a

u (t) = E [1 - exp (- t/RC) ] et i E/R exp (- t/RC).
Pour que i (to) = i(0-'-)/lOO, on doit avoir exp (-t0/RC) = 1/100
soit t = RC In 100.

Numériquement, cela nous donne : t = 4. l0 s. Le courant
diminue très rapidement dans le circuit.

[On pourrait s'étonner du fait que l'intensité dans le circuit
varie sur une durée très faible, ce qui équivaut à di/dt très grand.
Il ne faut pas oublier que dans ce modèle, on néglige complète
ment les phénomènes d'induction, et particulièrement l'auto
induction. Il est clair que, même avec une self très petite, la
f.é.m. d'induction - L di/dt ne sera certainement pas négligeable.]

D.4.3.
a) A t = 0, le « condensateur» n'est pas chargé et

donc u(0--) = 0.

L'intensité dans le circuit est continue puisque, cette fois, on
a dans le système étudié une inductance propre et que celle-ci
interdit toute discontinuité d'intensité (à cause de la f.é.m. d'auto
induction - L di/dt). On a donc aussi, comme précédemment
i(0±) = E/R.

b) La loi d'Ohm s'écrit, en tenant compte de l'auto
induction

E-Ldi/dt-Ri = u avec i = dq/dt = Cdu/dt
et




di/dt = d2u/dt2.
D'où:




Zi(t) + (R/L)ii(t) + (1/LC) u(t) = E/LC
ou bien

= A
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avec les valeurs suivantes pour les constantes
À = R/2 L = 5 s1; A = E/LC = 1,13' 1014 V.s-2;

= i/V'ii = 3,36' 106 -1
Quand on néglige le terme d'amortissement À u (t), on obtient

très simplement




1=1îo et a=E.

La solution de l'équation différentielle peut donc être écrite

u(t) = E +flcosflt +ysinflt
et on détermine les constantes 13 et y en servant des conditions
initiales

u(0+) = O et du/dt(0+) = i/C i(0+) = E/RC.
Ceci donne

u(0+)=E+13=0 ou
u(0+) = y i2 = E/RC ou y = E/R vi7E = 3,36' 106V
u (t) = E(l-cosflt)+ E/R VrL/C sin int.

En fait, y » 13. Ii convient donc de négliger le premier terme
par rapport au second. Dans ce second terme, on peut aussi faire
un développement limité au premier ordre en 2t, car on aura tou
jours t 1/il On obtient donc

u (t) E/R \/i7 1/ VLC t = E/RC t,
numériquement
u (t) = 1,13 1013 t.

La tension de claquage correspond à un champ de
2 106 V. rn-1. L'étincelle va donc jaillir lorsque
u (t) = 2.l06x10_4=200V,

soit au temps t1 = 200/1,13 1013 = 1,8 10" s.
u (t1) = 200V et i(t1).-1 A.

L'intensité du courant n'a pas le temps de décroître.

D.4.4.
a) Si l'on peut considérer que courant et tension sont

continus, à l'instant initial, on peut dire que la résistance de la
rupture est




R' = u(t1)/(ti) = 200 &2.

b) Nous avons un nouveau régime, qui correspond à
un circuit inductif de résistance R + R'. En prenant comme on-
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gifle des temps le temps t du début de ce régime, et en écrivant
que l'intensité du courant est continue au temps t = 0, on écrira
j (ti) E/R.

L'équation différentielle qui régit les variations de l'intensité
dans le circuit s'écrit

E-Ldi/dt = (R+R')i.
La solution de cette équation est de la forme

j (t) E/R + R' + A exp (- t/-c') avec ' L/(R + R').
Avec la condition initiale, on détermine la valeur de A

A = E/R-E/(R + R').
D'où:

i (t) = E/R + R' + [E/R- E/(R + R')] exp
et numériquement

j (t) = 0,048 + 0,952 exp (-210 t)
u(t)=R'i = 10+l9Oexp(-210t).

Les schémas ci-après représentent les variations de u (t) et de
i (t) au cours des deux régimes successifs, O < t < t1 et t> t1.

A
(V) (A)

T7N




J.-Cl. HERPIN.
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C.A.P.E.S.

SESSION DE 1986

Option : Physique et Chimie
COMPOSITION DE CHIMIE

(Durée 4 heures)

MATÉRIEL FOURNI : feuilles de papier millimétré.
On attend du candidat qu'il réinvestisse ses connaissances et son

savoir-faire dans la chimie du magnésium, métal qu'il n'a sans doute
pas eu l'occasion d'étudier.

Ce réinvestissement est demandé dans des cas concrets et non pas
en tant qu'application de base.

Les différentes parties seront notées selon le barème indiqué.
L'épreuve comporte quatre parties indépendantes (on constatera en

outre que les différents paragraphes de chacune d'elles sont largement
indépendants).

Les candidats sont invités à reporter sur leur copie, devant leurs
réponses, la numérotation (chiffres et lettres) de l'énoncé.

LE MAGNESIUM ET SES COMPOSES
PLAN

PREMIÈRE PARTIE (6 points).
L'élément, l'atome de magnésium.

DEUXIÈME PARTIE (37 points).
I. Structure cristalline du magnésium.

II. Alliages magnésium -aluminium.
III. Magnésium dans la métallurgie du zirconium.
IV. Magnésium et solutions aqueuses.

TROISIÈME PARTIE (19 points).
I. Synthèse et dosage d'un composé organomagnésien.

II. Réactions avec les dérivés carbonylés.
III. Synthèse industrielle du phényl-2 éthanol.

QUATRIÈME PARTIE (18 points).
I. Cinétique enzymatique.

II. Propriétés acido-basiques.
III. Stéréochimie.
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PREMIÈRE PARTIE

L'ELEMENT, L'ATOME DE MAGNESIUM
1. Donner la structure électronique de l'atome de magnésium de

numéro atomique Z = 12. Indiquer le numéro atomique du cation Mg2+.
2. Lorsque l'on bombarde l'isotope 24 du magnésium par un faisceau

de particules g., outre un isotope du silicium, un neutron est obtenu.
a) Ecrire la réaction nucléaire.
b) Calculer l'énergie libérée dans cette réaction.

Estimer le rapport entre les ordres de grandeur de cette énergie
et de celle mise en jeu lors d'une réaction chimique.

On donne les masses atomiques
n 1,0087 u; particule g. 4,0026 u; magnésium, isotope 24
23,9850 u; silicium, isotope 27 26,9770 u, isotope 28 27,9769 u,
isotope 29 28,9765 u, isotope 30 29,9738 u.

10-i
On rappelle que 1 u = kg.

NA
(Constante d'Avogadro NA = 6,02" 1023 mol-l).

3. a) Parmi les propositions suivantes, citer celles qui sont fausses
et, en une ligne pour chacune d'entre elles, expliquer en quoi elle est
fausse.




1° L'élément magnésium fond à 923 K.
2° La dolomie (Ca Mg (C03)2) et la magnésie contiennent

l'élément magnésium.
3° L'élément magnésium est caractérisé par 12 électrons.
4° L'élément magnésium est caractérisé par 24 nucléons.
5° L'élément magnésium est caractérisé par 12 protons.

b) Quelle est la signification de
1° II y a du magnésium dans le cacao.
2° Le magnésium est utilisé dans l'industrie aérospatiale.

e) Préciser la distinction à faire entre élément et corps simple.

DEUXIÈME PARTIE

I. STRUCTURE CRISTALLINE DU MAGNESIUM
Le métal magnésium cristallise dans le système hexagonal compact,

dont la maille élémentaire, caractérisée par les paramètres a et c, est
représentée sur la fig. 1.

1.1. Calculer la valeur du rapport c/a correspondant à un empile
ment compact. Calculer le taux de compacité qui en résulte.
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- 60'

Fig. 1
1.2. Dans le cas du magnésium, les données cristallographiques in

diquent pour valeur des arêtes de la maille élémentaire : a = 3,20 A;
c 5,20 À (1 À 10-10 m).

a) La masse atomique molaire du magnésium est 24,3 g. mol-1.
Calculer sa masse volumique.

b) La masse volumique du fer est 7 860 kg. rn-3. En déduire un
avantage possible dans l'emploi du magnésium. Vérifier si le gain de
masse dû à l'utilisation de 30 kg de magnésium à la place de fer pour
réaliser les structures de la voiture « Coccinelle,> de Volkswagen per
mettait le transport d'une personne supplémentaire. (On suppose que
toutes les autres caractéristiques de la voiture sont inchangées.)

II. ALLIAGES MAGNESIUM -ALUMINIUM
On donne (fig. 2) le diagramme de phases du système binaire

aluminium -magnésium (température en fonction du pourcentage ato
mique en magnésium).

°




--

600

300

200

100




0 20 40 60 60 100
O/ atomes de magnésium

1:40% Mg; 2:58,62%Mg.
Fig. 2
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L'aluminium, de rayon atomique 1,43 A, cristallise dans le système
cubique à faces centrées (a' = 4,04 A).

11.1. Indiquer la nature de la phase correspondant au domaine a,
en préciser le réseau cristallin et justifier le fait que sun arête soit
supérieure à 4,04 A.

11.2. Donner les formules des composés définis (celle du plus riche
en magnésium en compte 17 atomes). Peut-on prévoir leurs structures
cristallines ?

11.3. On considère l'alliage appelé industriellement GA 9, qui est
un mélange d'aluminum et de magnésium à 9 H en masse d'aluminium,
soit 91,8 H d'atomes de magnésium.

En laissant les phases en présence au fur et à mesure de leur
apparition, on refroidit ce mélange à partir de 650 oc. Décrire les phé
nomènes observés jusqu'à ce que la température de 410 oc soit atteinte
on précisera la nature des phases en présence ainsi que l'évolution
de leur composition et de leurs proportions respectives.

11.4. On considère maintenant un mélange à 70% en atomes de
magnésium à 650 oc. Donner l'allure de la courbe de refroidissement du
mélange (température ft en fonction du temps t) et, pour chaque por
tion, préciser la nature de la ou des phases constituant le système.

III. MAGNESIUM DANS LA METALLURGIE DU ZIRCONIUM
Le zirconium constitue un élément de choix comme matériau de

gainage pour les combustibles nucléaires et comme matériau de struc
ture dans les réacteurs nucléaires.

L'élaboration du zirconium est réalisée essentiellement par le pro
cédé Kroll, dont l'étape fondamentale est la réduction du tétrachlorure
par le magnésium




ZrCl4+2Mg = 2MgCl2+Zr.gaz liquide liquid, solide
La réaction est effectuée à 8001C, sous argon, à 'la pression at

mosphérique. On supposera les phases condensées non miscibles.
Données : enthalpies standard de formation à 25°C (A1 Ho), de

fusion (A1145 Ho) et de sublimation (A5415 H°) exprimées en kJ. mol-1
températures normales de fusion (°) et de sublimation (0,445) en OC.

A, 11° A- H- A.0011° 0000 61-

Z, (solide) 0 20 1860
zr ci4 (solide) - 900 056 331
Mg (ooiido) O 9 600
Mg ci, (solide) .....................-- 641 43 708
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111.1.
a) Quelle est la relation entre les grandeurs thermodynamiques

standard AG0, AH" et AS' pour la réaction réalisée à température
constante.

Montrer que AGI = f (T) est une droite, pourvu que soient rem
plies certaines conditions que l'on précisera.

b) Prévoir qualitativement et justifier les changements de
pente et d'ordonnée à l'origine de la droite AG° = f (T) à 331 oc.

111.2.
a) calculer Alto 8001C ainsi que AGO sachant que, entre 708

et 1000 °c, AS, = - 0,137 J. K-1, mol-1.
b) Exprimer l'enthalpie libre de réaction AG en fonction de la

pression partielle de Zrcl4. Que représente AG ? Quelle en est la signification physique?
111.3.

a) Montrer que la réaction se fait spontanément dans les condi
tions industrielles de la réaction, effectuée à 800 oc, la pression par
tielle de Zr cl4 étant maintenue constante, égale à 10 Pa (n 0,1 bar).

b) La réaction pourrait-elle être totale dans les conditions in
dustrielles ? Justifier la réponse.

IV. MAGNESIUM ET SOLUTIONS AQUEUSES
IV.l. Le potentiel normal du couple Mg/Mg donné par les tables

est Eo -2,36 V à 25°c.
a) On plonge une lame de magnésium décapée dans une eau

désaérée. Dire, en le justifiant, à quelle réaction chimique on doit
s'attendre. Ecrire sun équation.

b) En fait, aucune réaction spectaculaire ne se produit. Une
lame semblable plongée dans une solution de 0,1 mol. dm-3 d'acide
chlorhydrique provoque une légère réaction.

Pourquoi cette réaction n'est-elle que faible ?
c) En touchant la lame de magnésium avec un clou en fer,

on observe un dégagement gazeux intense sur le clou et, au bout d'un
certain temps, la disparition de la lame de magnésium.

Expliquer ces observations à l'aide de courbes intensité -potentiel.
ci) Interpréter le fait que, dans l'expérience précédente, le fer

n'est pas attaqué. En déduire une application pratique du magnésium.
e) Les gilets de sauvetage en mer sont équipés de piles au

magnésium (le magnésium constituant le pôle négatif).
Expliquer pourquoi ces piles sont conservées à l'état sec et pour

quoi, au moment de l'utilisation, on doit y faire entrer l'eau de mer.

IV.2.
a) A 25 °c, on fait varier le pH d'une solution aqueuse de

10-2 mol. dm-3 de chlorure de magnésium, la variation de volume étant
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négligeable. A partir de pH = 9,5 on observe la formation d'un
précipité.

Quel est ce précipité et quel en est le produit de solubilité ?
On rappelle que le produit ionique de l'eau à 25°C est égal à
= l0-'.

b) Quelle est la valeur théorique du potentiel normal apparent
du couple Mg/Mg à pH = 11?

On prendra 2,3 RT/F = 0,06 V à 20°C.

e) Tracer le diagramme potentiel-pH théorique du couple
Mg /Mg dans l'intervalle de pH [0, 14] pour une solution de 10-2 mol.
dm-3 de chlorure de magnésium.

On prendra : I cm pour représenter 0,02 V en ordonnée,
1 cm pour représenter t unité pH en abscisse.

d) Définir les termes corrosion, immunité, passivation.
Placer leur zone d'existence sur le diagramme précédent.

e) On peut obtenir la passivation du magnésium par anodisation.
Quel est le principe de cette méthode ?

TROISIÈME PARTIE

I. SYNTHESE ET DOSAGE D'UN COMPOSE ORGANOMAGNESIEN
Le bromoéthane, dans l'oxyde de diéthyle, réagit sur le magnésium

selon la réaction




C2H5Br + Mg = C2H5MgBr.
1.1.

a) Faire un schéma du montage expérimental utilisé au
laboratoire.

b) Cette synthèse nécessite une protection contre l'atmosphère
ambiante.

Expliquer pourquoi. Comment peut-on réaliser pratiquement cette
protection ?

1.2. On a réalisé une synthèse d'éthylmagnésium en faisant réagir
du bromoéthane (21,8 g) et un excès de magnésium, le solvant étant
l'oxyde de diéthyle. Le volume de la solution magnésienne obtenue est
dc 180 cm3. Pour la doser, on en prélève 5 cm3 qui sont versés dans
10 cm3 d'acide chlorhydrique 1 mol. dm-3, contenant de la phénol
phtaléine. On observe le virage de l'indicateur acido-basique quand on
a ajouté 4,6 cm3 de soude 1 mol. dm-3.

a) Calculer le titre du magnésien.
b) Calculer le rendement de la synthèse sachant que les masses

molaires atomiques (g. mol-') sont H : 1,0 C 12,0 Br 79,9.
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II. REACTIONS AVEC LES DERIVES CARBONYLES
11.1. On fait réagir le bromure d'éthylmagnésium sur l'éthanal.

a) Quel produit A obtient-on ?
b) Proposer une écriture pour la mécanisme de cette reaction.
c) Quel produit B obtient-on quand on hydrolyse A par une

solution de chlorure d'ammonium ? Ecrire la réaction.

11.2. On fait réagir le bromure d'éthylmagnésium sur la pentène-3
one-2.

Après hydrolyse, on obtient un mélange renfermant 75 % de méthyl-4
hexanone-2, F et 25 To d'un produit D, isomère.

a) Donner le nom et la formule développée de D.
b) Expliquer la formation de F et proposer un mécanisme de

réaction.
c) On veut caractériser la cétone F. Proposer et décrire un test

chimique; écrire la réaction mise en jeu.
ci) On peut taire la synthèse de la cétone éthylénique de départ

à partir de J'éthanal et de la propanone. Ces deux produits réagissent
entre eux en présence de soude diluée; le produit G obtenu est trans
formé en pentène-3 one-2 par traitement en milieu acide.

Donner le nom et la formule développée de G.
Expliciter le mécanisme de la réaction donnant G.

III. SYNTHESE INDUSTRIELLE DU PHENYL-2 ETHANOL

111.1. La première synthèse industrielle du phényl-2 éthanol, utilisé
en parfumerie pour son odeur de rose, a été réalisée en faisant réagir
le bromure de phénylmagnésium sur le chloro-2 éthanol. Quel est le
type de la réaction du phénylmagnésium sur l'halogénure d'alkyle?

Pourquoi faut-il deux équivalents de magnésien?
Ecrire l'équation réactionnelle.
111.2. La méthode la plus récente consiste à faire réagir l'époxy-1,2

éthane (oxyde d'éthylène) et la benzène en présence de chlorure d'alu
minium. Après hydrolyse, on obtient le phényl-2 éthanol.

a) Préciser le type de la réaction sur le benzène et son
mécanisme.

b) Comment prépare-t-on l'oxyde d'éthylène dans l'industrie?
Préciser les réactifs et le catalyseur.

QUATRIÈME PARTIE
Les liaisons peptidiques adjacentes à un groupe NH2 libre peuvent

être hydrolysées par une enzyme, la leucine aminopeptidase, si celle-ci
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est activée par Mg2+, libérant l'acide aminé N-terminal de la protéine
traitée.

La réaction d'hydrolyse est catalysée par le complexe C formé par
l'enzyme et son cofacteur Mg2+ (on supposera par la suite que toute
l'enzyme est complexée par Mg2+).

I. CINETIQUE ENZYMATIQUE
La réactivité de l'enzyme est déterminée par la réaction de la L

leucine amide A (méthyl-4 amino-2 pentanamide)
RCH (NH;2) CONH2 + H20 RCH (NH2) CO2H f NH3.

Le déroulement cinétique peut s'interpréter par le schéma suivant
A + C -s I constante de vitesse k1

I -s A + C constante de vitesse k_1
I + H20 -s P + P' + C constante de vitesse k2

I est le complexe intermédiaire; P et P' représentent la leucine et l'am
moniac. Dans la période initiale, on peut négliger la réaction inverse
de l'étape d'hydrolyse. On prendra l'activité de l'eau égale à 1.

1.1.




a) En supposant réalisées les conditions de l'état stationnaire
pour I, exprimer la concentration [I] et la vitesse de réaction
V = d [P]/dt en fonction de [A] et de [C]0, concentration initiale
de l'enzyme.

b) Quelle est l'allure de la courbe V = f ([A]) ?
c) Montrer, en explicitant Vm et KM, que l'expression de la

vitesse peut s'écrire sous la forme
1 1 KM 1

V Vm Vm [A]

1.2. On a mesuré la vitesse initiale dans plusieurs expériences dif
férant par la concentration de la L-leucine amide, les autres conditions
restant inchangées : enzyme activée en présence de MgC12 (5 lO- mol.
dm-3) ; pH 8,4; b = 25 °C.

[AI O . 103/mol.dm 3,33 1,67 0,83 0,67 0,50

V0/unité arbitraire 0,284 0,182 0,102 0,083 0,066

a) Représenter - en fonction de
V0 [A]0
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On prendra comme échelles
en ordonnée 1 cm = 1 [unité arbitraire]-'
en abscisse 1 cm = 102 mol-'. dm3.

b) Evaluer Vp, et KM.

e) Quelle est la signification physique de Vp,?




Vp,
d) Pour quelle valeur de [A]0, observe-t-on que V, =




2
Que représente KM si k_, » k2 ?

II. PROPRIETES ACIDO-BASIQUES
Pour mesurer la vitesse initiale de la réaction précédente, le pH

est maintenu rigoureusement constant par addition continuelle, à l'aide
d'une microseringue, d'une solution aqueuse d'acide chlorhydrique de
concentration 1 mol. dm-3. La connaissance du volume ajouté, négli
geable par rapport au volume total du système réactionnel, permet
de connaître l'avancement de la réaction à un instant donné. La ciné
tique est étudiée à 25 'C, dans un milieu maintenu à pH = 8,4.

11.1. Pour la L-leucine (acide méthyl-4 amino-2 pentanoïque), don
nai la structure de la forme acido-basique prépondérante dans les
trois domaines de pH que l'on précisera (pK,1 = 2,3; pKa, = 9,8).

112.




a) Montrer que, pratiquement, la fonction acide carboxylique de
la L-leucine est complètement déprotonée à pH = 8,4.




[RNH3+]
b) calculer les taux de protonation h =

([RNH2] + [RNH3--])
pour les deux fonctions amines dans la leucine amide (h,) et la leu
cine (h2) et pour l'ammoniac (h3) ; on établira d'abord la relation
générale h = f (pH, PKa).

On donne pKa = 7,9 et 9,2 pour les acides conjugués de la leu
cine amide et de l'ammoniac.

11.3. Faire le bilan des échanges protoniques (pertes et gains)' lors
de la réaction d'hydrolyse de la leucine amide et montrer que la
vitesse de réaction s'écrit

cl [P] î [HC1]0 dX
V= =

cit (h2+h3-h,-1) G)) cit
où : 6e = volume total du milieu réactionnel,

[HC1]0 concentration de la solution d'acide chlorhydrique ajoutée,
IX volume d'acide chlorhydrique ajouté pendant le temps cit.
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III. STEREOCHIMIE
111.1.

a) La L-leucine possède la configuration S. Donner une repré
sentation stéréochimique de cette molécule, en utilisant les conventions
de Cram.

b) Quelle est la signification de la lettre L précédant le mot
leucine?

111.2.
a) On considère le dimère de la L-leucine.

NH2 - CH - CO-NH- CH- CO2H
iBu iBu (iBu = méthyl-2 propyl).

Préciser la configuration des deux carbones asymétriques dans cette
molécule.

b) Si on synthétisait ce dimère à partir de leucine racémique,
combien de stéréoisomères obtiendrait-on ? Préciser pour chaque
couple de ces composés la relation de stéréoisomérie qui le caractérise.
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SOLUTION

Comme l'annonce le préambule, le large balayage des connais
sances en Chimie des candidats que veut être ce sujet, a pour
support le magnésium. Il repose sur des exemples concrets, sou
vent liés à la vie courante, conformément à la manière actuelle
et vraiment intéressante d'aborder l'étude de la Chimie.

PREMIÈRE PARTIE
L'ELEMENT, L'ATOME DE MAGNESIUM

I. La structure électronique de l'atome de magnésium est
1 s2 2 s2 2 p6 3 2 (seul l'atome est caractérisé par cette structure
électronique, et pas l'élément).

Le cation Mg2+ a bien sûr 12 protons dans son noyau Z = 12.
2. a) Le texte lu se traduit par

24 4 A, 1 2712 Mg + He - Si + n donc Si.

b) AE = C2 AM.
Am = 11,0087 + 26,9770 - 4,0026 - 23,9850 = 0,0019 u.

= (3 108)2. 0,0019 10-i = 1,71 1011 J. mol-'
= 1,71108 kJ. mol-1.

Comme l'énergie libérée par une réaction chimique est de
l'ordre de la centaine de kJ. mol-', il y a donc un facteur 10e.

Enucieaire = 106 Echimique

3. Il ne faut pas assimiler élément chimique et corps simple,
ni confondre élément chimique et atome. L'élément chimique est
caractérisé par Z le nombre de protons et peut avoir un nombre
Z' d'électrons différent de Z.

Si Z = Z', c'est le cas particulier de l'atome. L'élément
chimique recouvre l'atome et ses isotopes, le corps pur et éven
tuellement les variétés allotropiques et toutes les combinaisons
chimiques. Dans la réaction chimique, l'élément se conserve; pour
chacun, le numéro atomique nombre de protons est invariant.



70 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

a) Les propositions 10 3 40 sont fausses.
1° c'est le métal magnésium qui fond à 923 K,
3° c'est l'atome de magnésium qui possède 12 électrons,
4° c'est l'isotope 24 qui a 24 nucléons.

b) Le langage courant ne fait pas la distinction entre
élément et corps simple, ce qui peut provoquer des confu
sions. Dans 1° c'est l'élément magnésium qui est contenu dans
le cacao sous forme d'ion Mg2+ et non le magnésium métal.

Par contre, en 2°, il s'agit du métal magnésium. La nomen
clature actuelle appelle le dioxygène, le corps pur, permettant
ainsi de lever l'ambiguïté et la confusion dans le langage entre
élément et corps simple.

c) Le corps simple est le composé ne contenant qu'un élé
ment. L'élément est l'invariant dans les réactions chimiques carac
térisé par le nombre de protons dans le noyau.

DEUXIÈME PARTIE

I. STRUCTURE CRISTALLINE DU MAGNESIUM
1.1. Dans un empilement compact, les atomes centrés en A, B

et C (assimilés à des sphères) sont tangents

--b c

a
AH h =

2
2 a\/3

AI=-h=
3 3

AB2 = AI2 + TB2,




c 2\/2
a2 = a2/3 + c2/4 - = = 1,633.

a
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1.2.




- V volume d'une maille,a -
y m masse des atomes d'une maille.

Le nombre d'atomes par maille est
1

n - 1 + 8 X - = 2,
8

leur masse




M 2x24,3
m---n= g.

NA 6,02 ion




,2 ~3
Le volume de la maille est : V = a h c = c, d'où

2
4M

NA a2 c
= 1750 kg. rn-3.

b) L'emploi du magnésium permet un allégement.
Pour un même volume




mFe
mMg = QMg V QMg




QFe
QFe

mFe = mMg




QMg
/ QFe

Am = mMg (




QMg 1),
Am = 101 kg,

ce qui permet de transporter une personne en plus.

II. ALLIAGES MAGNESIUM-ALUMINIUM
11.1. Le domaine est celui d'une phase solide, c'est une

solution solide, de substitution étant donné les valeurs proches
des rayons atomiques du magnésium et de l'aluminium.

Le réseau cristallin est celui de l'aluminium c f c
a

rMg - = 1,60 A > rAI = 1,43 Â
2

la substitution de l'aluminium par le magnésium dilate la maille,
donc a"> 4,04 A.
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11.2. Les composés définis sont de formule MgA1
X y

(1) 40 % Mg - = -, ce qui conduit à Mg2A13.
40 60

X y
(2) 58,62 % Mg t = , avec x 17.

58,62 41,38
On obtient : Mg17Al.
On ne peut pas prévoir leurs structures cristallines.

11.3. Les phénomènes observés sont les suivants
- le liquide (mélange homogène Al -Mg) se refroidit,
- vers 600'C apparaît une deuxième phase, le solide , solution

solide d'aluminium dans le magnésium ( 97 % Mg),
- le mélange hétérogène liquide-solide continue à se refroidir

jusqu'à environ 500'C. La quantité de phase solide augmente
aux dépens de la phase liquide. Les deux phases s'enrichissent
en aluminium,

- de 500 à 410°c, la phase solide, qui existe seule, se refroidit.
Cette solution solide d'aluminium dans le magnésium conserve
toujours la même composition (91,8 % Mg en atomes).

11.4.




liquide homogène,
liquide homogène + solide (eutectique mélange hété
rogène des deux phases et y),

mélange hétérogène des deux phases et y dont la
composition ainsi que les proportions varient légère
ment au fur et à mesure que la température s'abaisse.
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III. MAGNESIUM DANS LA METALLURGIE
DU ZIRCONIUM

On étudie la réaction ZrC14 + 2 Mg = 2 MgC1 + Zr.
111.1.

a) AG° = AH, - T. ASO.
AG° = f (T) est une droite si AH' et AS' sont indépendants

de la température dans l'intervalle considéré.

b) à 331'C ZrCI4 sublime,
- passer de l'état solide à l'état gazeux augmente l'entropie

S° (ZrCL4) / donc AS' \ et comme la pente vaut - AS', elle
augmente;
- AsubH0 >0; ;A1H° (ZrCI4 g) = AfH0 (ZrC1 ) + AbH°

donc AHO1 (ZrC14) / et AHO N; comme l'ordonnée à l'origine vaut
AHO, elle décroît.

111.2.
a) Une erreur de 1 000 s'est glissée dans le texte, en réa

lité il faut lire ASO = -0,137 kJ. K-1. mol-l)
-AH, = A1H° (Zr) + 2 AfH0 (MgCl2 ,)-2 A1H0 (Mg,) - A1H0 (ZrCL g)
AH' = 2 A1H0 (MgCI2 ) +

2 A,H0 (MgCI2) -2 Afu$H0 (Mg)- A,H0 (ZrCL, ) - A5bH° (ZrCJ4)
d'où : AH' = -340 kJ.mol-1,

AGO = -193 kJ.mol-1.

b) AG = AG° -RTlnpzci4.
AG est la différence d'enthalpie libre entre, d'une part,

1 mole Zr + 2 moles MgCl2 et, d'autre part, 1 mole ZrCI4 à
Pzrci4 + 2 moles Mg.

AG (- où est l'avancement de la réaction.
\ iJP,T

AG indique l'écart par rapport à l'équilibre et le sens d'évo
lution spontanée (-AG est appelée affinité chimique).

111.3.
a) La réaction est spontanée si AG < 0, ce qui est le

cas ici:




AG AG° -RT In PZrcl4
- 193 + 20,5 = - 172,5 kJ. mol-'

AG est constante et négative.
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b) PZrCI4 étant maintenue constante, égale à 0,1 atm.,
AG est constant et négatif. La réaction se poursuit jusqu'à épui
sement du magnésium (compte tenu des hypothèses).

IV. MAGNESIUM ET SOLUTIONS AQUEUSES
IV. 1.

a) E0Mg2/Mg E0Ho,Ii2.
- 2,36 V -0,42 V (pH - 7).

On doit donc s'attendre à la réduction de l'élément hydro
gène de l'eau par Mg : /

Mg +2 H2O -* Mg2+ + H2 + 2 OH.

b) à pH - 1 E0H3o*,H2 = -0,06 V » E0Mg*/Mg : la réac
tion entre Mg et H3O est thermodynamiquement très favorisée.

La faible réactivité est due à des facteurs cinétiques; la
surtension du dihydrogène sur le magnésium est importante.

c)




7+

+

4wÇut,

est un courant très faible, la réaction est très lente,
(1 est un courant plus intense, la réaction est plus rapide.

d) 'y est un courant très faible.
Le magnésium est utilisé comme anode sacrificielle dans la

protection électrochimique du fer.
[On peut aussi considérer la formation de la pile galvanique

O Mg anode Mg - Mg2+ (oxydation),
Fe cathode H20 .- H2 (réduction)].
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e) Bien que la réaction soit lente, le magnésium finirait
par être attaqué par l'eau avant l'emploi.

Le fonctionnement d'une pile nécessite un électrolyte.
L'eau de mer qu'on fait pénétrer au moment de l'emploi,

ferme le circuit et la pile peut débiter.

IV.2.
a) Le précipité formé est Mg (OH)2.

= [Mg2-'-] [OH-]2
K5 = 10_11.

b) E = F0 + 0,03 1g [Mg2+].
Quand il y a précipitation de Mg (OH)2

K5
E = E0 + 0,03 1g

[OH-12
d'où : E0 E0 -0,03 pK5 + 0,06 pOH à pH = 11 (pOH 3)
E0 = -2,51 V.

c)
[Mg2-'-] = 10_2 M01.1-1.

MroioK
\




V

o Is jLf

pH <9,5 E = -2,42V,
pH> 9,5 : E = - 1,85-0,06 pH.
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d) La corrosion existe quand a lieu le passage métal -p
cation; l'immunité quand ce passage est thermodynamiquement
impossible. La passivation consiste à arrêter l'attaque du métal
par formation d'une couche protectrice (oxyde, hydroxyde, carbo
nate, fluorure...).

Le diagramme précédent donne leur domaine d'existence.

e) L'anodisation consiste en l'oxydation anodique du métal
donnant un dépôt protecteur d'oxyde ou de fluorure selon cer
taines conditions.




TROISIÈME PARTIE

I. SYNTHESE ET DOSAGE
D'UN COMPOSE ORGANOMAGNESIEN

I.1.
a)

I
L' (

b) C2H5MgBr réagit sur H20, CO2 et 02 atmosphériques.
Pour protéger le magnésien, on doit faire sa synthèse sous

atmosphère inerte de diazote ou d'argon sec.
Une simple protection contre l'humidité est réalisée avec un

tube desséchant à CaCl2.

1.2.
a) Il s'agit d'un dosage en retour

C2H5MgBr + H30+ - C2H6 + Mg2+ + Br- + H20
c5103 n1
H30+ + 0H- -* 1120
fl2 1"4,6"10

avec : n1 + n2 = 1 10 1O- mol,
c concentration du magnésien.
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Comme: fli+fl2= 1025l0-3c+4,610-3,
c = 1,08 mol. 1.

b) Le nombre de moles de magnésien formé est
n = 0,180 1,08 - 0,194 mol

alors que le nombre de moles de bromoéthane au départ est

21,8
n' = 0,200 mol.

79,9+29
Le rendement est donc

r = n/n' 0,97 soit 97%.

II. REACTIONS AVEC LES DERIVES CARBONYLES
11.1.

a)

C2H5MgBr + CH3CHO -* CH3CHCH2CH3 (A)

MgBr

b) On a une attaque nucléophile sur le carbone du car
bonyle. Compte tenu des polarisations des liaisons, on peut
proposer




CH,




8
C= O

/ CH,-CH-0
H -+ I

CH3 - CH2 MgBr
CH3CH2- MgBr8- 8+

En fait, on a la réaction d'une molécule de magnésien sur un
complexe formé entre C2H5MgBr et CH3CHO, où Mg est lié à O
et où le carbone du carbonyle est plus électrophile.

Envisager l'attaque du carbonyle par R- est trop schéma
tique, car il est irréaliste de considérer l'existence d'un carba
nion provenant de la dissociation du magnésien dans l'éther.

c)
RO MgBr + NH4 - R OH + NH3 + M92+ + Br-.

On obtient le butanol-2 (B).
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11.2.




a) D correspond à l'addition normale sur le carbonyle,
qui conduit, après hydrolyse, au méthyl-3 hexène-4 ol-3

CH,

CH3-CH = CH-C-CH2---CH3.
OH

b) F résulte de l'addition-1,4 du magnésien sur I'énone,
dont le système Il est délocalisé et présente deux centres
électrophiles.




/




4 32 1

Le radical éthyle du magnésien peut se fixer en 2 (addition-
1,2) ou en 4 (addition-1,4), conduisant respectivement à D ou F.

CH3
CH = CH




CH3-CH-CH =C-CH3
CH, -CH, C-CH3 -*

\ CH3- CH2 OMgBr
Mg O

Br

H20--+ C2H5CHCH = CHCH3 C2H5CHCH2COCH3
c

I
H3 H CH3
(tantomérie céto-énolique).

c) Pour caractériser F, on peut utiliser sa réaction avec
la dinitrophénylhydrazine.

RCOR' + 02N-<~- NHNH2 02N-<~~- NHN =

NO, NO, R

Dans le réactif (2,4-DNPH), on verse quelques gouttes de
cétone; il se forme un précipité jaune, dont on prend le point
de fusion.
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d) G est l'hydroxy-4 pentanone-2

CR3-CR - CR2 - C- CR3
1 il
OR O

C'est le produit d'une condensation aldolique, dont le méca
nisme s'écrit

CH3COCR3 + ORe CR3COCR3e + R20

ou mieux
CH3COCH2n - CH3C = CR3

0e

R
/

CH,-C

e O ± CR3 C CR2CR CR3
CR3COCR3 il I

O 00

CR3COCR3CRCR3 + R30 CR3COCR3 CRCR3 + OR-

0° OR

III. SYNTRESE INDUSTRIELLE DU PHENYL-2 ETHANOL

111.1. On a affaire à une substitution nucléophile du phényl
magnésium sur l'halogénure d'alkyle.

La réaction nécessite deux équivalents de magnésien, l'un
pour la substitution nucléophile, l'autre pour la réaction acide
base avec la fonction alcool.

2 C6R5MgBr + C1CR3CR3OR -* C6H3CR2CR3OMgBr
+ C6R6 + j MgBr2 + MgCl3.

111.2.
a) La réaction sur le benzène est une substitution

électrophile




e e
CR3- CR3 + A1CI3 CR3CR3O AlCl3
\ 11,
0



80 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

+ !H2CH2O ilCl3 -
H

CH2CH2O Aid,

- '- CH2CH2O A1CI2 + HC1

CH2CH2OH
H20

b) Dans l'industrie, on prépare l'époxyéthane par réac
tion entre l'éthylène et l'oxygène, en présence d'un catalyseur (Ag
ou Ag20), vers 4001C.




QUATRIÈME PARTIE

I. CINETIQUE ENZYMATIQUE
1.1.




d [I]
a) = k1 [A] [C] - (k_1 + k2) [I] = O (état station-

dt
flaire pour I).




[C]0 = [C] + [I].
Il en résulte




k1 [A] [C]0
[I] =

(k_1 + k2) + k1 [A]

d [P] k1 k2 [A] [C]0
V= =k2[I]=

dt (k-1+k2)+k1[A]
b) Allure de la courbe V = f ([A])

[A]=0; V=0
[A] - 00; V -+ k2 [C]0.

v.




LA1
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c) De a), on tire
1 1 k1+k2 1 1 KM

+ " =-+
V k2 [C]0 k1 k2 [C]0 [A] Vin Vin [A]

avec : Vin = k2 [C]0,
k_1 + k2

KM=
k1

1.2.
a)

(mol'. dma) 300 599 1205 1493 2000
[A]0




(unité arbitraire)-' 3,52 5,49 9,80 12,05 15,15
vo




- O .-1000 1°o

b) V,,1 = 1/(1/V0)0 = 0,71 u. a.,
KM = 1/(1/[A]0)0 = 5 10-3 mol. dm-3.

c) Vm est la vitesse initiale maximum.
Vin

d) Quand V0 = ,on a : [A]0 = KM.
2

k_1
Si k_1 » k2, KM = c'est-à-dire, la constante de dissocia-

k1
tion du complexe enzymatique I en A et C.

II. PROPRIETES ACIDO-BASIQUES
11.1. Pour l'équilibre de dissociation d'un acide faible

AH + H20 o A- + H30,
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[A-]
on peut écrire : log = pH- pKa,

[AH]
quand pH <pK, AH est prépondérant,
quand pH > pKa, A-- est prépondérant.

Les formes prépondérantes pour la L-leucine (R = iBu) sont
+
NH3-CHR-CO2H si pH <2,3
+
NH3-CHR-C02 si 2,3<pH<9,8

NH2-CHR-C02- si pH >9,8.
11.2.

[R'C02-]
a) =10'0 _ 106.1 avec R' = iBu CH -

{R'CO2H]
-NH3

La fonction acide carboxylique de la L-leucine est pratique
ment complètement déprotonée.

Remarque.
(Il existe aussi une partie (- 4 %) de carboxylate déprotoné

NH2CH (iBu) CU2-).




[RNH3+]
b) h

[RNH2] + [RNH3]
1 1

1 + {RNH2]/[RNH3+] 1 + 10p11-pK

A pH = 8,4, on a
h1 - 0,24 pour la leucine amide,
h2 = 0,96 pour la leucine,
h3 = 0,86 pour l'ammoniac.

c) Pour une mole de A transformée en P, x moles de H3U
sont consommées.

ç(l - h1) NH2CHRCONH2 x H3O (1 - h2) NH2CHRCO2I Ç(1
- h3) NH3

+ +H20
h1 + NH3CHRCONH2 h2 + NH3CHRCO2- h3 + NH4

-h1 H3U+ ' (-1 + h2 + h3) H3U+
NH2CHRCONH2 + H2U NH2CHRCO2H + NH3
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d'où




x = -hl +h2+h3-1.
Pendant le temps at, G)) d [P] moles de P formées ont néces

sité [HC1]0" dX moles H30. Il en résulte
a [P] 1 [HCI]0 aX

v= = -____
at -h1+h1+h3-----l G)) at

III. STEREOCHIMIE
111.1.

a) La L-leucine de configuration S a la structure suivante

(3) (CH,), CHCH2
C------H (4)

(1) NH, CO2H (2)

En effet, selon Cahn, Ingold, Prelog, on classe les substituants
du carbone asymétrique dans l'ordre (1) (2) (3) (4). En regar
dant la molécule selon l'axe C* -(4) (en arrière), on passe de
(I) à (2), puis (3) en tournant dans le sens inverse de celui des
aiguilles d'une montre.

b) L se rapporte à la représentation de Fischer (groupe
NH2 à gauche) et n'a pas de rapport avec le pouvoir rotatoire.
[Pour désigner une substance lévogyre, on utilise 1 ou

CO2H CO2H R
NH,

_f_H
NH2t$c2H

R It NH2 CO2H

111.2.




a) Le dimère de la L-leucine est l'isomère SS
* (I) * (2)

NH2 CH CO NH CH CO2H
iBu iBu

Par rapport à la L-leucine, le carbone (1) (CO2H changé en
CONH) garde la même configuration S, de même que le car
bone (2) (NH1 changé en NHCO).

b) A partir de leucine racémique, on peut obtenir
quatre dimères stéréoisomères RR, RS, SR et SS.
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Entre RR et SS, on a une relation d'énantiomérie, de même
qu'entre RS et SR.

Chacun des quatre autres couples d'isomères est caractérisé
par une relation de diastéréoisomérie.

Claude DUBOC-CHABANON
(Université P.-et-M.-Curie, Paris VI)

et Pierre FELLMANN
(Université Paris VII).
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C.A.P.E.S.

SESSION DE 1986

Option : Physique et Electricité appliquée
COMPOSITION D'ELECTRONIOUE, ELECTROTECHNIQUE

AVEC APPLICATIONS
(Durée : 4 heures)

Les candidats devront indiquer sur les copies la numérotation
exacte des questions traitées et respecter les notations de l'énoncé.

Il est recommandé de lire complètement le sujet car de nombreuses
questions peuvent être abordées sans que les précédentes aient été tota
lement résolues (notamment II, III et IV).

Il sera tenu le plus grand compte des qualités d'exposition et de
soin.




ETUDE D'UN ASSERVISSEMENT DE VITESSE
DE SERVO-MOTEUR

L'objet du problème est d'étudier le fonctionnement des divers
éléments d'un asservissement de vitesse dont le schéma fonctionnel est
décrit par la fig. 1.




Régulateur

_Hit__

cpteor
transmetteur -

consigne continu

m




esure




F1
I. ETUDE DU PROCÉDÉ : MOTEUR

1.1. Etude simplifiée.
On utilise un moteur à courant continu, bipolaire, à excitation

indépendante, avec commande par l'induit; le circuit inducteur est
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\
.
--c

~Îu(t

[Ii

D

w (t)

Fig. 2 a. Fig. 2 b.

Selon l'AFNOR Autre schéma

Schéma de l'amplificateur opérationnel.

alimenté par une alimentation stabilisée fournissant un courant d'in
tensité 1 A, ce qui est suffisant pour en assurer la saturation.

1.1.1. Indiquer l'intérêt d'un tel type de commande.

1.1.2. L'induit du moteur en rotation peut être simulé par le
dipôle simplifié (r, e'), cf fig. 2 a.

Rappeler les expressions de la f.c.e.m. e' en fonction de la vitesse
angulaire w (en rad/s) ainsi que celle donnant le moment du couple
électromagnétique T en fonction de l'intensité absorbée j (on néglige
les pertes mécaniques et les pertes fer du moteur).

r : résistance interne de l'induit; r - 4 IL
1.1.3. On désigne par T le moment du couple résistant imposé

par la charge entraînée. On désigne par T1 le moment du couple de
frottements (pour ce type de servo-moteur, les frottements secs sont
importants et à vitesse moyenne on peut négliger les frottements
dépendant de la vitesse).
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Le moment d'inertie équivalent à l'ensemble des parties tournantes
est note J.

Etablir l'équation différentielle liant w (t) à u (t).
Montrer qu'elle peut se mettre, dans le cas où T,. = O, sous la

forme




dw
= K(u-U0)dt

où UØ représente la tension de seuil de démarrage. Exprimer littérale
ment U0, K et t.

1.1.4. Identification du moteur.
La vitesse angulaire w n'étant pas directement accessible, le moteur

est couplé à une génératrice tachymétrique fournissant une tension u
proportionnelle à w (cf. fig. 2b). En particulier u = 2,6 V pour
N = 1 000 tr min-1.

La caractéristique u = f (u) est fournie en annexe (fig. 3 a) pour
3 régimes de fonctionnement du moteur

________
T

TTIt

fiqur 3é} -

3±-




Fig. 3a.
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a) A vide (pas de charge).
b) En charge (la charge étant un frein magnétique).
c) En charge (la charge étant un frein magnétique plus puissant).

Dans tous les cas la charge ne modifie pas J.
Pour le cas a), déterminer numériquement U0 et K.
La réponse indicielle du moteur à un échelon de tension u est

fournie en annexe (fig. 3 b) pour le cas a).

Montrer que son allure confirme l'hypothèse d'étude simplifiée.
En déduire la valeur numérique de 'r.

ALa




li fge lb)

Fig. 3b.

1.1.5. En déduire numériquement les valeurs de J, Tf, et
vérifier que le coefficient de proportionnalité entre T et j est
2,18 10-2 N. m. A-1, tracer l'allure des caractéristiques T = 1(w) pour
les valeurs u = 5 V puis u = 10 V.

Quels paramètres (Pr, K, U9) sont modifiés lorsque le moteur est en
charge? [L'influence de Tr est déterminée à partir de la fig. 3 a)].
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1.1.6. Donner l'expression de la fonction de transfert HM '(r') =
w(p)

en notation de Laplace, autour d'un point de fonctionnement
u' (p)
correspondant à u' = u - U0 > O.

NB. - On supposera nulles les conditions initiales sur w et u'
qui représentent de petites variations autour d'un point de fonction
nement défini par w et u'.

1.2. Etude complète.
On s'intéresse maintenant à un modèle r, 1, e' de l'induit du moteur

où 1 représente l'inductance de l'induit.
1.2.1. Etablir la nouvelle équation différentielle liant w (t) à

u (t).




1.2.2. Autour d'un point de fonctionnement (w, u'), donner
W* (p)

l'expression de la fonction de transfert 1'M (p) = dans le cas
u` (p)

d'un moteur à vide.
1.2.3. Montrer que si t est inférieure à une valeur limite tm'

que l'on calculera numériquement, cette fonction de transfert peut se
mettre sous la forme




K
H'M(p) =




(1 + 'r1p)(l + _C2 P)
Evaluer littéralement 'ri et 'r2.

1.2.4. Calculer numériquement et 'r2 pour t = 1rn
1.2.5. Dans la pratique t = I mH. Déterminer numériquement

, et 'r2. Conclusions?

II. ETUDE DE L'ACTIONNEUR
2.1. Etude théorique d'un hacheur série.
Le schéma de principe du montage est représenté à la fig. 4.

r---

K L
L

)
Hacheur O U

(idéale)




Récepteur
Fig. 4
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On fait les hypothèses suivantes
- le hacheur est un interrupteur parfait dont on peut commander

l'ouverture et la fermeture;
- la diode D est idéale;
- le récepteur est constitué du moteur (E', r = 0, 1 = 0) et d'une

bobine parfaite d'inductance L;
- E) E'.

2.1.1. On se place en régime permanent et EN CONDUCTION CONTI-
NUE dans le récepteur.

Les ouvertures et fermeture de K sont périodiques de période T.
On choisit l'origine des temps t = O telle que, pour la première

période étudiée
t E ]0,'fr[:K fermé 'è

= - est appelé
t E ] i&, T [ K ouvert T rapport cyclique.
2.1.1.1. Soit 11 la valeur moyenne de u (t). Exprimer U en

fonction de E' (on rappelle que l'on se trouve en régime permanent).
2.1.1.2. Représenter u (t) et déterminer sa valeur moyenne U

en fonction de E et . Entre quelles limites peut-elle varier (si a varie
entre O et 1) ?

Déduire des deux expressions de U la relation qui doit exister
entre E, E' et a..

2.1.1.3. On appelle
I la valeur minimale de j (t)




lorsque t varie.
'M la valeur maximale de t (t)

Déterminer l'expression de l'ondulation AI = I - I, en fonction
de a, E, T, L.

Pour quelle valeur de a cette ondulation est-elle maximale et
quelle est alors son expression? Comment pourrait-on réduire AIx?

2.1.2. On se place en régime permanent et EN CONDITION DIS
CONTINUE.

La conduction est donc maintenant discontinue c'est-à-dire que le
courant i (t) s'annule avant la fin de chaque période T.

Pour la première période, on a donc : condition initiale i (t =0) = 0.
t E]0,O[, K fermé, i e0
t E I 'è, 'è' f, K ouvert, t O
t E ]'è'Tf, K ouvert, i 0.

On notera l = -.
T

2.12.1. Exprimer U en fonction de E'.
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2.1.2.2. Représenter u (t) et déterminer sa valeur moyenne Ti
en fonction de E, a, E', (3.

En déduire la relation existant entre E, a, E', (3.
2.1.2.3. Soit 'M la valeur maximale de i (t) lorsque t varie.

Déterminer l'expression de 'M'
2.1.2.4. Calculer T : valeur moyenne de i (t) en fonction de

E, E', a, T, L.

2.1.3. Valeur moyenne de j (t) à a et E' variables.
2.1.3.1. On veut déterminer T à la limite de conduction

continue, a a alors une expression simple en fonction de E et E'.
Montrer à partir de la relation trouvée au 2.1.2.2. que cette expres
sion simple de a est la même que celle trouvée au 2.1.12.

En déduire T = f (E, E', L, T) à la limite de conduction conti
nue. Tracer la courbe représentative de l (E') dans ce cas (L et T
étant fixés).

2.1.3.2. Tracer dans le même repère ï (E') en régime quel-
1 1 3

conque pour a = -, -, -. Indiquer les zones de conduction
4 2 4

continue et de conduction discontinue.
2.1.3.3. Quel type de conduction présente un intérêt dans le

cadre d'une commande par l'induit?
2.1.3.4. Quel est alors l'inconvénient de ce dispositif en cas

de régime transitoire?

2.2. Réalisation à transistor.
Le schéma de principe du montage est représenté à la fig. 5. Le

circuit de commande de la base sera étudié à la question 3. La valeur

JZJ . Circuit de
D D commande(idéale) de la base

1()




Fig. 5

de L a été choisie de telle manière que AI O, donc le courant dans
la charge sera supposé constant (égal à I).
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1B

'60




t,, T t

Fig. 6
La fig. 6 donne le graphe de IB(t).

iBo a une valeur telle que T est saturé; on a alors

')CE = VCE sat.
Si 1B ° tc = 'Cm 0-

2.2.1. En négligeant les temps de commutation des transistors,
représenter 1(t) et i0 (t).

2.2.2. En supposant maintenant que i, croisse linéairement au
déblocage après un temps de retard td et décroisse linéairement au
blocage après un temps de stockage t, représenter i (t), i, (t), vc(t)
Puis PT (t) : puissance consommée par le transistor (on néglige la puis
sance consommée par le circuit « base »).

2.2.3. On appellera tm le temps de montée de 1c (t) et t1 son
temps de descente (définis à 0% et 100 % de la valeur finale).

Exprimer la puissance moyenne P consommée par le transistor.
Lorsque T diminue, comment évolue P? Qu'en concluez-vous?

2.3. Circuit de commande du transistor.
On utilise un circuit intégré type NE 555 dont le schéma équiva-

lent interne est donné fig. 7.
8




R
-




J6 + Inverseur
R Q 1 --oSortie S

+




00 K
2 -




7
R




I (Masse)
Pig. 7



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 93

Le transistor T fonctionne en bloque-sature et on suppose
VCE sat. O.

Les comparateurs (1) et (2) donnent en sortie
niveau logique 1 si s (ou e') > O
niveau logique O si s (ou s') <O

et ont des courants d'entrée nuls.
Le schéma du montage réalisé est représenté fig. 8.

NE 555

. _ÏJ

2 I




777L
Fig. 8

La table de vérité d'une bascule JK eest rappelée ci-après

J K
o o Q,,
o t o
I O I
I I :

2.3.1. C est supposé déchargé.
A t = O, on ferme K; à t = 0+, que vaudront J et K? Donc Q et S?
Quel sera l'état de T et que se passera-t-il pour UC?
Expliquer l'évolution de uc et de S par la suite (faire les graphes

de ttc(t) et s (t) pour t> 0).
2.3.2. Lorsque le régime permanent est établi, déterminer la

durée de S à l'état haut puis de S à l'état bas (durées exprimées en
fonction de RA, RB, C).

En déduire la fréquence du signal de sortie et le rapport cyclique
de ce signal.
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Entre quelles valeurs extrêmes peut-il varier? (On pourra à RA
fixe faire varier RB, puis à RB fixe faire varier RA.)

2.4. Que pensez-vous des avantages et des inconvénients de la com
mande étudiée aux 2.1., 2.2., 2.3. pour une utilisation sur un servo
moteur
- en régime permanent;
- en régime transitoire.

2.5. Commande linéaire.
On utilise le montage de la fig. 9 où le circuit intégré linéaire

fonctionne en régime linéaire.




EL

/7777- 77111 77777777//
Fig. 9

2.5.1. On adopte les hypothèses du composant idéalisé (résis
tance d'entrée infinie, résistance de sortie nulle, amplification interne
infinie).

Justifier l'existence du transistor ballast T.
2.5.2. Donner la relation littérale entre u et uc.
2.5.3. On adopte R = R' = 100 kfl; R" = 50 kIl et Vcc = 15V.

Déterminer numériquement la relation entre u et u.
Dans l'hypothèse d'un composant non idéalisé, justifier la valeur

de ces résistances.
Quel doit être le signe de uc ? Quel est l'intérêt de ce type de

commande linéaire?




III. ETUDE DU RÉGULATEUR
On adopte le montage de la fig. 10, où le circuit intégré est idéalisé

et fonctionne en régime linéaire.
On adopte les valeurs R1 R2 10 kIl; R3 variable.
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R3

U2flu

1

R,

+I.-;'11111117177 777777"

Fig. 10

3.1. Déterminer la relation littérale donnant u en fonction de u1
R3

et u2. On posera A - -.
R1

3.2. Ce montage réalise simultanément la fonction de comparateur
et d'amplificateur-correcteur. Si u1 est une tension positive de consigne,
quel doit être le signe du signal de mesure u2 ?

IV. ETUDE DU CAPTEUR-TRANSMETTEUR
On désire réaliser un ensemble capteur-transmetteur fournissant un

signal de mesure (ou signal de retour) u2 avec l'échelle linéaire
02 = - 10 V N = 3 000 tr mm-'.

On utilise le montage de la fig. 11.

WW Us

Fig. 11

Comment réaliser le bloc W de façon à réaliser la relation désirée ?
(On utilisera un montage à amplificateur opérationnel.)

V. ASSERVISSEMENT DE VITESSE 1 cas du moteur à vide
On réunit les différents éléments suivant le schéma de la fig. 12.
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régulateur + amplificateur
........ ........... .. ' ''____

____
Hi.

r-
------------------j

LLJ.--------J
procédé + capteur-transmetteur

Fig. 12
5.1. Etude des performances statiques du système bouclé.

5.1.1. Pour le schéma de la fig. 12, tracer dans un diagramme
(Ox = - u2; Oy = u) la caractéristique graphique de l'ensemble
procédé + capteur-transmetteur.

Echelle : 1 V 1 cm pour les 2 axes.
5.1.2. Sur le même diagramme, tracer la caractéristique gra

phique de l'ensemble : régulateur + amplificateur.
On prendra u1 = 5 V (ce qui correspond à une vitesse de 1 500 tr

min-1 par définition de l'échelle du capteur-transmetteur).
On prendra successivement A = 1, A = 3, A = 10.

5.1.3. Dans ces 3 cas, déterminer graphiquement le point de
fonctionnement de l'ensemble bouclé. En déduire les 3 vitesses de
rotation N (en tr min-l) pour les 3 amplifications.

Pour ce type de régulation (appelée régulation proportionnelle), à
quelle conclusion aboutirait-on si l'on désirait une précision statique
parfaite ?

5.2. Correction du « statisme «.




u0

+K +

UI + correcteur actionneur ++ u

Fig. 13
Dans la pratique, l'amplification A est imposée par les perfor

mances dynamiques, les conditions de stabilité de la boucle et les
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impératifs de fonctionnement linéaire s'il y a lieu. On ne joue donc
pas sur A pour obtenir un point de fonctionnement correspondant à
la consigne.

On utilise un système appelé correcteur automatique de statisme
fournissant en sortie un signal de commande u exactement adapté
à tout point de fonctionnement désiré.

On aboutit donc au schéma de la fig. 13.
5.2.1. Expliquer le principe et l'intérêt d'un tel montage. En par

ticulier, déterminer la valeur à donner au coefficient constant K' pour
que la valeur de au statisme soit nulle quel que soit le point de
consigne.

5.2.2. On désire réaliser ce montage en modifiant le système
de commande du moteur. Le schéma adopté est celui de la fig. 14.

Uli R

R5

> 00 R'

R5 +

Uc




I,,,",

Fig. 14
Déterminer les valeurs numériques de R4, R5 et e0.
5.3. Etude des performances dynamiques du système bouclé.

5.3.1. Pour le schéma de la fig. 12 (cas du paragraphe 5.1.),
déterminer toutes les fonctions de transfert du système, que l'on
présentera suivant le schéma de la fig. 15. Ce schéma fonctionnel
sera valable autour d'un point de fonctionnement correspondant à
u' = u-U5>O.

TotLes les grandeurs repérées d'un astérisque représentent de
petites variations autour d'un point de fonctionnement.

Montrer qu'on peut ramener le schéma à un schéma fonctionnel
à retour unitaire.



98 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

u1* ,,ç> * I




HiH2HM(p)

I H4 H H3Iu u:
Fig. 15




w*
5.3.2. Calculer la fonction de transfert F (p) = -. Montrer

u1*
qu'elle peut se mettre sous la forme d'un système du premier ordre
dont on exprimera la constante de temps ' en boucle fermée.

5.3.3. Calculer l'amplification A permettant d'obtenir 'c' = 0,1 s.

VI. COMPENSATION DES PERTURBATIONS : cas du moteur en charge
A partir du diagramme établi au 5.1.3., déterminer le nouveau

point de fonctionnement pour A = 3 lorsque le frein magnétique est
mis en fonctionnement (cas b).

En déduire la valeur du facteur de régulation défini par
w'*

k
w*

où w' représente la variation de la vitesse angulaire en l'absence de
régulation (en boucle ouverte avec u est) et w" la variation de la
vitesse en présence de la régulation proportionnelle.

Dans les 2 cas, on envisage le passage de la caractéristique du
cas a au cas b.
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SOLUTION

ETUDE D'UN ASSERVISSEMENT DE VITESSE
DE SERVO-MOTEUR

I. ETUDE DU PROCÉDÉ : MOTEUR
1.1. Etude simplifiée.

1.1.1. Le flux inducteur étant constant, la f.c.e.m. e' du
moteur n'est fonction que de sa vitesse de rotation (proportion
nalité : voir question suivante). Or, e' = u -ri (u tension aux
bornes de l'induit; i courant absorbé par l'induit). Donc, le réglage
de u permet le réglage de la vitesse.

1.1.2. Pour un moteur à courant continu bipolaire, on a
e' = nN(T n vitesse en tr/s,

N : nombre de brins actifs de l'induit,
flux sous un pôle.

(I)
D'où e' = N 'T? = kù). w : vitesse en rd/s.

2x -

La puissance électromagnétique est
e' i

eni = e'i = Toe d'où I = =
O)

T moment du couple électromagnétique.
1.1.3. La relation fondamentale de la dynamique pour un

solide en rotation s'écrit ici
doe

J = TTrT1dt
T1 est constant car on néglige les frottements dépendant de la
vitesse.

D'où
doe

J = kiTcTt
dt




u-e' u-kw
= k( )TrT1 = k --T,-T1.

r r
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Soit




do k2 ku
J -+---o = --T.--T1

dt r r

Jr do u r
----+0 =
k2 dt k k2

* Dans le cas où T,. = 0, on obtient
Jr do u r
-- + o = T1
k2 dt k k2

que l'on peut identifier à l'équation différentielle donnée

do
= K(u-Uo)

dt
avec




Jr 1 rT1
v=- K=- U0=

k2 k k

1.1.4. Pour le cas a) moteur à vide, on a : Tr = O donc,
on a l'équation différentielle établie précédemment

do- -+o = K(u-Uo).
dt

* La caractéristique u5 = f (u) fournie est une caractéris
tique statique, donc

du, do
O -, - = O o = K (u- U0).

dt dt
Uo est donc la tension pour laquelle o = O donc u, = O. On

lit sur le graphe : U0 = 1 V
K est la pente de cette caractéristique (au coefficient de la

génératrice tachymétrique près, donc
10002;t 3,4

K = x K = 45,6 rd 1" V1.
60"2,6 4-l

coeff. de la génératrice Pente de u = f (u).
tachymétrique
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* Réponse indicielle.
La courbe donnée correspond à la réponse d'un système du

premier ordre à un échelon : Us = Us finale (1 - e_tir).
(Cette fonction est en effet solution de l'équation différen

tielle trouvée précédemment).
Pour déterminer la valeur de -r, différentes méthodes sont

possibles. On en choisit 2 (car on fait une détermination gra-
phique...), par exemple

1) à t = -r, on est à 63 % de la valeur finale,
2) la tangente à l'origine de la courbe coupe l'asymptote à

l'abscisse t = -r.
On trouve -r - 0,45 s.

1.1.5. Application numérique.
'rk2 r 0,45* J = = = = 5,4- l0- kg. m2r r K2 445,6
U0 k U1 1

T1 = = = = 5,5. l0- N. rn.
r rK 4-45,6

* Le coefficient de proportionnalité entre T et i est k,
donc




1 1
k = - = 2,18" 10-2 N.m.A-1.

K 45,6
* Caractéristiques T = f (w) pour u = 5 V puis u = 10 V.

On a




j u-e' u 'w
T=-= =

K Kr Kr K2 r
Les caractéristiques demandées sont donc des droites.

544.I




W (4/h)
Pente des droites - 1,18- 10-a N. m. s. rd-'.
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* Lorsque le moteur est en charge (courbes b et c), l'équa
tion différentielle est modifiée. En effet, Tr n'est plus nul et
les charges envisagées étant des freins magnétiques, on a

Tr = 0).
Donc
du du u-ku

J - = TTrT1 J = k( )-T1-?:udt dt r
du k2 ku

<= J-+u(----+?) = --T1dt r r

J du 1 ku
-+ u = (--T1).

k2/r + ? dt k2/r + r

Donc, on a bien la même forme que précédemment mais

J k T1 r
K= U0=

k2/r+ r(k2/r+) k

D'où:
-r et K varient avec la charge [la variation de K explique
les pentes différentes des droites a), b), c)].
U a toujours la même valeur (ce qui explique que les
3 droites passent par le même point pour u = 0').

1.1.6. En passant en notation de Laplace, on a
= Ku*(p)

soit




w* (p) K
Hm (p)= =

U- (p) l+p

1.2. Etude complète.
1.2.1. On a
du

J - = kjTrTj (1)
dt




di di
r u = ri +e'+l- = ri +kw+l-. (2)

dt dt



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 103
1 do

L'équation (1) donne : j = - (J + Tr + T1), d'où
k dt

di J do 1 dTr
+

dz k dt2 k dt
En remplaçant dans (2), on obtient

r do 1J d2w î dTr
U = (J +Tr+Tt)+k0++

k dt k dt2 k dt
Soit

î J d2o r J do u r î d T- ++o =
k2 dt2 k2 dt k k2 k dt

1.2.2. En passant en notation de Laplace, on obtient pour
un moteur à vide (T = d Tr/dt = 0)-

K
H'M(p) =




ZJ/k2p2+ -rp+l
car on reconnaît les expressions de , K et U0 vues précédemment,
d'où




K
H'M(p) =




K2 î J p2 + r p + 1

1.2.3. Identification du dénominateur (les numérateurs
étant identiques et égaux à K)

(1+Tip) (1+2p)=1+p+K2lJp2

1+j+r2)p+-r1T2p2=1+p+lJK2p2.
Soit




j + 2
Tl T2 = 1JK2.

Connaissant la somme et le produit de r1 et 2, on résout
l'équation du second degré associée

X2--tXH-1JK2 = O

A = T2 -4 î J K2 est son discriminant.

On aura des solutions réelles si A O 1 . D'où
4 J K2
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1m =




4J K2




r- Vr2_41JK2
et si l<lm, r =

2

-r + /t2_4lJK2

2

1.2.4. Pour 1 = 1m, A = 0, donc
-r

-r1 = 0,225 s.
2

1.2.5. Pour 1= 1 mH, on trouve

-r1 2,510-i s 2 0,45 s.
Donc -r1 - -r, l'influence de -r est négligeable. Le système

peut donc être considéré comme un premier ordre avec une
constante de temps 'r = r2 = 0,45 s. C'est ce qui a été fait
dans l'étude simplifiée du 1.1.

II. ETUDE DE L'ACTIONNEUR
2.1. Etude théorique d'un hacheur série.

2.1.1. Conduction continue.
2.1.1.1. On a




di
u (t) = E'+L-.

dt
D'où:




1 ('T di
U = I (E' + L -) dt = E' + [i]' = E'

T J0 dt
car i (T) = i(0) en régime permanent.

U = E'.

2.1.1.2.




1 fT E
U=-i u(t)dt=-=crE.- TJo T
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Li
8 «r

Des 2 expressions de U, on tire

E' =: ocE

U peut varier de 0 (si . = 0) à E (si = 1).

2.1.1.3. Entre t = O et t = if, on a
di E-E'

E=L-+E'=.i= t+i(0)
dt L

i(0) = 1m; i() =

D'où




E-E' E-E'
i (t) t+Im 'M = +Im.

L L
Soit




E(1-tx)txT
L

Remarque.
Entre t = if et t = T, on a

di E'
O = L - + E' --(t-if) + iCe)

dt L
IM; i(T) 1m.

D'où
E' E'

i (t) tif) + 'M 1m = T) + 'M"
L L

T E(1-)
Soit M = (résultat identique à celui trouvé

L
précédemment).
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Allure du courant

.4-

-




T
* Etude de l'ondulation

d (AI) ET
- (1-2).

du. L

D'où le tableau de variations
0 0,5

d (AI)




+ O
dc'
AI ET

4L

0
ET

On a donc AIx -. Pour réduire AIx, on peut
4L

- réduire T (augmentation de la fréquence de hachage),
- augmenter L (inductance de lissage).

2.1.2. Conduction discontinue.
2.1.2.1. On a - E' pour la même raison qu'au 2.1.1.1.
2.1.2.2. D'après la courbe ci-après,

1 CT
U = -i u(t)dt = EcL+E'(1-3)- T )o
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1H-1

Donc (en égalant les deux valeurs de U)
E' = Eu. -I-E'(1--(3)

3E' = aE.

2.12.3. On a entre t = O et t =,a
di

E L - + E'
dt

comme précédemment avec




E-E'
i(0) O et 'M i (D) = i (t) = t.

L
E-E' T(E-E')

D'où: 'M TM=
L L

2.1.2.4. L'allure de i (t) est la suivante

e &

Aire du triangle
1=

T
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lm 0', (E-E')a.T
7= .Soit l=

2T 2TL

- E-E' EaT E a.2 E
= (--l)T.

2L E' 2L E'

2.1.3. Valeur moyenne de i(t) à a. et E' variables.
2.1.3.1. On a trouvé au 2.1.2.2. que Ea. = E'(3, or à la

limite de conduction continue (3 = 1, donc on a Ea. = E', ce que
l'on avait trouvé au 2.1.1.2.

En remplaçant dans Ï trouvé à la question précédente, a
E'

par -' on obtient
E




E' E'
Ï = - (1-----)T

2L E
à la limite de conduction continue.

Remarque.
A la limite de conduction continue, le calcul direct de Ï

donne




Aire du triangle 'M" T 'M off (E - E')
I = =

T 2T 2 2L
E'T E'

(1------)
2L E

!-(limite de conduction continue)




Arc de parabole

2.1.3.2.
* En régime discontinu (c'est-à-dire (3 1 El < Eu), on

a:
E a.2 E

ï = (--1)T.
2L E'
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Donc
Ç 1=0 Vapour E'=E,

à a donné, I (E') est un arc d'hyperbole.
* Le régime continu est atteint pour E' = Ea.
* En régime continu, E' = Eu, Ï est quelconque (fixé par la

puissance demandée par la machine entraînée par le
moteur).

D'où les courbes

I

rIy.m44U

2.1.3.3. Dans le cas d'une commande par l'induit, la
conduction continue est intéressante car E', donc la vitesse du
moteur, est réglable par a à E donné (Ï indépendant de E').

2.1.3.4. Inconvénient temps de réaction long à cause
de l'inductance de lissage.

2.2. Réalisation à transistor.
2.2.1. On admet que les temps de commutation du tran

sistor sont nuls.

r ÎB = OZ*Tbloqué
= O

-
-r -
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T saturé

= I
-




T

2.2.2. Avec les temps de commutation définis dans le
texte.

ART




V




Vt, ic(t) + i0 (t) = I.

VCX




Dès que la diode conduit,
0CE E (diode idéale).

il Puissance instantanée consommée
par le transistor (en négligeant la puis

- sance consommée par le circuit base)
& Pt = 0CE1c"
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2.2.3. Puissance moyenne dissipée dans le transistor
1 r

P=-I pt dt
T fo

fT




pi dt est l'aire des 2 triangles figurant dans le graphe

de p(t).




1 E1t1
D'où: P=-l +

T J2 2

P=E1{tm+tf].2T

Lorsque T diminue, P augmente; cela limite la fréquence d'uti
lisation c'est-à-dire la fréquence de hachage.

2.3. Circuit de commande du transistor.

2.3.1. Hypothèse : C est supposé déchargé, donc
uc(O) = uc(O) = O,

ce qui donne
E <O pour le comparateur (1) d'où : J = O

E'> O pour le comparateur (2) K =

D'après la table de vérité : Q = O donc, à la sortie de l'in
verseur : S = 1.

Q étant égal à O, le transistor T est bloqué et C va se char
ger à travers RA et RB sous la tension V,,.

La tension par rapport à la masse,




2* sur l'entrée - du comparateur (1) est - V,
3
1* sur l'entrée + du comparateur (2) est - V,.
3
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D'où le tableau

O t1 t2 t2+ t3 t3+
u, 0 (1/3 (2/3 V)+ (2/3 (1/3 (1/3 V0)+

0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0

S 1 1 0 0 1 1

t
On retrouve l'état
vu à t1.

Entre t2 et t3, décharge de C à travers RB, T étant saturé
(= VCE = 0).
Courbes
vcc ---

3

2.3.2. Etude en régime permanent
* Durée de S à l'état haut (origine des temps t1) : At1.

1
C se charge sous V à travers RA et RB. u passe de - V,. à

3
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2




vcc.
3

du
Equation différentielle V = (RA + RB) C + u.

dt
D'où




= V,c+Ke_t/A+C.
1 2

A t = O, u - = K = -- V,. Soit
3 3

= V (1__e_t/A+ RB)C) On a donc

2V
= Vc(l_e_Ath/A+RB)3 3

At, = (RA+Ra)C1n2.

* Durée de S à l'état bas (origine des temps t2) At2.
2 1

C se décharge dans RB; u passe de - à - V.
3 3

du
Equation différentielle : O = RB C + u.

dt
D'où




= Ke tIR5 C avec à t = O, - =
2

V,, K.

Soit




2 -t/RBC
3

On a donc




1 - 2 -Atl/RBC-
33

t2 = RB C 1n2

* La fréquence du signal de sortie est donc
1 1

At1+At2
-

(RA +2RB)C1n2
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At RA +RB
et son rapport cyclique est : a = =

T RA +2RB.
Valeurs extrêmes de a,
* à RA fixe, R variable : RB - 0, a -p 1

RB - c, ri. - 1/2
* à R fixe, RA variable RA -* 0, a - 1/2

RA œ, a - 1.

A A

R6

fiCL Re
PIA

a varie donc entre 0,5 et 1.

2.4. En régime permanent E' riE est facilement réglable
mais a varie seulement entre 0,5 et 1.

Les transitoires sont longs à cause de la forte valeur de L.

2.5. Commande linéaire.
2.5.1. Le courant d'émetteur du transistor T est (13 + 1)

fois plus grand que son courant de base.
T sert donc à amplifier le courant de sortie du circuit inté

gré pour alimenter le moteur.

2.5.2. L'entrée - de l'amplificateur opérationnel est une
masse virtuelle, le courant passant dans R passe dans R'. Donc

u -u u R'

W R

2.5.3. Application numérique - = - 1.
uc

* On a pris R" = R//R' pour équilibrer l'influence des cou
rants de polarisation.
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* u doit être négatif pour que u soit positive.
* Intérêt : Le réglage de la tension d'alimentation du moteur

est direct par u.

III. ETUDE DU RÉGULATEUR
3.1. On a un montage sommateur inverseur

u2 u1 R3= -R3(--+--) = ----(u2+u1)
R2 R1 R1

car : R1 = R2.




u = -A(u2+u1).

3.2. Si u1 > 0, pour que le montage serve de comparateur,il faut : u2 < 0.

IV. ETUDE DU CAPTEUR-TRANSMETTEUR
10

Il faut : u2 = - : u avec ? = 1,28 car pour3 x 2,6
N = 1 000 tr/min, u = 2,6 V.

On prendra donc un amplificateur opérationnel monté en
R'2

inverseur avec - = 1,28.
R'1

V. ASSERVISSEMENT DE VITESSE : cas du moteur à vide
5.1. Etude des performances statiques du système bouclé.

5.1.1. On a : U:2 = -2,U,; U. proportionnelle à co (coef
ficient de la génératrice tachymétrique) ; et w = K (U - U0).

On trouve numériquement

U-U1 = -0,69 U2-

5,.1.2. On a
u = - u = -(- A) (u1 + u2) '== u = A (u1 + U2)

Avec : U1 = 5V, u = A (U2 + 5)

5.1.3. Détermination graphique des intersections
A 1, -U2 2,3 V : N - 690 tr/min,
A = 3, -U2 - 3,9 V : N 1170 tr/min,
A = 10, -U2 4,6V = N 1380 tr/min.
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U \
\ I"

10

I I I
s -u2.,

Si l'on désirait une précision statique parfaite, U1 - 5 V
devrait donner e N = 1 500 tr/min, donc - U2 = 5 V, donc
A -* c (caractéristique verticale pour l'ensemble régulateur +
amplificateur).

5.2. Correction du « statisme ».
5.2.1. On a (fig. 13) : u A (u2 + u1) + z + K'u1 (équa

tion 1)], et l'on sait que l'ensemble procédé + capteur transmet
teur impose U-U0 = -0,69 U:o (question 5.1.1.).

Donc, si l'on veut u1 = - u2, il suffit de prendre K' = 0,69.
u1 = - u2 est en effet donné par l'équation (1), si l'on remplace
u - u par -0,69 U2, et si l'on fait K' 0,69.

5.2.2. Etude du montage de la fig. 14.
R' R' R' R'

u = ------e0- u+-"-----u.
R5 R R5 R4

1
Or, on veut eu = -u+ U0+ K'u1. D'où:

R'
U0 = ---e0

R5
R'2

K'=
R5 R4
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On peut choisir R5 100 kfl ce qui, avec U0 1 V et
R' = 100 k11, implique : e5 = -1 V

R'2




= 145 kIl.
R5 K'

5.3. Etude des performances dynamiques du système bouclé.
5.3.1. Correcteur H1 = -A.

Actionneur : H2 = - 1.




K
Moteur : HM (p) =




1 + -up
H3 : Génératrice tachymétrique

2,6-60
H3 = 25" 10-i V.s.rd'.

1000 >< 2t
Transmetteur H4 = -1,28.

= Schéma à retour unitaire




H HH-l&

5.3.2. Fonction de transfert
AK " (-1,28). 25" 10-

l+Tp 1
F(p)=




1
AK " (-1,28) 25 10-3 (-1,28) 2510-s

1 + i:p
AK

F(p)=
1 + -p + AK(1,28)" 25" 10-i

AK
=

1 + AK " 1,28 25' 10-3 1 +'p

T
= T'




1 +AK1,2825'10-3

0,45
5.3.3.-r'=O,ls =A=2,4.

1 + A ' 45,65" 1,28 '25" 10-e
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VI. COMPENSATION DES PERTURBATIONS cas du moteur en charge
La courbe U (- U2) n'est pas la même que pour le moteur

à vide, la pente de la droite U f (U) ayant changé.
Un calcul analogue à celui de la question 5.1.1., conduit à

U2 -1,03 (U-U0) U-U0 = -0,97 "U2.
11 V

Sans régulation, U1 = cste = U = cste = valeur du pre
mier point de fonctionnement en boucle fermée (1) z passage de
a à b sur une horizontale.

Avec régulation, passage d'un point de fonctionnement à
l'autre (intersections avec la caractéristique correspondant à
A = 3).




k = = 0,25.

02

12
Françoise MONERAU.
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Agrégation

SESSION DE 1986

PROBLEME DE PHYSIQUE

Option Physique
Epreuve C

(Durée : 6 heures)

L'INSTABILITE DE RAYLEIGH-BEMARD
On se propose d'étudier quelques aspects du problème, dit de

Rayleigh-Bénard, qui concerne la stabilité et le mouvement convec
tif d'une couche horizontale de fluide, soumise à la pesanteur et à un
gradient de température vertical et orienté vers le bas.

Dans un dispositif typique, schématisé sur la fig. 1, le fluide est
confiné en haut et en bas par deux plaques, planes, distantes de d,
rigides, très bonnes conductrices de la chaleur (cuivre). Ces plaques
sont rectangulaires, de longueur L, de largeur 1, parallèles au plan
horizontal Oxy.

Des valeurs typiques de L, l et d sont
L=lOcm; 1=3cm; d=lcm.

-"1

Fig. 1 a. - Représentation schématisée
de l'expérience de Rayleigh-Bénard.
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TT-M

dl
I

20 2

t TT +.[0 2

(ez vecteur unitaire de Oz)
Fig. 1 b. - Vue en coupe.

d
La plaque inférieure de cote z - est maintenue à la tempé-

2
AT

rature T1 = T0 + , tandis que la plaque supérieure de cote
2

d AT
z = +- l'est à la température T2 = T0 -- (AT = T1 - T2 > 0).

2 2
La constance de la température des plaques de cuivre est assurée par
une circulation d'eau provenant de bains thermostatés (ce dispositif
n'est pas représenté sur la fig. 1).




L Z
Les parois latérales de coordonnées x = ± -, et y

2 2
sont les parois intérieures d'un cadre de plexiglas poli optiquement
et permettant de faire des mesures optiques sur la couche fluide.

Pour les fluides étudiés le coefficient de dilatation isobare a, est
positif.
On constate expérimentalement que, tant que AT ne dépasse pas

une valeur critique AT,, le fluide peut garder un état de repos, bien
que la partie de fluide la plus dense (la plus froide) soit située au
dessus de la partie la moins dense (la plus chaude).

SLAT est supérieur â AT,, des mouvements convectifs apparaissent.
Lorsqu'on reste assez proche du seuil convectif correspondant à
AT = AT,, on constate qu'il s'établit un régime indépendant du temps
(régime stationnaire), spatialement périodique, le système de courants
fluides étant formé de rouleaux d'axes parallèles au petit côté 1 de la
cellule; les effets de bord ne sont pas représentés sur la fig. 1.
Une dépendance typique de la vitesse convective la plus grande dans
le fluide, vis-à-vis de la différence de température AT, est indiquée
sur la fig. 2.

La partie I étudie la méthode optique de détermination du champ
des vitesses de convection par vélocimétrie laser. La partie II est
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(m s')

50




---------2-




2 3 AT(K)

Fig. 2. - Apparition du régime convectif stationnaire
et dépendance vis-à-vis de T.

consacrée à quelques rappels simples de thermodynamique et d'hydro
dynamique des fluides et à une approche heuristique du problème. La
partie III étudie l'instabilité thermique de Rayleigh-Bénard dans le
cadre d'une approximation linéaire des équations de l'hydrodynamique.
La partie IV traite de quelques effets non linéaires.

Les parties I, II, III, et dans une certaine mesure la partie IV
peuvent être abordées de manière indépendante.
Rappels et notations (pour les parties II, III, IV).
On rappelle qu'à l'équilibre thermodynamique local la description

du comportement d'un fluide monophasé pur, isotrope, non conduc
teur de l'électricité, en mouvement par rapport au repère gJ (Oxyz),
est complète dès que l'on connaît la distribution de vitesse y (x, y, z, t)et les distributions de deux quantités thermodynamiques, l'une d'entre
elles étant par exemple la pression p (x, y, z, t), l'autre pouvant être la
masse volumique (x, y, z, t) ou la température T (x, y, z, t). Ces fonc
tions de distribution décrivent l'état du fluide à un instant t en un
point fixe du repère repéré par les coordonnées cartésiennes x, y, z.

On introduira les opérateurs

-->
1 la a D

vV = v-+v---+v--; -=--+vV.
ax ?Y a, Dt at




DG
Pour tout champ de grandeurs G (x, y, z, t), la quantité - repré

Dt
sente la dérivée par rapport au temps de cette grandeur lorsqu'on suit
le mouvement du fluide.

On rappelle la définition du coefficient de dilatation isobare
1 FV1

= - - (V = est le volume massique)
V T j

ainsi que la définition des coefficients calorimétriques par les relations



122 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

T dS = C,, dT + 1 dv C,, dT + h dp.
S est l'entropie massique du fluide; C,, et C,,, sont les chaleurs mas
siques respectivement à volume constant et à pression constante.

Dans les conditions d'étude du problème, tous les coefficients
thermoélastiques et calorimétriques seront considérés comme des
constantes indépendantes de l'état du fluide, les chaleurs massiques C,,et C, ayant pratiquement même valeur.




1On désignera par le coefficient de viscosité, y = - la viscosité
Q

K K
cinématique, K la conductivité thermique, x - = - la diffu

QC,, 0C,,
sivité thermique.

On supposera également dans tout 2e problème que 1 et K sont
des constantes; on négligera en outre la variation de dans l'expres
sion de y et x que l'on traitera aussi comme des constantes.

On introduira au cours du problème les nombres sans dimensions
suivants




V
- le nombre de Prandtl = -;

X




gd3- le nombre de Rayleigh : R = AT où g est l'accélération de
XV

la pesanteur.
Dans les parties III et IV, on utilise une écriture adimensionnée

des équations de l'hydrodynamique, l'unité de longueur étant l'épais
seur d de la cellule, l'unité de temps étant un temps caractéristique

d2
des échanges thermiques 'r,h =




X

Quelques données
Pour les applications numériques, on prendra T0 = 293 K.
On considérera un fluide dont les caractéristiques, dans les condi

tions de l'expérience, sont
= 0,96 10-3 K-1




;
y = 1,110-4 m2. -1
x1,1 10- m2.s-1;
= 0,96 10 kg. m-3;
= C,, = 2,5 103 J. kg-l. K-1.

L'apparition de la convection pour ce fluide, dans une cellule
d'épaisseur d = 1 cm, est décrite par la fig. 2. A la valeur critique
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AT,, = 2,2 K correspond une valeur critique du nombre de Rayleigh
R,, 1,7103.

Reprise avec des cellules d'épaisseur différente ou avec des fluides
différents, l'expérience peut conduire à d'autres valeurs de AT,,, mais
le nombre de Rayleigh critique reste le même, dans les limites des
erreurs expérimentales.

On rappelle la valeur de l'intensité de la pesanteur g = 9,8 m. s-2.
Si, au cours de l'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être

une erreur d'énoncé, il le signale dans sa copie et poursuit sa compo
sition en indiquant les raisons des initiatives qu'il est amené à prendre
pour cela.

PARTIE I. - DÉTERMINATION DES VITESSES PAR VÉLOCIMÉTRIE LASER

direction parallèle
à Oz




fenêtre de plexiglas située
dans le plan s -k

fluide z
d'indice moyen

photodetecteur L




min

lentille
lame

séparatrice




:;af::nck2

analyseur
de spectre u (t)

S (t)

Fig. 3a. - Schéma de principe de la vélocimétrie laser.
Le dispositif destiné à mesurer la vitesse du fluide en un point P

est représenté sur la fig. 3. On fait interférer dans le voisinage du
point P deux faisceaux cohérents, de même intensité, de même lon
gueur d'onde dans le vide X, provenant du même laser L. Les faisceaux
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z

rchamp
d'interférence V

Fig. 3 b. - Agrandissement du champ d'interférence.

L
pénètrent dans la cellule par la face x = --. On considérera dans

2
les questions 1.1, 2 et 3 que les ondes qui interfèrent sont localement
planes, de vecteurs d'onde k1 et lc (It k1 11 = 11 k2 ) parallèles au
plan PXZ (PX parallèle à Ox et PZ parallèles à Oz) et faisant l'angle *
avec l'axe PX, les dépendances spatiales de ces ondes au point cou
rant M étant respectivement définies par les fonctions e e zk1 r et
a e 'k2 r (r = PM). La fig. 3 b représente le champ d'interférence l)
dans le plan de symétrie PXZ; D est la largeur typique commune des
faisceaux dans le fluide; n désigne l'indice moyen du fluide pour la
radiation ?.

Pour les applications numériques, on prendra
X=0,5im; D0,2mm; n= 1,4; 8=300.

1.1. Description du champ d'interférence.
a) Montrer que les surfaces d'égale intensité dans le champ )

sont des plans équidistants. Calculer et évaluer numériquement leur
équidistance H.

b) Représenter schématiquement les intersections avec le
plan PXZ des surfaces d'intensité maximale. Donner un ordre de gran
deur de leur nombre.

1.2. Principe de la vélocimétrie laser.
On admettra que tous les points du fluide à l'intérieur du champ !l)

ont la même vitesse y de composantes v, i' constantes (de l'ordre
de quelquese 11m. s-1). Pour mesurer cette vitesse, on place dans le
fluide une petite quantité de particules sphériques diffusantes (billes
de latex). Lorsqu'une de ces particules, entraînée par le fluide à la
vitesse y, traverse le champ ), elle diffuse la lumière et le photo
détecteur reçoit la lumière diffusée collectée par la lentille L. Le pho
todétecteur délivre une tension U (t) proportionnelle à l'intensité 1(t)
de la lumière diffusée à l'instant t. Cette tension est analysée par un
analyseur de spectre.
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a) On considère le cas d'une seule particule qui traverse le
champ 6)) pendant un intervalle de temps de durée -ç. On néglige en
première approche ses dimensions et on admet que l'amplitude complexe
de l'onde sphérique qu'elle diffuse est proportionnelle à l'amplitude
lumineuse qu'elle reçoit. Montrer que dans l'intervalle considéré, I (t)

n o, t
peut s'écrire sous la forme 1(t)' = A cos2 , A désignant une

H
constante.

b) L'analyseur de spectre fournit un signal de sortie S Cv) Cv> 0)
donnant la répartition spectrale en fréquences du signal U (t) produit
par 'la lumière diffusée par l'ensemble des billes du champ V. Montrer
que la mesure de la valeur absolue o de la composante z de la
vitesse est ramenée à celle d'une fréquence y0 qu'on reliera à 0z I et
que l'extension finie du champ d'interférence introduit une incertitude
relative sur 0z dont on exprimera l'ordre de grandeur en fonction
du nombre de franges traversées. Calculer n pour D = 10 sm. s-1.

c) Expliquer comment il est possible de déterminer le signe
de 0z en insérant sur l'un des faisceaux jaser de la figure un dispositif
qui introduit un déphasage proportionnel au temps. Comment pourrait
on mesurer les autres composantes de la vitesse?

1.3. Effet Doppler et vélocimétrie laser.
On désire dans cette question justifier le nom de vélocimétrie (ou

anémométrie) Doppler donné à la technique étudiée précédemment.
a) Exprimer, en fonction de la pulsation w du laser et des vec

teurs k1, k2, y, les deux pulsations 'w'1 et w'2 des ondes reçues par la
particule, dans le référentiel lit' où celle-ci est au repos.

La particule réémet deux ondes dont les pulsations dans lit' sont
égales à w'1 et Calculer dans le référentiel PXYZ du laboratoire, et
pour une direction de vecteur unitaire u, les pulsations w"1 et w2
des deux ondes réémises.

b) Interpréter dans cette approche la fréquence y0 et retrouver
son expression.

1.4. Utilisation de faisceaux gaussiens.
Le faisceau issu du laser n'est pas en réalité une onde plane, mais

plutôt un faisceau gaussien à symétrie cylindrique. On appelle ainsi
un faisceau dont l'amplitude lumineuse complexe en un point est de
la forme




/ Q2= a(x)expik ( x
\ 2q(x)

la coordonnée x étant prise suivant la direction de propagation du
faisceau, et ç désignant ici la distance de ce point à l'axe de symétrie.
La fonction a (x) est une fonction lentement variable à l'échelle des
dimensions transverses du faisceau; on admet que l'équation de propa
gation des ondes est satisfaite pourvu que q (n) = q0 -x; q0 est une
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constante complexe, caractérisant le faisceau, que l'on sépare en par
ties réelle et imaginaire

q0 = P,2 + i s52 k (ce de l'ordre du millimètre).
a) Représenter (en coupe) la région de l'espace définie par l'iné-

galité <- (e base des logarithmes népériens). En
e

quel point peut-on dire que le faisceau converge? Montrer que, loin de
ce point, le faisceau est conique, et sa phase est celle d'une onde
sphérique.

b) Les faisceaux gaussiens ont la propriété de rester gaussiens
quand ils traversent un système centré. Vérifier cette propriété dans
le cas simple d'une lentille mince, de distance focale image f, centrée
en x = = O sur l'axe du faisceau précédent. On utilisera le fait
qu'une telle lentille introduit un facteur de transmission proportionnel

Q2
à exp - I k -.

2f
c) On suppose qu'au point P où on désire mesurer la vitesse du

fluide viennent converger deux ondes gaussiennes de même para
mètre o (de l'ordre de quelques dixièmes de millimètre) caractérisant
leur largeur, de directions de propagation parallèles respectivement
à k1 et k2 et d'axes passant par P. Montrer que, dans le champ d'inter
férence ) (de volume typique on peut assimiler la phase des ondes
à celles d'ondes planes, et que, dans le signal U (t), la partie intéres
sante pour la mesure des vitesses (provenant du terme d'interférence)
est proportionnelle à

[ 1 1) i2JCDzt
exp-i (o2 sin2 if + u2 cos2 if + v2) t2 cos ( -

jS \. H
Décrire qualitativement le signal donné par l'analyseur de spectre.

PARTIE II. - PREMIERE APPROCHE DU PROBLÈME DE RAYLEIGH-BÉNARO
Les notations sont celles introduites dans la présentation du

problème.
11.1. Etude de la conduction thermique.
On considère les échanges thermiques à l'intérieur du fluide au

repos (régime non convectif). On suppose que le vecteur densité de
courant thermique obéit a la loi de Fourier : Jth =- K grad T.

a) En exprimant le bilan d'énergie pour un volume limité par
une surface fermée , établir la relation (« équation de la chaleur »)

aT a2 a2 a2
- = x AT (A =




0x2 ?y2 êz2
opérateur laplacien; x diffusivité thermique).
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b) On suppose que dans le dispositif expérimental étudié, la
température est stationnaire et ne dépend que de z (fig. 1). Montrer

T2-T1
que: T (z) = T0+ z

d
c) On rappelle que la densité de courant d'entropie est don-

née par : = - J5. A l'aide d'un bilan d'entropie relatif à une
T

tranche de fluide comprise entre les cotes z et z + dz, montrer que
la création d'entropie par unité de volume et unité de temps pour le

K(T2-T1)2
régime défini en 11.1. b vaut




d2 [T (z)]2
d) A partir de ce régime, on envisage l'apparition à l'ins

tant t = O d'une perturbation de température de dépendance spa-
/ zz\

tiale ( eos- ) (cos k x), Jc étant une constante. Vérifier que cette
\ d/

perturbation s'amortit exponentiellement dans le temps.
e) Plus généralement interpréter physiquement la quantité
d2

= -.
X

11.2. Etude d'une hypothèse de stabilisation du régime non convectif
par effet de compressibilité.

On cherche à expliquer que le fluide peut conserver un état de
repos, bien que le gradient de température soit dirigé vers le bas, par
un mécanisme prenant en compte la compressibilité du fluide.

Soit respectivement Qe (z), Te (z), P (z) la masse volumique, la
température, la pression du fluide à l'équilibre. On considère un petit
élément de fluide déplacé de l'altitude z où il se trouve en équilibre
à l'altitude z + dz (fig. 4). On suppose que son déplacement est adia
batique (variation d'entropie dS = O) et que sa pression est égale à
tout instant à celle du fluide environnant, qui garde, lui, son état
d'équilibre. A l'altitude z + dz, l'élément de fluide a une température
Te (z) - dTad et sa masse volumique est

Q (Pe (z) + dpe , Te (z) - dTa4.

z+dz +df,'\ p0+dp
j T0 + dr0

p.
Fig. 4 T0
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a) Montrer qu'il est soumis à une force par unité de volume

Ôf = -oc Qg(dT + dTad).
b) Etablir l'égalité

dTad a g
=

dz C,
c) Montrer que la condition de stabilité de l'équilibre est

dTe dTad-- . Cette inégalité est-elle satisfaite dans les conditions
dz dz

de 'l'expérience ?

11.3. Modèle heuristique de stabilisation par effet de viscosité.
On cherche à rendre compte de l'état de repos du fluide en tenant

compte de sa viscosité et de sa conduction thermique; par contre, on
néglige les effets de pression et on pose (T, p) = (T, pa), po étant
une pression moyenne dans la cellule.

a) On imagine qu'une bulle de rayon R s'élève verticalement
avec une vitesse petite, notée u (t), au sein de la couche de fluide, le
fluide environnant gardant son état de repos. En appliquant l'équation
fondamentale de la dynamique à la bulle, montrer que la condition de
stabilité peut s'écrire de manière approchée

4aQgR4 dT

3x dz
Pour faire ce calcul, on prendra - 6 a Ru comme valeur de la

force de frottement visqueux; la somme des autres forces (poids et
poussée d'Archimède) sera évaluée en admettant que la température
de la bulle à l'instant t est celle de la couche fluide qui l'entourait
à l'instant t -', w désignant un temps caractéristique de l'équilibre
thermique au sein de la bulle.

b) En déduire un ordre de grandeur du nombre de Rayleigh
critique correspondant au seuil convectif et le comparer à la valeur
expérimentale R = 1,7 lOi.




X
c) Interpréter la vitesse définie par le rapport - et la compa

d
rer aux valeurs expérimentales '(indiquées dans l'introduction au
problème).

On a tenu compte jusqu'à présent des effets de viscosité au niveau
des forces exercées. On désire maintenant vérifier que la dissipation
d'énergie associée ne modifie pas l'analyse du paragraphe 11.1 concer
nant les échanges thermiques.

d) En prenant l'exemple d'un écoulement visqueux laminaire
d'un fluide incompressible entre deux plans distants de d, l'un au repos,
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l'autre en mouvement de translation à la vitesse o, expliquer de
manière qualitative que l'énergie dissipée par unité de temps et de
volume dans l'expérience de Rayleigh-Bénard est de l'ordre de

02
1-"d2




e) Calculer la création d'entropie par unité de temps et unité
de volume associée à cette dissipation et la comparer numériquement
à celle obtenue en 11.1. c) (on prendra AT = AT,),.

lIA. Approximation de Boussinesq des équations de l'hydro-
dynamique.

On considère les équations générales de l'hydrodynamique d'un
fluide visqueux newtonien et on admet que, dans les conditions de
l'expérience, la masse volumique du fluide n'est essentiellement fonc
tion que de la température : ç (T) = ç [1 - « (T - T0)] (approxima
tion de Boussinesq).

a) Montrer que l'équation de conservation de la masse est
1 D:Q- = div y.
Q Dt

Justifier par un calcul d'ordre de grandeur l'approximation
div y = O.

b) L'équation de Newton s'écrit alors
Dv
q- = -grad p+çg+Av.Dt

Pourquoi peut-un remplacer Q par ç0 dans le membre de gauche de
cette équation, mais pas dans le membre de droite ? (Aucun calcul
n'est demandé.)

c) La troisième équation de l'hydrodynamique est (vjsc défini
en 11.3. d)




DT Dp
C,, + q h = K AT +

Dt Dt
Expliquer en quoi cette équation équivaut à un bilan d'entropie. Les
évaluations faites aux questions 11.2. c) et 11.3. e) conduisent à ne gar
der dans cette équation que les termes où la température T apparaît
explicitement.

PARTIE III. - ETUDE DE L'ÉTABLISSEMENT DE LA CONVECTION
On désire expliquer, à l'aide des équations de l'hydrodynamique,

l'apparition d'un régime convectif, et montrer que ceci correspond à
une certaine valeur critique du nombre de Rayleigh. La cellule conte
nant le fluide est celle décrite dans l'introduction du problème (fig. 1).
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Pour plus de généralité, on envisage dans les questions 111.1, 2, 3, la
possibilité que la cellule et le fluide aient un mouvement de rotation

d'ensemble, à la vitesse angulaire 12 = nez autour de l'axe verti
cal Oz. En l'absence de convection, le fluide est alors au repos dans
le référentiel tournant IJ lié à la cellule.

On suppose que dans le cadre de l'approximation de Boussi-
nesq (11.4), et dans le référentiel tournant les équations de l'hydro
dynamique sont (A : opérateur laplacien)

div y = O
DT

Qo C, = KAT
Dt

Dy
Qo = - grad P + i Av + e. g QO (T - T0) e -2 q e5 A y.

Dt
Cette dernière relation exprime la loi de Newton pour un élément

de fluide de masse volumique constante Qo; les quatre termes du
membre de droite représentent des forces par unité de volume, à savoir
respectivement : les forces de pression autres que celles intervenant
dans l'équilibre hydrostatique du fluide à la température T0 ( = 0)
si y = O et T = T0); les forces dues à la viscosité; la force addition
nelle, dite d'Archimède, due à l'hétérogénéité de la température; la
force de Coriolis.

En l'absence de convection (v = 0), on peut montrer, comme à la
question 11.1. b), que le champ de température stationnaire (régime non

T2- T1
convectif) est, à gradient constant : Tstat (z) = T0 + z- Dans

d
la suite du problème, on s'intéresse à l'écart par rapport à la situation
stationnaire et on pose




T-Tstat
è = (T1 > T2).

T1 - T2
IIL1. Ecrjture adimensionnalisée et linéarisation des équations de

l'hydrodynamique.
Il est d'usage de présenter les équations sous une forme adimen

sionnalisée en adoptant pour unité de longueur l'épaisseur d de la
d20 C, d2

cellule et pour unité de temps 'nh = = . Ces équations
K x

s'écrivent alors
(1) divv=0

(2) -=u5+AŒDt
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Dv
(3) - = -grad H + oAv + oRèe- aez AV.Dt
Dans (3), a- est le nombre de Prandtl, R le nombre de Rayleigh,

4 2 d2
Ta = le nombre de Taylor; grad II regroupe les termes

ii2
pouvant être écrits sous forme de gradients.

a) Etablir l'équation (2). (L'établissement de l'équation (3) n'est
pas demandé.)

Dans la suite du problème, on n'oubliera pas que, désormais, toutes
les grandeurs et constantes intervenant dans l'écriture des équations
sont sans dimension.

b) Près du seuil de convection les quantités y, et II sont
petites; on peut linéariser les équations. Sur quels termes porte cette
linéarisation ?

On admettra dans la suite (calculs simples mais non demandés)
qu'on peut déduire du système d'équations (1), (2), (3), linéarisé, un
système plus simple de trois équations couplées ne faisant intervenir
que trois inconnues &, Dz, et composante suivant Oz du champ de
vorticite o = rot y (rotationnel du champ de vitesse). Ces equations

(4) =
at

aDz
(5) = a- Araz + CTV Ta

'at
è ,/ê2 "è2\ awz

(6) (t\D) = a (A2 u) + R ,e ( - + -) è- a- VIT.
\.êazx2 y2/

Dans ces équations, A représente l'opérateur laplacien
/ 'a2 è2 'a2
(A =
\ a,2 èy2 'az2

et A2 représente le carré de cet opérateur [A2 = A (A vt)].
c) La résolution des équations (4), (5), (6) nécessite la donnée

des conditions aux limites ; justifier en particulier les conditions

Dz
(_)

D = è
()

= *
(_±

= O (ces condi
2 2 2 2

tions seront complétées à la question 111.4 b).
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111.2. Résolution du système d'équations dans un cas particulier.
On suppose que les grandeurs b sont, en notation complexe,

de la forme




Dz (x, y, z, t) V et cos jrz
' (X, y, z, t) = o (z) eikx et ; b (x, y, z, t) O ekx et cos i7tZ

V0 et *0 sont des constantes; k est un paramètre caractérisant le
mode convectif étudié. Les fonctions 0z satisfont aux conditions
aux limites établies en 111.1. c) et doivent vérifier les équations (4), (5),
(6). On cherche à déterminer le nombre complexe p afin de savoir si
un tel mode convectif peut se développer. Pour simplifier l'écriture de
certaines formules des questions 111.2. et 111.3., on pose x = c.

a) A l'aide de l'équation (4), montrer que
= (o +,7t2 + k2)' V0.

b) Calculer c ' Ta à l'aide de l'équation (6), puis en uti-
dz

lisant l'équation (5), montrer que - - doit satisfaire la relation
0

(2 + k2 + )2(t2 + k2) + 2 Ta
(7) R = (r2 + k2 + )




(ia2 + k2 + ) k
La relation (7) est une équation du troisième degré à coefficients

réels pour l'inconnue .
e) A quelle condition sur le nombre complexe le mode convec

tif de paramètre k peut-il se développer?

111.3. Examen de la stabilité de la solution non convective pour les
fluides à très petit nombre de Prandtl.

Au lieu d'étudier de façon générale l'équation du troisième degré,
on considère le cas particulier où le nombre de Prandlt o- est très petit.
Lorsque o- tend vers zéro, on vérifie facilement (calcul non demandé)
qu'une racine de l'équation du troisième degré en tend vers -oc.
Les autres racines sont solution de l'équation du second degré de la
forme 2 + a1 + a2 = O obtenue en posant o- = O dans la relation (7).

a) Montrer que les conditions pour que le mode convectif de
paramètre k ne puisse se développer sont : a1 > O; a2> O.

b) Représenter, dans le plan ayant pour axe des abscisses
k2

X = - et axe des ordonnées le nombre de Rayleigh R, l'allure des

courbes y et F d'équations respectives a1 = O et a2 = O, pour les
deux cas : Ta = O; Ta = lO (on précisera les coordonnées des points
où la tangente est horizontale).
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e) Ouand, dans l'expérience de Rayleigh-Bénard avec rotation,
on augmente le nombre de Rayleigh R (ou la différence de tempé
rature TI-T2) à partir de la valeur zéro, le nombre de Taylor étant
fixé, on suppose que le mode convectif qui se développe en premierest celui qui correspond à la plus petite valeur de R. A l'aide des
courbes tracées en 111.3.b, montrer que, suivant la valeur du nombrede Taylor, le mode convectit qui apparaît en premier peut être de
deux types soit la vitesse convective 111e Dz en un point croît avec le
temps en oscillant (instabilité oscillatoire) soit elle croît sans osciller
(instabilité non oscillatoire).

111.4. Calcul du nombre de Rayleigh critique dans le cas sans
rotation.

Lorsque le fluide n'est pas en rotation (Ta = 0), la relation éta
blie en 111.2. b devient (p. = c, r 0)

/ J \
(8) (izt2+k2+p)( at2+k2+ )Czc2+k2)-Rk2 = 0.

/ k2
a) Tracer dans le plan ( X = -, R ) la courbe correspon-

at2 /
dant à p. = 0. Donner les valeurs numériques du nombre de Rayleigh
critique R,, et du paramètre k,, du mode convectit associé. La valeur
de R,, obtenue diffère de la valeur expérimentale R,, = 1,7 lOI. La
raison en est que la solution étudiée en 111.2 ne satisfait pas toutes
les conditions aux limites imposées par l'expérience dans les plans

z =




2
b) Expliquer pourquoi les composantes v, et D, du champ de

vitesse doivent être nulles dans ces plans en déduire que la dérivée
boz

partielle- doit l'être aussi et que la solution Dz (z) = V0 cos tz ne
az

convient pas. '(On utilisera la relation div y = 0). On peut montrer
que la prise en compte des conditions aux limites établies en 111.1. d
et 111.4. b dans la résolution des équations couplées (4) et (6) conduit
à une valeur du nombre de Rayleigh critique R,, = 1 708 et une valeur
k,, = 3,1 compatibles avec les résultats expérimentaux.

PARTIE IV. - ETUDE DE QUELQUES EFFETS NON LINÉAIRES
On considère l'expérience de Rayleigh-Bénard sans rotation, telle

qu'elle est décrite dans l'introduction du problème. Dans la partie III,
on a étudié, dans le cadre d'une approximation linéaire, des modes
convectifs de paramètre k, c'est-à-dire des mouvements dans lesquels
les diverses grandeurs convectives (par exemple la composante D, de
la vitesse) ont une dépendance spatio-temporelle de la forme, en
notation complexe, f (z) ept eikx. Dans ces conditions, 'p. est une fonction
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de k et du nombre de Rayleigh R, (k, R), qui est réelle et paire en k.
La courbe donnant la valeur de R au-dessus de laquelle le mode k peut
se développer a pour équation (k, R) = O et a l'allure représentée
sur la fig. 5.




R AR

0_ k. k
Fig. 5. - Graphe de la relation p (k, R) = O pour k> O.

Le minimum de cette courbe correspond à R = R et k = k.
L'approximation linéaire permet de justifier la stabilité du fluide

au repos pour R < R, mais elle ne permet pas d'expliquer les phénomènes observés pour les valeurs de R juste au-dessus de R. Elle
prévoit une infinité de valeurs possibles pour k, appartenant au do
maine AR (représenté sur la fig. 5), et, pour chacun de ces modes, elle
prévoit une croissance exponentielle en eut (p réel positif), alors qu'onobserve expérimentalement un mode déterminé, les rouleaux, d'amplitude finie.

L'objet de la partie IV est une approche phénoménologique des
phénomènes observés juste au-dessus de R. Elle s'apparente à la des
cription des transitions de phase selon Landau.

On se souviendra que les grandeurs considérées ici sont les grandeurs sans dimension introduites au paragraphe 111.1.

lvi. Equation régissant la convection dans une cellule de «petite»dimension.
a) On suppose que les conditions aux limites sur les parois laté

rales conduisent à une quantification du nombre k. Comment cette
d

quantification dépend-elle du rapport de la cellule?
L

d
Lorsque - n'est pas trop petit, on peut se limiter à un seul mode

L
près du seuil de convection. Pour simplifier, on suppose que ce
mode est k = k et on admet que, pour R fixé voisin de R, la
composante v de la vitesse se met sous la forme
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vz(x,y,z,t) = V(z)A(t)coskx
V (z) est une fonction réelle de z qu'on ne cherchera pas à expliciter
car on se borne à étudier les phénomènes en un point du fluide de
cote z fixée. Pour tenir compte de manière phénoménologique des
effets non linéaires, on écrit que A (t) est solution de l'équation (a, b
constantes réelles positives).

dA
- =
dt

b) Expliquer la partie linéaire de cette équation; montrer que
l'équation non linéaire s'écrit aussi

dA dV(A)

dt
-

dA
V (A) étant une fonction dont l'expression dépend de R.

c) Montrer qu'un régime stationnaire stable d'amplitude A
correspond à un minimum de la fonction V. Représenter le graphe
de cette fonction dans les trois cas R < R; R = R; R> R
Déduire de ces courbes que pour R < R le fluide au repos est stable,
et que, pour R> R, deux régimes convectits stationnaires stables
peuvent s'établir, l'un d'amplitude A5 (R), l'autre d'amplitude -A, (R),le fluide au repos étant alors instable.

d) Déterminer la dépendance de l'amplitude A5 (R) et celle du
temps caractéristique d'approche au régime stationnaire vis-à-vis de
R - R.




e) Expérimentalement on mesure le flux thermique au travers

de la paroi supérieure
(

z =
-2

de la cellule et on porte le rap
!

port, appelé nombre de Nusselt Nu, de ce flux au flux attendu s'il
n'y avait que de la conduction thermique. On observe que ce nombre
est égal à un au-dessous du seuil de convection et devient une tone
tion affine croissante du nombre de Rayleigh juste au-dessus du seuil.
Expliquer qualitativement ce comportement à l'aide du comporte
ment obtenu pour A5.

IV.2. Equation régissant la convection dans une cellule de <(grande>)
longueur.




d
Lorsque le rapport d'aspect - de la cellule est très petit devant

L
l'unité, les modes susceptibles de se développer, pour une valeur fixée
de R supérieure R ont des valeurs de k qui forment un ensemble
quasi continu au voisinage de k = k. On admet que, pour R proche
de P.r, la composante v de la vitesse se met sous la forme

v (x, y, z, t) = V (z) (A (x, t) etkX + A (x, t) e - ikcx)
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V (z) est comme au IV.1 une fonction réelle de z qu'on ne cherchera
pas à expliciter; A (X, t) est le complexe conjugué de la fonction

A (x, t). Cette fonction peut être écrite A (x, t) =
f
A (q, t) iqx dq;

l'amplitude complexe (q, t) correspond alors au mode k = k + q.
Dans l'analyse linéaire, elle obéit donc à l'équation

A
A

-(q, t) = (k + q, R) A (q, t).

Dans l'analyse non linéaire, on admettra que ce sont les modes pour
lesquels est proche de zéro qui contribuent à la fonction A (X, t),
c'est-à-dire que les valeurs de q restent petites. Dans ces conditions,
la dépendance en x de la fonction A (X, t) peut être interprétée comme
une modulation spatialement lente de l'amplitude du mode k, seul
mode considéré au lvi.

a) En s'aidant de la fig. 5, justifier, pour R proche de R et q
petit, la forme du développement limité de il (k + q, R)

t'. = Do (R-R)-D1q2
où D2 et D1 sont des constantes positives. En déduire que, dans l'ap
proximation linéaire, la fonction A (x, t) obéit à l'équation

2A
= Do (R-R)A+D1

On admettra que si on prend en compte les effets non linéaires de
degré le plus bas en A, la fonction A (X, t) obéit à l'équation

2A
- =

JAI désignant le module de A et étant une nouvelle constante
positive.

b) On pose
R - R = ; 'r = Et; X = E112 x ; B (X, 'r) = a-112 A (x, t).

Montrer que la fonction B (X, 'r) obéit à une équation différentielle
dont les coefficients sont indépendants de r. Qu'en déduit-on d'un point
de vue physique?

IV.3. Sélection d'un nombre d'onde.
Une des propriétés remarquables de l'apparition de la convection

dans les cellules de grande longueur est qu'un mode stationnaire
unique semble expérimentalement privilégié pour R très peu supérieur
à R,. On cherche à expliquer cette sélection du nombre d'onde en



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 137

étudiant successivement la stabilité des solutions monomode de l'équa
tion non linéaire et le rôle des conditions aux limites.

a) Montrer que l'équation pour B (X, T) admet des solutions
stationnaires à un mode

Bo (X) = b(Q)eiQ.x; (b (0) = IB0(X)!)
pour un domaine de valeurs de O qui correspond au domaine AR pré
cédemment défini. On étudie la stabilité de ces solutions en posant
B (X, T) = eiox [b (Q) + b (X, 'r)] ; [b (X, 'r) perturbation infinitési
male arbitraire]. La fonction Î(X, 'r) obéit à l'équation linéarisée (calcul
non demandé)

b2b
= _2(D0_D1Q2)(&lleb)+2iD1Q -+ D1

aT IX 1X2
Vérifier que, si on choisit la perturbation sous la forme

b(X,-r)=bi('r)cosaX+ib2('r)sinŒX
(b1, b2 fonctions réelles, a constante), les fonctions b1 ('r) et b2 (T)
obéissent à un système de deux équations linéaires couplées qu'on peut

b [b1] [b1]écrire sous la forme matricielle - I = M I I . En considé-
a'r b2] b2j

rant le déterminant de la matrice M, montrer que les solutions BQ (X)telles que D0 -3 D1 Q2 <O sont instables.

b) On étudie maintenant l'influence des conditions aux limites
afin de montrer que celles-ci peuvent jouer un rôle important, même
si les parois latérales de la cellule sont éloignées. En régime station
naire, la solution complexe B (X) vérifie l'équation

d2 B
D1- = _DoB+oIB2B.dX2

Montrer à l'aide d'une analogie mécanique, et sans calculs, que si
da

on pose B (X) = r (X) eis(x) [r (X) = I B (X) ], les quantités C = r2
dX

I /dr\2 1 C2 1 1
et E = - D1( -) +- D1 -+- D0r2------8r4 consti-

2 \dX/ 2 r2 2 4
tuent deux intégrales premières. Soit rn la valeur la plus grande prise

dr
par l'amplitude r dans une région où - = O (supposée correspondre

dX
au cour de la cellule) et soit rm la valeur la plus petite atteinte parr (par exemple près des bords de la cellule).
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Etablir les inégalités
1 1 1 r,2 I

Dl C2 ( TM2 Tm2 I D0-----8 (Tm2+ TM2)I C (Do r_2)2.
L 2 J 28 2
C

Montrer que peut être assimilé à la quantité Q du IV.3. a. En
TM2




Tm
déduire que, si le rapport est très petit devant l'unité, on dis-

rM
pose d'une explication qualitative du mécanisme de sélection du nombre
d'onde.
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SOLUTION

L'INSTABILITE DE RAYLEIGH-BENARD

Les auteurs de cette solution remercient Monsieur l'Inspec
teur Général GrÉ pour avoir relu ce texte et contribué à sa
rédaction.

Les annexes qui figurent à la fin de ce texte, ont pour but
de préciser certains points du problème.

Partie '.-DÉTERMINATION DES VITESSES PAR VÉLOCIMÉTRIE LASER
Il. Description du champ d'interférence.

a) L'intensité lumineuse I résulte de l'interférence de
deux ondes planes

I = afle'' +e2H2
...2Ja12 [1 + cos (k1-k2) r] = 4a2cos2 (ksinz).

Les surfaces d'égale intensité sont distantes de
7t X

H= = =0,35m.
ksinf 2nsin

b) Le nombre des surfaces d'intensité maximale est de
D

l'ordre de (fig. 1): N = 640.
H cos

12. Principe de la vélocimétrie laser.
a) La dépendance temporelle de l'intensité diffusée est

proportionnelle à l'intensité du champ d'interférence au point où
tz

se trouve la particule, c'est-à-dire à cos2 avec z =
H

(pour un choix convenable de l'origine des temps).
tvzt 1 7tVzt

b) La fonction cos2 = - (1 + cos2
H 2 H
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Fig. 1
I I

contient les fréquences temporelles y = O et V0 = (vu =
H

28 Hz pour v 10 m e_1), fréquences données par l'analyseur de
spectre. Si on tient compte du fait que le champ d'interférence est
limité, et donc que le signal ne dure qu'un temps -r, alors chaque
pic de fréquence a une largeur AVD de l'ordre de 'r1. Compte tenu

N
de la relation approchée - = - (vraie si la particule se déplace

sur l'axe z et traverse effectivement les N franges), on obtient
AVD




N-1.

c) Un déphasage sur un faisceau entraîne un déplace
ment proportionnel du système de franges. Si ce déphasage est
lui-même proportionnel au temps (par exemple p = cet), alors le

H .
système défile à vitesse uniforme. Soit W (par exemple W = -)

2t

cette vitesse. La fréquence Doppler devient : . Elle
H

diminue ou augmente avec W (pour O < W < v, 1 suivant que v
est positif ou négatif.
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La composante v peut être mesurée en tournant de - les
2

faisceaux autour de l'axe PX (les surfaces d'égale intensité sont
alors des plans orthogonaux à l'axe PY). La composante v

s'obtient alors en tournant de - la cellule autour d'un axe
2

vertical (il est plus facile de faire tourner la cellule que le mon
tage optique).

1.3. Effet Doppler et vélocimétrie laser.
o2

a) Dans la limite galiléenne, (- 1), tout à fait satis-
C2

y2
faite dans l'expérience (- 10-26 !), la loi de transformation

C2
des pulsations donne : u'1;2 = u- k1,2 y; u'1,2 = u" - Ku y
(on a écrit à chaque fois le passage du référentiel ail au référen
tiel alt'). D'où : u"1,2 = u - kj,:2 y + Ku y.

b) Les ondes diffusées n'ont pas même fréquence; leur
fréquence de battement n'est autre que VD, d'où

= (2 ot)-i u"1 -u"2




k sin* v2j
(2jt)-1 1 ki-k2Iv = IzI =




H

1.4. Utilisation de faisceaux gaussiens.
a) On sépare dans la dépendance en la partie ampli

tude de la partie phase
j k 2

exp - ______
2q(x)




I (RD -x)Q2
=Iexp-ik

L 2 [(Ro -x)2 + c04 k2]

F k2 0,,2 2
... exp
L 2[(R0-x)2+04k2]

I11,(X,Q)12 1
L'équation = -, qui s'écrit

I'(x,0H2 e
k2 o.2 2 = ro4 k2 + (Ro -x)2
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Fig. 2

correspond à l'hyperboloïde représenté en section sur la fig. 2.
Loin du point A (A = R0), point de convergence, le faisceau est
conique d'angle au sommet tel que tg c. = (k r0)1 lO-. Pour
x - R0 grand, la phase en M vaut (en ajoutant la constante

additive - k R0)
F e2 1

k I (x-R0) + I ± k [(x-R0)2 + o2]l/2 = ± kAM.
L 2(x-R0) j

Les surfaces d'égale phase sont donc des portions de sphères.
Pour x> R0 (signe +, point M au-delà de A), il s'agit d'une onde
divergente, pour x < R0 (signe -' point M en deçà de A), il s'agit
d'une onde convergente (cf. compléments à l'annexe A).

b) A la sortie de la lentille, on a

/ Q2 Q2
= a (O) exp ik( X-

\ 2q0 2f )
La dépendance en dans le plan x = O est typique d'une onde

1 1 1
gaussienne avec = - + -. Dans la région x> O, l'onde

q(0) q0 f
est définie de manière univoque par le principe d'Huygens et obéit
à l'équation de propagation. D'après l'énoncé, cette onde est donc
gaussienne avec q (x) = q(O)-x (cf. annexe A).

c) Choisissons l'origine au lieu de convergence du
faisceau. L'écart à la phase kx d'une onde plane est (R0 = O)

kx2 kQ2x
Dans le champ d'interférence, x et Q

2 (x2 + a-j' 2 04 k2
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Sont de l'ordre c. L'écart relatif est de l'ordre de (c0 k)-' = 1O-,
quantité négligeable.

L'amplitude résultante dans le cas des deux faisceaux gaus
siens est proportionnelle à

Q,2 Q22
e ik,r + e2o-,2 2 «2

Q et Q2 désignent les distances du point M du champ d'inter
férence aux axes des faisceaux

Q21,2 = n2 + y2 + z2 - (n cos * ± z sin*)2 (fig. 3).

Fig. 3
La partie intéressante du signal U (t) est proportionnelle au terme

r (j,2 + Q22) 1
d'interférence exp - cos (k.2- k,) r.

j. 2c02 J
Le résultat demandé s'obtient en posant r = Vt (on admet

implicitement que la particule passe par le point P). Il est égal
au produit d'une gaussienne de la forme exp - at2 et d'une fonc
tion sinusoïdale cos 2 n v0t. Sa transformée de Fourier est donc
le produit de convolution d'une gaussienne et de «fonctions del
ta» centrées en ± VD. Le signal utile fourni par l'analyseur est
une gaussienne centrée en V. [Remarque On peut aussi calculer

Je_2nteat2(cos2nvnt)dt
=1If (v-v0)+f(v+vo)J

avec:




n V2 ,L2
f (v) =

f
e_2n1 vt-at2 dt = %exp- a
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la largeur de la gaussienne est Av

PARTIE II. - PREMIÈRE APPROCHE DU PROBLÈME DE RAYLEIGH-BÉNARD
11.1. Etude de la conduction thermique.

a) Soit U l'énergie interne relative à un volume V quel
conque limité par la surface E. Le bilan d'énergie est

div
dv = - -

Jfj01,h
- dy (div Jth) dv.

D'où - = div J,h = div (grad T) = x AT (équa
at Q CV QCV

Lion de la chaleur).
b) Si la température est stationnaire et ne dépend que

aT d2T
de z, on a : - = 0; AT = - = 0; T (z) est une fonction

at dz2
dT T2-T1 T1+T2

affine avec - = et T (0) = = T0.
dz d 2

Le courant thermique est dirigé vers le haut et constant
T1-T2

JhK >0.
d

c) Le flux d'entropie dans la couche comprise entre z et
z + dz et dû aux échanges avec le milieu qui l'entoure est, par
unité de surface




II
Fig. 4

Jth 3th dT
= -dz= dz<0.

T (z) T (z + dz) T2 (Z) dz KT2(z)
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L'entropie de la couche étant constante (régime stationnaire),
il y a donc création d'entropie au sein de la couche avec un

K(T1-T2)2
taux : = . Cette création est due au

KT2(z) d2T2(z)
caractère irréversible des phénomènes de transport.

d) La fonction




T2-T1 Jcz
T (t, r) = T0 + z + A e-rit cos-cos k x

d d
vérifie

= _Ae-Wcos__cos kx;
d

7 x2 2tz
AT = - 3 - + k2 3 A er cos cos k x.

\d2 / d
f 2

Elle satisfait l'équation de la chaleur si p. = x ( - + k2
\. d2

d2
e) On a p.- in- pour toute pertubation harmonique.

X
d2




décrit donc un temps d'amortissement typique d'une pulsa-
X

tion de température dont l'échelle de variation spatiale typique
est d.

11.2. Etude d'une hypothèse de stabilisation du régime non
convectif par effet de compressibilité.
a) La bulle est soumise à son poids à la poussée d'Ar

chimède. Par unité de volume
« Archimède » - poids

of=




volume

...[Q(pe+dpe,Te+ dTe)Q(Pe+ dpe,TedTa)]g
...-c1Qg(dT+dTa).

b) Dans une transformation adiabatique
dS = Cp(dTa)+hdPe = O.

Le résultat demandé s'obtient en écrivant
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/IV \ aT
h = - T (-) = - (2e formule de Clapeyron) et

Q
dpe = - g dz (hydrostatique).

c) Il y a stabilité si la force est une force de rappel
of
-<O (la bulle a alors un mouvement périodique à une fré-
dz

quence appelée fréquence de Vaïssala). Numériquement, on a
dTa r. g Te dTe AT

= = 10-3; -- - = 10 AT. Par consé-
dz C, dz d

quent, il devrait y avoir instabilité dès que AT dépasse 10-s K.
La stabilité observée pour AT <\T = 2,2 K doit donc être expli
quée autrement.

11.3. Modèle heuristique de stabilisation par effet de viscosité.

a) L'équation de Newton s'écrit
4 du 4

-IxR3Q---- =
3 dt 3

La température intérieure de la bulle suit la température
extérieure Text Te avec un temps de retard -r caractéristique

R2
des échanges thermiques dans la bulle, soit -. Dans l'inter

X
valle de temps -r, la particule a parcouru la distance irr. D'où

dTe
Text - u. La force d'Archimède étant donc propor-

dz




du
tionnelle à u, l'équation est du type = Cv. L'état de repos

dt
u = O est stable si la constante C est négative; soit

4 dTe

~

R2 r.gR4 AT
6ttiR>-aR3aQg - ou -<4,5.

3 ~ dz x xv d

b) Le membre de gauche de l'inégalité précédente aug-
mentant avec R, ce sont les grosses bulles qui sont les plus ins
tables. Pour que le raisonnement puisse être tenu, 2 R doit rester

d agd3.ATune fraction de d. Prenons R = -; on obtient : <l0
4 xv
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(à un facteur 10 près); c'est l'ordre de grandeur du nombre de
Rayleigh expérimental.

c) Si on écrit que la bulle se déplace de d dans le
temps ', la vitesse typique doit être

/R2-' x
v=d (-) -=10ss-'

d
(ordre de grandeur conforme aux résultats expérimentaux).

(Remarque : on peut aussi écrire, en régime stationnaire
DT

= (v V) T = x AT; d'où, au niveau des ordres de gran
Dt




1) X
deur; la relation : - = -

d d2

d) La force de viscosité liée à l'action du plan mobile
sur le fluide est proportionnelle au gradient de vitesse, soit
o d-'; sa puissance est u2 d1. Le résultat demandé est obtenu

en disant que cette puissance est dissipée dans une couche
d'épaisseur d (cf. Annexe B).

e) La puissance dissipée correspond à une création
d'énergie interne. La création d'entropie associée est

,Dvis V2
11

T Td2
K (AT)2

On doit la comparer à : . Prenons \T = ATE; le rap
d2 T2

V2 T Q V T
port des deux vaut : = , de l'ordre

K (AT)2 (o Ci,, x) d2 (AT)2
de 10-p; il est très petit devant un.

11.4. Approximation de Boussinesq des équations de l'hydro
dynamique.
a) L'équation demandée de conservation de la masse

dérive d'une formule bien connue
- D

0=-+divQv =-+(vV)+ divv = -+divv.
lat 'at Dt

Remarque Cette équation s'écrit directement si on observe
que div,y, qui est indépendant du référentiel considéré, repré-
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sente la variation relative de volume d'un élément de fluide dont
on suit le mouvement.




DQ aAT
En ordre de grandeur, on a : 2 lO- u d-1.

Dt d y-1
D'autre part, toute dérivée spatiale de la vitesse est à priori
d'ordre i d-1. Si div y vaut lO- o d', cela veut dire que la
combinaison particulière D + o + ö u est négligeable. (On
peut aussi raisonner en variables adimensionnées).

b) Dans le membre de gauche, on peut poser = QJ car
la correction est 1O- en valeur relative; mais si on oubliait la
dépendance en température de dans le membre de droite, on
oublierait la force d'Archimède qui est le moteur de la convec
tion : y tendrait vers O (viscosité) et on aurait l'équilibre hydro
statique grad p = Qo g.

c) Multiplié par T-1, le membre de gauche représente la
variation de l'entropie en suivant le mouvement. K AT et sont
les variations d'énergie interne dus aux échanges thermiques et
à la dissipation visqueuse des mouvements macroscopiques.

PARTIE III. - ETUDE DE L'ÉTABLISSEMENT DE LA CONVECTION

111.1. Ecriture adimensionnalisée et linéarisation des équa
tions de l'hydrodynamique.
a) Faire le choix d'unités proposé revient à introduire

t r y
des variables étoilées : t = , r = -, = - rth. Alors

rh d d
D D -
- = ; V = d' V*; A = d-2 A'.
Dt Dt*

Equation (2) . On part de
D

Q Cp [Tç,,r + (T1 T2) fIl = K A [Tstat + (T1 - T2),01
Dt

et on utilise les relations
D - (T2-T1)

Tstat = (y V) Tstat = Dz ; ATstar = O, soit
Dt d
i» z DII th X ,h= - + X A II OU = -Dz + A II = z + A II
Dt d Dt* d d2



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 149

Remarque En variables étoilées, et compte tenu de la rela-
7

tion T-T0 = (T1-T2) ( ) , la troisième équation de
\. d/

l'hydrodynamique s'écrit
Dv* VTth=
Dt* d2

agrh2




(TI _T2)*ez_2fl.rrhezAv*_ Vi...
d




F rt2 / p z*2
+g(T1-T2)-------

I d \ Q0 d 2
On reconnaît alors facilement les différents termes de l'équa
tion (3) donnée dans le texte (ce calcul n'était pas demandé).

Dans la suite, on allège la notation en supprimant les étoiles.
b) Les termes non linéaires apparaissent dans

D 7 -
Dt \t

L'approximation linéaire consiste à remplacer la dérivée «en
D

suivant le mouvement'> - par la dérivée partielle -.Dt

Remarque En prenant le rotationnel de l'équation (3) linéa
risée, on obtient

aO) I-
(A) - = oAw+oR grad fl, A e_o VTarOt(ezAV).

En prenant à nouveau le rotationnel de (A), on obtient
[rot (rot y) grad (div y) -Av et div y = O].

(B): --(Av)
at

..._A2v+c.Rrot(rotez)_cT\/T,,rot[rot(eAv)].

Les équations (5) et (6) (dont l'établissement n'était pas de
mandé) ne sont autres que la projection sur z des équations (A)
et (B). En effet

gradfA e = (a,»*, -a,O) ; [rot (grad* A er)]. = x2y2
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et
rot (eAv) = (-v, =

iv awZ
{rot [rot (eAv)]} = - -

c) Sur les parois, v = O car le fluide ne peut les tra
verser et = O car la température T y prend la même valeur
que Tstat.

111.2. Résolution du système d'équations dans un cas
particulier.

a) Pour des grandeurs dont la dépendance spatio-
a 02 i2

temporelle est e eikx cos jcz, on peut remplacer -' ,-,
it ix2 iy2

A et A2 respectivement par t, - k2, 0,- (3t2 + k2), (7t2 + k2)2. Dans
le cas particulier de l'équation (4), on obtient (i + t2 + k2) =
soit encore ( + 2t2 + k2) e = V0.

b) Avec les règles précédentes, on déduit immédiatement
de l'équation (6) la relation




Rok2
0 S/Ta {(x2 + k2) [a + k2) + o- a]-- }v.

Elle montre que a la même variation spatiotemporelle

que v,. En dérivant l'équation (5) par rapport à z, on obtient

donc : [o + (x2 + k2)] = _2- s/ Ta 0z- Les deux rela-
az

tions ainsi obtenues entre et v sont compatibles si

(2 + k2 + U2(zt2 + k2) + T2 Ta
R=(x2+k2+o)

(x2 + k2 + ) k2

c) Pour qu'un mode se développe (croissance dans le
temps), il faut que la partie réelle de (ou ) soit positive. On a
en effet : e Pt = e (
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111.3. Examen de la stabilité de la solution non convective
pour les fluides à très petit nombre de Prandtl.
a) Pour que le mode ne puisse pas se développer, il faut

et il suffit que les deux racines de l'équation du second degré
aient une partie réelle négative. Deux cas se présentent. Soit les
racines sont complexes conjuguées; leur somme -a, doit alors
être négative (donc a1 > 0); leur produit a2 est alors automati
quement positif. Soit ces racines sont réelles, leur somme doit
être négative et leur produit doit être positif. Dans les deux cas,
on obtient les relations nécessaires et suffisantes a1 > O ; a2> 0.

Remarque : Pour voir ce qu'est devenue la troisième racine
de l'équation du troisième degré, il suffit de remarquer que pour
= 0, une solution particulière de (4) (5) (6) est : = = 0;

il
e 7L_ 0; is - - - k2; donc




o.

b) Si on pose o" = O, l'équation du second degré en est
(7r2+k2)22+[2(Jt2+k2)3-Rk2]+...




= O.

L'équation de la courbe ' (a1 = O) est

(x2 + k2)3 (1 + X)3
R=2 =2rt4

k2 X
Celle des courbes F (a2 = O) est

(st2+k2)3+2Ta x4(l+X)3+Ta
R= =

k2 X
Le minimum des courbes F est obtenu pour

2i(1+X)2(2Xl) = Ta,
on a alors R = 3x4(l + X)2.




27 1t
Pour Ta = O, on trouve Xmin = 0,5, Rmj,, 650 (la

4
courbe y s'obtient alors par une homothétie de facteur 2).
Lorsque Ta = 104, on a X,rn,, = 3,3, R,,,,, = 5,4 103. Ces courbes
sont représentées sur la fig. 5 ; les régions a1> O ou a2> O (qui
servent à la discussion qui suit) sont situées en dessous des
courbes.




c) Pour Ta = O (ou petit), le mode instable qui apparaît
lorsque R croît correspond à a2 = O, donc au passage d'une
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Fig. 5

racine réelle par zéro; il est donc de type non oscillant. Pour
Ta = 104 (ou «grand »), le mode instable qui apparaît, corres
pond à a1 = O; comme a2 est alors positif, et ont une par
tie imaginaire; eit est le produit d'une exponentielle croissante
et d'une exponentielle oscillante; le mode est de type oscillant.

111.4. Calcul du nombre de Rayleigh critique dans le cas
sans rotation.
a) L'équation pour t est du second degré de la forme

2 + a1 p + a2 = 0 avec a1 > O. La seule instabilité correspond
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/ (2 + k2)3 (1 + X)3 \
alors à a2 = O ( R = = ) ; elle est

k X /
de type non oscillante et, (cf. calculs déjà effectués) apparaît pour

[ x4(1+X)3 27 n4
mini I = 650

L X j 4
et




31 / 1
k=




\ 2

b) Tout fluide visqueux a une composante de la vitesse
parallèle aux parois nulle : = O. Ceci étant vrai quels que

soient x, y dans les plans z = ± , les dérivées partielles par
2

rapport à x et y de v et D) le sont aussi dans ces plans. Utili
sant la relation div y = v + v + v = O, on en déduit,
dans les plans considérés a = - l - v = O. Ceci n'est
pas le cas avec la fonction v> proposée car

a, V, = _itVoe>kxe>1sinztz
ne s'annule pas en z = ± 1/2.

PARTIE IV. - ETUDE DE QUELQUES EFFETS NON LINÉAIRES

IV.l. Equation régissant la convection dans une cellule de
« petite» dimension.




231
a) L'écart entre les modes est -, dans les unités

L
d

usuelles, donc 221 - dans les unités réduites. Si dLt n'est
L

pas trop petit, l'écart est comparable à la valeur de k. On peut
alors supposer qu'un seul mode développe son instabilité (quand
R augmente) tandis que les autres restent stables.

b) La partie linéaire s'explique par le fait que (R) est
nul pour R = R et est positif pour R> R. On peut donc écrire
= a(R-R,,).




A2 A4
La fonction Vest: V(A) = -a(R-R) -+ô




-.
2 4
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c) Un régime stationnaire A (t) = A correspond à
dV

- = - (A) = O. Il est stable, si, quand on s'écarte de dA
dA




iA
de la valeur d'équilibre, - est de signe opposé à dA, soit

it
d2V-- < O. A doit correspondre à un minimum de V. Pour R < R
dA2

et R> R, ces minima sont respectivement A = O et A = ± A5
(fig. 6). Pour R> R5, le régime A = O est stationnaire mais
instable.




\ <7 11.Rc_

Fig. 6

d) A5 vérifie : a (R- R) A5- ô A53 = O et A5> O d'où

Fa 11/2
A5 = (R- R.) ; le comportement en (R-R,)'/2 est

I_ô J
compatible avec la fig. 2 de l'énoncé. Près de A5, A (t) vérifie

[d2Vl
l'équation - [A (t) - A5] = - I I [A (t) - A5] ; le

it L dA J(A5)
F d2V 1

temps caractéristique vaut I I soit encore [2 a (R - R5)]-1"
L dA2 J(A5)

Près de R,, le processus d'approche au régime stationnaire est
extrêmement lent.
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e) Le transport thermique au centre de la cellule se fait
de deux façons : par conduction et par convection. Le terme de
convection est proportionnel à la vitesse d'entraînement et à
l'écart de température au régime non convectif. Ce terme est
donc proportionnel à A52, c'est-à-dire à R-R5.

IV.2. Equation régissant la convection dans une cellule de
« grande» longueur.
a) Si q O, s passe de valeurs négatives pour R < R»

à des valeurs positives pour R> R». L'ordre le plus bas en R - R»
est donc D0 (R-R») (D0> O). Par contre, si R R, (ligne horizon
tale sur la fig. 5 de l'énoncé, p. est négatif pour q> O ou q .( O et
nul pour q = O, d'où le terme - D1 q2 (D1 > O). Un terme en
(R - R») q est à priori négligeable devant R- R». Du développe
ment précédent de p., on déduit

2A
---D0(R-R»)A-D1------

ax2

faA
__Do (R- R,) A + Dl q2 A iqx dq ...

= - D0 (R- R») + D, q2] iqx dq = O.

a a
b) Des relations - = E-,- = o -, A = El/2 B,

aT ax2 X2
il suit que tous les termes de l'équation non linéaire sont propor
tionnels à E3!2. L'équation pour B est indépendante de o

2B
=D0B+D, -oIBI2B;

a-r X2
sa solution l'est donc aussi. De la dépendance en s de la fonc
tion A, A (x, t) = s1!2 B (sl!2 X, st), on déduit, comme à la
question IV.1. d), que l'amplitude est proportionnelle à (R -R»)"2
et que les temps caractéristiques d'évolution se comportent
comme (R-R»)-1. Le résultat nouveau est l'échelle spatiale des
variations de A en (R- R»)"2.

IV.3. Sélection d'un nombre d'onde.
a) La fonction B0 (X) = b (Q) eiQX est solution si

0 = (Do-DiQ2)b-bl2b;



156 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

la solution non nulle correspond à b = ê_1/2 (D.3 -D1 Q2)!!2. Cette
solution n'existe que pour : D3 - D1 Q2> O. Dans la variable
q (OX = qx), ce domaine est D3- D1 E-1 q2> O ou (E> O)
D3 (R- R)- D1 q2> O c'est le domaine AR représenté sur la
fig. 5 de l'énoncé.

L'équation matricielle vérifiée par les amplitudes b1 ('r) et
b2 ('r) des harmoniques de Fourier cos « X et sin « X de la pertur
bation envisagée est

(bi \ - (2(Do__DiQ2)_Dt& _2DlQŒ.\ (b1
-2DiQc -D1& )b2

La solution B0 (X) n'est stable que si la perturbation
'

tend
vers zéro. Une condition nécessaire est que les valeurs propres de
la matrice aient une partie réelle négative, ou encore, comme
ces valeurs propres sont réelles (matrice M symétrique) que le

F 1 1
déterminant 2 D1 «2 D0 -3 D1 Q2 + -D1 «2 soit positif. Ceci

2 j
n'est certainement pas le cas pour tout « si : D0 -3 D1 Q2 < O. On
a donc réduit le domaine de la convection stationnaire (d'un fac-

1
teur , mais on ne peut expliquer ainsi la sélection d'un

mode.




b) Si X était une variable temps et B le nombre complexe
associé à un point du plan, l'équation pour B (X) serait l'équa
tion de la dynamique de ce point, de masse D1, soumis à une
force centrale de valeur - D0 r + ê r3 dérivant de l'énergie

1 1
potentielle - D3 r2 -- ô r4. Les deux intégrales premières C

2 4
et E sont respectivement les analogues de la constante des aires
et de l'énergie. La première inégalité s'obtient en écrivant que

1 C2 1 1
E = - D1 - +- D0 rM2-- ô rM (puisque rM corres

2 rM2 2 4
1 C2 1 1

pond à un maximum) et E > -Dl- +-D0 r,,,2 -- ô r,,,
2 r,,,2 2 4

dr
(puisque, sur les bords il n'est pas certain que- = O). En effet,

des deux expressions de E, on déduit
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1 /1 1\ 1 1
-D1 C2 (-------) -Do(rM2-rm2)--ô(rM4--rm4),
2 'r,1,2 rM2J 2 4

relation qu'il suffit de multiplier par la quantité positive
2 (rm2 rM2)

La deuxième inégalité s'obtient en remplaçant la
rM2 - rm2

fonction de rM2 par son maximum (on utilise la relation
a2 1 8

x (cl - (3 x) - avec a = D0-- è r,,,2, (3 =->O).
4(3 2 2

En comparant la fonction B (X) = r (X) e0 (X) et la fonc
tion B0 (X) = b (Q) Ci Q X, on voit qu'on a non seulement une
modulation d'amplitude, mais aussi une modulation de fréquence

da
(spatiale), la dérivée - pouvant être assimilée au nombre d'onde

dX
réduit Q des questions précédentes. Dans la région du cour de la

C
cellule r (X) rM, Q = - = -. L'inégalité s'écrit alors

dX rM2
r,,,2 D0 /r,,,

D1 C2 = Dl (rM2Q)2 - Do soit Q f
2è rMv' rm

La sélection du nombre d'onde (Q petit) peut s'expliquer (au
rm

moins qualitativement) par la petitesse du rapport -, lui-même
rm

lié aux effets de bord associés aux parois latérales rigides de la
cellule.




J.-P. PROVOST,
(Physique Théorique, Université de Nice)

E.-R. TANTART,
(Paris).
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ANNEXE A

FAISCEAUX GAUSSIENS
Si on écrit l'onde q sous la forme a e1 où la fonction op

(éventuellement complexe) varie spatialement beaucoup plus vite
que la fonction a, on sait que q doit satisfaire l'équation eikonale
-
(V p)2 k2.




(X_
Q2 '\

Si 9(X) = k ) , on obtient au deuxième ordre
2q(x) /

dq
en : = - 1, d'où l'expression donnée dans l'énoncé

dx
q (x) = q.0 - X; si q0 est réel, on retrouve l'expression des ondes
sphériques dans l'approximation de Gauss. Un petit calcul, par
tant de l'équation A + k2 = O et retenant les termes en a (x)

da 1 da 1
et - (x) donne la condition supplémentaire -- =

dx a dx q
d'où a (x) = (x - q0)-1; en séparant le module et l'argument de
a, on retrouve la décroissance en x- R0 -1 de l'amplitude réelle
de l'onde à grande distance et le déphasage de a au passage du
foyer.

Les ondes gaussiennes possèdent la propriété remarquable
de rester gaussiennes en traversant un système optique centré.

fa b\Plus précisément, si ( j (- c : convergence du système)
\c dl

est la matrice de transfert entre deux plans, les paramètres
Q = - q et q' sont liées par la relation simple

aQ + b
Q' = ; cette relation se vérifie sur les deux cas
parti-c0+ d

culiers : translation simple de x (a = d = 1; c = O; d'où
Q' = Q ± x comme on l'a montré plus haut); passage d'une

lentille mince (a = d = I; b = O; c = ------; d'où
f

Q'' = -f ' ± Q' relation montrée en 1.4 b). On peut égale
ment définir des faisceaux gaussiens ne présentant pas nécessai
rement une symétrie de révolution (existence de différents
modes) ; ces faisceaux sont souvent une bonne approximation des
faisceaux délivrés par les lasers.
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ANNEXE B

VISCOSITE ET CREATION D'ENERGIE INTERNE
Dans un fluide incompressible, la force de viscosité par unité

de volume est Av. Mais attention, le produit y " Av (qui, aux
dimensions, donne le résultat demandé i u2 d-2) n'est pas la puis
sance dissipée.

Dans le cas simple proposé en 1.4. d), ce terme est même nul!
(il est bien connu que la vitesse est alors fonction affine de z
a20
- = O). Il ne faut pas oublier que les effets de viscosité cor
az2
respondent à des échanges surfaciques. Prenons le cas (un peu
plus général que celui proposé) d'un écoulement incompressible
horizontal unidirectionnel (axe x) dont la vitesse est une fonction
de z et t.

Considérons une tranche dz de fluide soumise en z + dz à la
10

force surfacique - (z + dz) et en z à la force -i - (z).
az

Dans le référentiel lié à la tranche de fluide et allant à la vitesse
av

u (z) la puissance est n - (z + dz) [u (z + dz) - u (z)] + O =

/ ,
dz (-) [à l'ordre dz, ce résultat ne dépend du choix de

a /
vitesse de la couche, u (z), ou u (z + dz)]. Cette puissance est égale
au taux de création d'énergie interne dans la couche.

Dans le référentiel du laboratoire, la puissance est
a0

i -(z + dz) u (z + dz) - -(z) u (z) =
az




1/au \2 /12v
...dz H -) +v(-

1\ 8z/ \1z2
Le deuxième terme est la contribution de la viscosité au bilan
d'énergie cinétique, obtenu à partir de l'équation d'Euler

1v / 12v 1p= V Ti __
)

.
It . Z2
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ANNEXE C

On a vu en 111.4. b) que le type de fonctions supposé en
111.2. ne correspond pas aux conditions expérimentales. Une sup
position moins forte consiste à garder la même dépendance en
x et t, mais à ne pas se fixer la dépendance en z. Considérons le
cas T = O et posons p. = O (en supposant que l'instabilité non
oscillante est la première à apparaître). Les équations (4) et (6)

d
deviennent D =

dz
(D2-k2)6+v = 0; (D2_k2)2,,_Rk2ff = 0.

v vérifie l'équation du 6e degré [(D2 - k2)3 + R k2] v = 0. Une
solution générale paire est

v (z) = A, choc, z + A2 ch a2 z + A3 Gb a3 z
avec : a = [k2 + (R k2)"3 (- 1)1/3]1/2 (il y a trois racines troi
sième de - 1). Les conditions aux limites dans les plans z ± 1/2,
à savoir v = 0; = O et (D2- k2)2 v = O (car = 0),
conduisent à un système homogène de trois équations aux incon
nues A,, A2, A3. En écrivant que le déterminant de ce système est
nul, on obtient une relation entre R et k. Le minimum de R
comme fonction de k (obtenu par calcul numérique) est très voi
sin du résultat expérimental.
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Agrégation

SESSION DE 1986
SCIENCES PHYSIQUES

Option : Chimie
Epreuve C

COMPOSITION DE CHIMIE
(Applications)

(Durée 6 heures)

Matériel à prévoir : 4 feuilles de papier millimétré.

DISSOCIATION DE L'EAU
L'épreuve comporte quatre parties largement indépendantes.
Dans chacune d'elles, de nombreuses questions relèvent de connais

sances de base, elles peuvent être résolues rapidement et brièvement.
Les notations de l'énoncé sont à respecter.

DONNÉES GÉNÉRALES
Constantes fondamentales.

On utilisera dans les calculs les valeurs approchées suivantes
Constante de Planck h = 6,63 x l0- J. Hz-1;
Constante d'Avogadro NA = 6,02 x 1023 mol-1;
Charge élémentaire : e = 1,60 X 10-' C;
Célérité de la lumière dans le vide : e 3,00 x 108 m. s-l
Constante des gaz : R = 8,31 J. K-1. mol-1
Potentiels normaux d'oxydoréduction EO (Volt) par rapport à
l'électrode normale à hydrogène (ENH), à pH = O et à 298 K

E0(C12/Cl_) = 1,36
EO(02/H20) = 1,23
E0 (13/1) = 0,54
EO (S042-/S02 aq) = 0,17
EO (H/H2) = 0,00
E0(Ni2+/Ni) = -0,23
E0(Fe2+/Fe) = -0,44.
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1. ASPECTS THERMODYNAMIQUES
La réaction de dissociation de l'eau s'écrit

(1) H70(/) .-> H(g) + - 02(,)-
2

1.1. A l'aide des données du tableau I, calculer les variations d'en
thalpie standard AHO, d'entropie standard AS°,., et d'enthalpie libre
standard AGO, à la température T = 298 K pour cette réaction de
dissociation. Commenter les signes des quantités calculées.

Tableau I
Enthalpies de formation standard, entropies standard à T = 298 K.

Coefficients a et b des capacités calorifiques molaires
à pression constante

AH (298 K) 5° (298 K) a b
3mo!-' J.moF°.K' J. moi-'. K- J.mol-'.K-'

H» (1) 285 580 69,87 46,82 29,97 x 10-'
H, (g) 130,46 27,67 3,39 x 10-'
°2 (g) 204,82 34,57 1,08 X 10_2

1.2. Exprimer AHO, AS°,., AGO, en fonction de la température T.
Les capacités calorifiques molaires à pression constante sont données
par la relation littérale approchée

cS,, = a + bT (tableau I).
On calculera d'abord le Ac de la réaction sous la forme

AcJ, = M + TAb;
on exprimera ensuite AHO, et AS°, en fonction de T, Aa et Ab puis
on exprimera AHO, AS°, et AGO, en fonction de T et des valeurs
numériques.

1.3. On appelle E5 la force électromotrice d'une pile à hydrogène
et à oxygène, à courant nul, les pressions étant égales à 1 bar, en sup
posant un fonctionnement idéal des électrodes. Donner sans démons
tration la relation existant entre Eta et AGO,..

Calculer E,5 à 298 K.

1.4. On considère une cuve à électrolyse dans laquelle s'effectue la
réaction (1) de dissociation de l'eau. La cuve est maintenue à tempé
rature et pression constantes T et P.

On applique aux bornes de cette cuve une tension constante V. On
AH°,

pose E0, = -, n étant le nombre de moles d'électrons mises en
nF
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jeu dans la dissociation d'une mole d'eau. Préciser le signe des échanges
thermiques entre la solution électrolytique et le milieu extérieur
lorsque




El,, < V <
V> Eat.

Calculer la quantité de chaleur échangée entre la solution électro
lytique et le milieu extérieur à 298 K lorsque V = Et;, et V = Eat.

1.5. Tracer les courbes donnant Eth et Eat en fonction de T: on
se limitera au calcul des valeurs numériques de E'i, et Eat pour
T = 273 K, 298 K, 373 K. Commenter sur le diagramme les conclu
sions de la question précédente.

1.6. L'efficacité est définie comme le rapport de Eat à V.
Deux procédés industriels utilisent des cellules alimentées respec

tivement sous une tension de 1,75 V et 2,05 V, à 298 K.
1.6.1. Calculer l'efficacité respective de ces deux cellules.
1.6.2. Quelle conséquence pratique importante impliquent ces

valeurs de V?
1.6.3. Est-il possible d'améliorer l'efficacité en travaillant à

T>298 K?

1.7. Ecrire les demi-équations redox correspondant aux couples
H+/H2 et Q2/H2Q ainsi que les relations de Nernst correspondantes.
A l'aide des données du tableau II, tracer le diagramme potentiel - pH
de l'eau avec




P02 = 1 bar et PH, = 1 bar, à 298 K.

Préciser quel est le domaine de stabilité de l'eau.
Calculer, en électron-volt, AGO,, de la réaction (1). Comparer ce

résultat aux données du tableau II; commenter.

Tableau II
Potentiels normaux (ENH) à pH = O et à T = 298 K

de différents couples rednx

Couple redox H fH H'/H, 0,/H,0 H,O,/H,O OH /H,o

E' (l 2,11 0,00 1,23 1,77
27J

1.8. On peut envisager d'autres réactions de dissociation de la
molécule d'eau
(2) 2 H20 -* H202 + H2
(3) H2Q -* OHO + H'.

Ecrire les demi-réactions redox intervenant dans les réactions (2) et
(3) ainsi que les relations de Nernst correspondantes (voir tableau II).
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Sur le diagramme précédent, tracer les courbes des potentiels
normaux apparents en fonction du pH correspondant aux demi-couples
redox des réactions (2) et (3) en supposant

aH0o2 = 1, a1ç = 1, a" = 1, PH2 =1bar.

1.9. Calculer, en électron-volt, AGO, des réactions (2), et (3) à 298 K.
Si celles-ci étaient réalisables par électrolyse, dans des conditions

idéales de fonctionnement, quelles seraient les tensions minimales à
appliquer aux bornes pour les obtenir?

2. ELECTROLYSE
2.1. On souhaite produire de l'hydrogène par électrolyse de solu

tions aqueuses, au moindre coût énergétique. On peut utiliser, comme
électrolytes, diverses solutions aqueuses ioniques : acide sulfurique,
potasse, acide chlorhydrique ou iodhydrique, solution sulfureuse.

Indiquer brièvement pour chaque cas les réactions qui seraient
observées aux électrodes, en supposant que leur fonctionnement ne
dépend que de conditions thermodynamiques.

2.2. Soient deux couples redox Ox 1/Red 1 et Ox 2/Red 2, qui
échangent n électrons. Leurs potentiels normaux respectifs sont F01 et
E2 (F01 > F02).

2.2.1. Tracer schématiquement les courbes intensité-potentiel
pour chacun des couples sur une électrode supposée inattaquable. On
portera en ordonnée la densité de courant j (le courant anodique étant
compté positivement) et en abscisse, le potentiel appliqué à l'électrode,
par rapport à une électrode de référence. On ne tient pas compte des
phénomènes liés à la diffusion.

Indiquer clairement, pour chacun des couples les courbes ano
dique et cathodique ainsi que la courbe résultante; les points repré
sentatifs des potentiels d'électrode E1 et E2 des deux systèmes à
courant nul (systèmes à l'équilibre; on supposera par exemple
ao1 < 0Red1 et a09> aaed9); la densité du courant d'échange; les
points représentatifs des potentiels normaux Foi et E02.

2.2.2. On place les deux couples redox précédents dans les
deux compartiments d'une cellule séparée par une membrane per
méable. Les électrodes ont même surface. Utiliser les courbes précé
dentes pour illustrer le fonctionnement du système en cellule d'électro
lyse. On pourra utiliser comme exemple les couples redox de l'eau
H-/H2 et O2/H2O.

Indiquer sur le schéma relatif à la cellule d'électrolyse les sur
tensions anodique il, et cathodique , pour la densité de courant j,
définies par = Eelect rode -

2.3. Dans le cas où agedi = aRd. = a0,,2 = a0,,, = 1, donner la
relation entre la différence de potentiel initiale V appliquée aux bornes
et les grandeurs E01, E02, la' flc sachant que la cellule d'électrolyse, de
résistance R, est parcourue par un courant d'intensité I.
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2.4. Le problème pratique est de minimiser cette différence de
potentiel.

Si le seul but recherché était la production d'hydrogène, toutes
choses égales par ailleurs, quel serait, parmi ceux étudiés au 2.1.1.,
l'électrolyte à retenir sur la seule base des potentiels normaux d'oxydo
réduction ?

Dans le cas d'une électrolyse avec dégagement d'hydrogène et
d'oxygène, la différence de potentiel théorique à appliquer dépend-elle
du pH de la solution?

2.5. On souhaite minimiser la chute ohmique dans la solution. Quels
sont les facteurs sur lesquels il est possible d'intervenir?

Les conductivités équivalentes limites des ions des électrolytesétudiés sont données dans le tableau III.

Tableau III
Conductivités équivalentes limites X d'ions en solution aqueuse

à 298 K

Ion HO 0H CI S04-

û-'. X0cm0.moI' 349,8 98,6 73,5 76,3 76,8 80,0

Quel est le meilleur électrolyte de ce point de vue ? Quelle est l'in
fluence possible d'une élévation de température sur la chute ohmique?

2.6. On électrolyse une solution d'acide sulfurique de concentration
égale à 0,5 mol. 1-l. Pour une même densité de courant, les surten
sions de l'hydrogène sur les cathodes de platine, de fer et de plomb
sont respectivement égales à -0,05, -0,24 et -0,75 V.

L'électrolyse industrielle de cette solution est-elle économiquement
possible ?

2.7. On électrolyse une solution d'hydroxyde de potassium à
pH = 14, à 293 K.

Les surtensions observées sont les suivantes (tableau IV) pour une
densité de courant de 2,5 A. M-2.

Tableau IV

type
Electrode.

Cathode Anode~
matériau Fer Nickel Fer Nickel

Surtension (V) 0,11 - 0,12 + 0,33 + 0,26

- Quel métal vous paraît-il économiquement préférable d'utiliser
comme matériau d'anode et de cathode?
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- On interrompt l'électrolyse; on observe qu'une anode de nickel
évolue vers un potentiel de 0,46 V par rapport à l'électrode normale
à hydrogène tandis qu'une anode de fer évolue vers un potentiel de
-0,16 V par rapport à la même référence. Interpréter ces résultats.
Quels produits sont susceptibles d'être formés ? Quelle conclusion doit
on en tirer pour le choix du matériau d'anode?

2.8. Quand la température de la cellule d'électrolyse passe de 293 K
à 333 K, la valeur absolue de la surtension diminue de 0,14 V à la
cathode et de 0,08 V à l'anode pour une densité de courant égale à
50 A. m-2 et pour une tension de 2 V à 293 K.

Comparer le gain en énergie qui en résulte à l'énergie nécessaire
pour élever la température de l'eau de 293 K à 333 K effectuer le
calcul pour une mole de dihydrogène dégagé, en admettant que la
quantité d'électricité mise en jeu est intégralement utilisée pour pro
duire du dihydrogène.

Quels sont les obstacles qui s'opposent à un choix de température
différent de celui retenu industriellement (333 -363 K) ?

2.9. On définit
- la production horaire M la masse (en kg) de produit formé par

heure et par m2 d'électrode;




M- le rendement faradique (en courant) "QI = - où Ms est la
Mthmasse théorique du produit obtenu;

- la consommation énergétique W l'énergie nécessaire pour pro
duire un kg de produit;

- le rendement énergétique Ow : le rapport de l'énergie théo
rique Wth, nécessaire à l'obtention de la masse théorique M5, à l'éner
gie réellement consommée W.

En utilisant la loi de Faraday, exprimer la masse théorique Mth en
fonction du courant I, de la surface S, de la masse molaire éYIt du
produit formé, de z le nombre d'électrons échangés et du faraday F.
Exprimer M en fonction de g. Exprimer la consommation énergé
tique W en fonction de la tension appliquée V, de I, de M et de S.
En déduire la relation qui existe entre W et PI.

Exprimer l'énergie théorique Wt en fonction de la différence de
potentiel théorique Eth à appliquer aux bornes d'une cellule idéale,
de I, de M et de S.

En déduire la relation entre o et QI.
Appliquer ces relations à la production d'hydrogène par électro

lyse de l'eau, avec une densité de courant de 2000 A. m-2, une dif
férence de potentiel appliquée de 1,8 V et un rendement faradique
de 0,98.




3. PHOTOLYSE
On souhaite utiliser la lumière solaire pour dissocier l'eau.
3.1. Le spectre utilisable de la lumière solaire s'étend d'environ

300 mn à environ 1 600 mu, avec un maximum d'intensité aux envi-



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 167

rons de 600 nm. Tracer un schéma approximatif de la distribution
spectrale (intensité en ordonnée et longueur d'onde en abscisse). Eta
blir une correspondance entre les longueurs d'onde et l'énergie des
photons correspondants, exprimée en eV.

3.2. Soient les réactions de dissociation de l'eau (1), (2) et (3),
écrites au 1.1. et au 1.8.

32.1. Déterminer le nombre d'électrons formellement échangés
au cours de ces réactions.

3.2.2. Calculer, en eV, les enthalpies libres AGO,(1), AG°e (2),
AGO,(3) par électron mis en jeu au cours des réactions (1), (2) et (3).

Comparer les valeurs numériques obtenues aux potentiels nor
maux d'oxydoréduction du tableau II.

32.3. En admettant que chaque échange d'électron nécessite
l'absorption d'un photon d'énergie au moins égale à AGO, donner
l'énergie minimale théorique du photon absorbé pour que soient pos
sibles les réactions (1), (2) et (3). Reporter ces valeurs sur le dia
gramme de distribution spectrale précédemment tracé. Quelle est la
réaction la mieux adaptée, à une utilisation maximale de l'énergie
solaire?

3.3. La réaction (1) n'a pas lieu par simple irradiation solaire. On
ajoute dans l'eau un photosensibilisateur PS qui absorbe la lumière
en donnant un état excité PS' capable de provoquer la dissociation
de l'eau.

Dans un premier temps, on s'intéresse uniquement à la photo
production dc dihydrogène.

A cette fin, l'espèce 5* doit être susceptible de réduire une
substance R, dite relais, à l'état d'espèce réduite R-. Cette dernière,
en présence d'un catalyseur CRed, doit être capable de réduire l'eau
avec un dégagement de dihydrugène, en revenant à l'état R.

Etablir un diagramme qualitatif et schématique des niveaux d'éner
gie de ce système en indiquant l'état fondamental (PS + R), l'état
excité après l'absorption d'un quantum d'énergie hv (p5* + R), et l'état
après transfert d'électron (PS+ + R-). Porter en ordonnée les énergies
et en abscisse une coordonnée arbitraire de la réaction.

3,4. Ecrire la réaction de réduction de l'eau par R-. Préciser les
conditions thermodynamiques et cinétiques qui doivent être remplies
et les principaux obstacles qui doivent être surmontés pour que la
production de dihydrogène devienne possible. Situer, à pH = 7, le
potentiel d'oxydoréduction du couple R/R-.

3.5. Pour obtenir un processus cyclique, après formation des es
pèces PS+ et R-, on ramène PS+ à l'état initial PS par réaction avec
un donneur d'électrons D. Celui-ci doit intervenir sans perturber la
réaction de dégagement de dihydrogène. Quelles conditions thermo
dynamiques doit remplir le couple D--/D pour réagir sur P5-F et ne
pas réduire l'eau directement ?

3.6. Ecrire l'ensemble des réactions mises en jeu. Quelle est l'équa
tion bilan? Compléter le schéma suivant en faisant apparaître les
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espèces qui appartiennent à des cycles catalytiques, les espèces qui dis
paraissent et celles qui sont formées.




CmTALTU(,P. C1

EAU

3.7. Choix du photosensibilisateur.
Le tableau V donne quelques caractéristiques de photosensibili

sateurs PS, complexes de métaux de transition, de structure électro
nique nd6, bas spin, pour lesquels le rendement quantique d'obten
tion de PS est pratiquement égal à 1.

Tableau V

Nature de r ((Jo) E0 (eV)PS" la transition
(a) (b) (e)

Fe (bipy) (d) M (d-d) 0,0008 0,9
Ru (bipy). TCML 0,6 2,1
Os (bipy)* TCML 0,02 1,8
Rh (phen) (e) L (lt_7x*) 0,3 2,8

(a> Trotsoitjoa électronique centrée our le métal, M(d.d), ou suc le ligand, L au par tran,feet de charge du métal vers
le ligand (TCML)(b) Durée de vie do l'état exioté PS', doua le solvant utilisé.(r) Énergie do l'état excité PS, poe rappOrt à l'état fondamental.

(d) bipy bipyridyl.2,2;(e) phen = o.phénuothroline.

3.7.1. Indiquer la configuration électronique des ions métal
liques supposés dans un champ octaédrique et donner un diagramme
d'énergie simple des orbitales moléculaires (notées t2g et eg pour celles
constituées principalement des orbitales du métal, et :x, a pour
celles constituées principalement des orbitales des atomes du ligand).
Schématiser l'évolution de l'énergie des orbitales d dans la série pré
cédente, les énergies des orbitales jr et jt° du ligand étant supposées
constantes. Indiquer sur ce schéma les transitions électroniques entre
orbitales moléculaires décrites dans le tableau V.

En s'appuyant exclusivement sur des critères cinétiques, argumen
ter le choix en faveur d'un ou de deux photosensibilisateurs.

3.7.2. Propriétés oxydoréductrices du photosensibilisateur PS.
Le photosensibilisateur peut être engagé dans divers couples dont

nous retiendrons les suivants
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Etat fondamental P5+/PS
Etat excité : P5+/PS'.

Les potentiels normaux correspondants E° (V) sont donnés par le
tableau VI.




Tableau VI

PS
Couple

PS /Ps PS/PS'

Fe (bipy) 1,05 0,1
Ru (hipy).1,26 - 0,84
Os (bipy).0,82 - 0,96
Rh (phen).1,5 - 1,3

3.7.2.1. Quelle relation existe-t-il entre les données énergé
tiques du tableau V et celles du tableau VI?

3.7.2.2. Situer les couples sur le diagramme potentiel-pH de
l'eau. Quels sont les photosensibilisateurs qui permettent à la fois la
réduction et l'oxydation de l'eau pour un pH voisin de 7 ?

3.8. Transfert électronique photo-induit choix du relais R.
La réaction directe de PS' sur l'eau n'étant pas cinétiquement favo

rable, on cherche une espèce relais R. On considère qu'à partir de l'état
excité I (PS' + R), il y a réaction de désactivation de PS' par R,
qui débute par la formation d'un complexe [PS'/R], état 2; celui-ci
évolue par transfert électronique interne vers un complexe [PS+/R-],
au sein d'une cage de solvant, état 3. Ce deuxième complexe peut alors
évoluer soit en quittant la cage pour donner les produits P5+ et R-,
état 4, soit pour redonner par une réaction-retour les réactifs PS + R,
état O, soit enfin pour retourner au complexe précédent, état 2.

3.8.1. Tracer un schéma réactionnel comportant les divers
états j, j..., en indiquant les constantes de vitesse k11 de passage
entre états successifs.

Commenter l'ordre de grandeur relatif des différentes constantes
de vitesse pour obtenir les produits P5+ et R- avec le meilleur
rendement. Insister particulièrement sur la constante de vitesse de
désactivation k12, sur celle de la réaction-retour k38, et sur le rende
ment de sortie de la cage de solvant




kM
«)cate =

kM + k34
3.8.2. Le tableau VII donne les valeurs des constantes de vitesse

k11 (mol-1. s-')' et les écarts d'énergies AE11 = E1 - E1 (eV) entre les
états j et / dans le cas du photosensibilisateur Ru (bipy)32+.
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Tableau VII

Relais R à E. k,o ),,, E°1_(V)

Rh (bipy)* 6,20 x 10' 0,1 n 3 x 10' -_2 0,15 - 0,67
MV' (a) 1,4 x 100 0,37 4 x 10' 1,7 0,25 -0,44
Fe'',q 2,7 x 10' 1,5 5 x 10' 0,6 1,00 +0,77

(a) MV' = diotion du méthylviologèno, ou N,N' diméthyl.bipyridium.4,4'.

3.8.2.1. Etablir un diagramme comparatif des énergies des
états du système pour les 3 relais R, à l'aide des tableaux V et VII.

3.8.2.2. Calculer les constantes de vitesse k34 et commen
ter la corrélation existant entre k34, "cage et PèE34.

3.8.2.3. Quels produits R permettent la réduction de l'eau?
Justifier votre réponse à l'aide des valeurs de E°g,R et du pH. Parmi
les relais choisis, quel est celui qui est le mieux adapté en fonction
des critères cinétiques ?

3.8.2.4. Dans le cas du méthylviologène, écrire la demi
équation redox puis la réaction du radical cation MV avec le pro
ton hydraté. Discuter l'influence du pH.

3.9. Photoréduction de l'eau choix d'un système.
On ajoute au système composé de PS et de R un catalyseur métal

lique sous forme de fines particules (platine) et un donneur d'élec
trons, par exemple l'acide éthylènediaminetétracétique (E1TA), capable
de réduire PS+ à l'état PS.

3.9.1. On irradie ce système dans l'eau lourde D20 à pH = 5.
Il se dégage du deutérium et on constate la formation d'acide éthylène
diaminediacétique et d'acide glyoxylique (CHOCOOH).

Ecrire la réaction d'oxydation de 1'EDTA et le bilan réactionnel
global correspondant à la mise en jeu d'une mole d'EDTA. Qu'indique
le dégagement de dideutérium?

3.9.2. La vitesse initiale de dégagement d'hydrogène est plus
importante en présence de MV2+ qu'avec d'autres relais R. Cependant,
on constate qu'en présence de platine et d'hydrogène, le méthyl
viologène est progressivement hydrogéné.

Commenter les conséquences de cette hydrogénation sur le rende
ment et la durée de vie du système photolytique.

3.9.3. Compte tenu de vos conclusions, proposer un système de
photoréduction de l'eau. Représenter son fonctionnement à l'aide d'un
schéma analogue à celui établi en 3.6.

3.10. Photo-oxydation de l'eau.
Pour obtenir la photo-oxydation de l'eau, on irradie un système

constitué des complexes Ru (bipy)32+, Co (NH3)5Cl2+ et d'oxyde de
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ruthénium Ru02 finement dispersé. Dans de l'eau 180H2, il se dégage
du dioxygène 180180. Le potentiel normal du couple Co (NH3)5C12+/
Co (NH3)5C1+ est E° = 0,52 V. La forme réduite de ce couple est hydro
lysée de manière rapide et irréversible à l'état d'aquacomplexe.

3.10.1. Proposer un schéma de photo-oxydation de l'eau, ana
logue à celui proposé pour la photoréduction. Expliquer le fonctionne
ment du système.

3.10.2. Etablir le bilan réactionnel.

3.11. Photolyse de l'eau.
Proposer un système de photolyse de l'eau, comportant soit un

compartiment, soit deux compartiments séparés par une membrane.

4. PHOTOÉLECTItOLYSE
On souhaite utiliser l'énergie lumineuse pour dissocier l'eau grâce

à un dispositif photoélectrolytique.
4.1. Soit une cuve à électrolyse dont l'une des électrodes, de grandesurface, est recouverte d'une couche mince d'un semi-conducteur de

type n. En l'absence d'électrolyte, les niveaux d'énergie du système
sont ceux de la fig. 1(a) : W est l'énergie du bord de la bande de
valence; W est l'énergie du bord de la bande de conduction; WOF est
l'énergie de Fermi.

Energie

Solide
j Solide

J
Solution lid Solution

W ~8,

(a) (b) (c)

Fig. 1. - Energie des électrons dans un semi-conducteur ou dans un
couple oxydoréducteur Ox 1/Red 1 en solution;
(a) Semi-conducteur seul
(b) Semi-conducteur en équilibre avec la solution à l'obscurité.
(c) Jonction semi-conducteur - solution sous irradiation.

4.1.1. Définir brièvement les notions de bande de valence, de
bande de conduction, de bande interdite et de niveau de Fermi.
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4.1.2. Indiquer sur un schéma la position de l'énergie de Fer
mi W par rapport à W,, et W,, dans des semi-conducteurs (intrinsèque,
n ou p) et son évolution en fonction de l'importance du dopage.

4.2. Le semi-conducteur, de type o, est mis au contact d'un électro
lyte contenant le couple redox Ox 1/Red 1, capable d'échanger o élec
trons, au potentiel normal rédox E°1. Le système est décrit de manière
schématique par la fig. 1(b) le potentiel électrochimique de l'électron
est égal à l'énergie de Fermi Wr dans le solide et au produit - eE1
dans la solution (E1 est le potentiel redox du couple Ox 1/Red 1). Les
énergies sont exprimées en électron-volt, l'origine est l'énergie de
l'électrode normale à hydrogène.

4.2.1. Lorsque W° >- eE°1, la jonction semi-conducteur-solution
n'est pas à l'équilibre. Ecrire la condition générale d'équilibre à l'inter
face, en terme de potentiel électrochimique.

4.2.2. Décrire le processus qui conduit à l'équilibre par créa
tion d'une double couche électrique à l'interface comportant une charge
d'espace positive dans le semi-conducteur.

Commenter la création de la différence de potentiel
A'1 = 'solide - solution

qui en résulte entre solide et solution ainsi que la courbure des niveaux
d'énergie W,, et W,, dans ces conditions.

4.2.3. Quelle est la relation entre W, et E1, valeurs de l'énergie
de Fermi et du potentiel d'oxydoréduction à l'équilibre?

En déduire la relation entre W0, E01 et A, si l'on admet que la
composition de la solution a peu varié?

4.3. On envoie sur l'électrode un faisceau de photons d'énergie
kv. L'absorption d'un de ces photons par le semi-conducteur est sus
ceptible de créer une paire électron-trou, notée e-, t+, en transfé
rant un électron de la bande de valence à la bande de conduc
tion (W,,-W,, = AW,,,,).

On ne s'intéresse dans la suite qu'à ce type d'absorption.
4.3.1. Eerire l'inégalité entre les énergies 1-iv et AW,,,, pour que

la paire e-, H- soit créée.
4.3.2. Quand cette condition est réalisée, comment évoluent

électrons et trous quelles sont les espèces qui vont vers la surface
et quelles sont celles qui se déplacent vers l'intérieur du semi
conducteur ?

4.3.3. Que deviennent alors la charge d'espace et la courbure des
bandes du semi-conducteur? Pour répondre à cette question, on pourra
commenter la fig. 1. (e) où figure l'énergie de Fermi sous illumina
tion W*e.

4.4. Le semi-conducteur illuminé est maintenant relié à une contre
électrode. A l'obscurité, la jonction entre le semi-conducteur et le métal
de la contre-électrode est supposée ohmique (égalité des énergies de
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Fermi). L'électrolyte initial est le même que précédemment. La condi
tion relative à la création de la paire e-, t+ est supposée remplie.

4.4.1. Représenter schématiquement le système, en utilisant
l'exemple de la fig. 1. Quelle réaction d'oxydoréduction peut intervenir
à la surface du semi-conducteur entre le couple en solution et les
porteurs de charge ? Quelle condition doivent remplir l'énergie W et
le potentiel E°1 pour qu'il y ait réaction ?

Justifier le terme de photoanode utilisé pour ce dispositif.
4.4.2. Quelle réaction peut intervenir à la contre-électrode?

Etablir le bilan chimique relatif aux espèces Ox I et Red 1.
4.4.3. Ce système est appelé photogalvanique en créant une

photutension U,, entre les deux électrodes, il permet la production
d'un photocourant I,,.

Exprimer la puissance P fournie par cette cellule en fonction de I,,et U, puis en fonction de I,,, W*F et El1, et enfin dans des conditions
optimales d'irradiation et de dopage entre I,, et AWE,,.

4.4.4. Compléter votre schéma de la question 4.4.1. en y indi
quant les réactions chimiques aux interfaces. Sur un schéma compara
tif des situations à l'obscurité et sous irradiation, indiquer l'énergie
correspondant à la phototension U,,.

4.5. On remplace la cellule du système précédent par une cellule
à deux compartiments séparés par une membrane perméable.

L'un des compartiments est constitué de l'électrolyte précédent.
L'autre est constitué d'une solution aqueuse d'un électrolyte contenant
le couple redox Ox 2/Red 2 au potentiel E02. On indique en outre que
E°, < El1 : quel est le signe du AGO de la réaction

Ox 2+Redl -* Red 2+ 0x1.
On souhaite utiliser ce système pour produire Red 2 et Ox 1 à par

tir de Ox 2 et Red 1, grâce à l'énergie récupérée par absorption des
photons. -

4.5.1. Disposer convenablement les électrolytes dans la cellule;
décrire le système en utilisant les mêmes représentations que sur la
fig. 1 situer clairement l'énergie de Fermi sous illumination W*p, le
potentiel électrochimique des électrons pour les couples Ox 1/Red 1 et
Ox 2/Red 2, les niveaux d'énergie WV et W. Exprimer les conditions
que doivent remplir les énergies kw et AWCV, par rapport à l'enthalpie
libre standard AGO pour qu'il y ait formation des photoproduits Red 2
et Ox 1, les conditions optimales de fonctionnement étant réalisées.

4.5.2. Exprimer la relation entre l'énergie du bord de la bande
de valence WV et le potentiel E2 pour que l'on obtienne les produits
Red 2 et 0x1.

4.6. On utilise le dispositif de la question précédente pour réaliser
la photoélectrolyse de l'eau, dans un milieu de pH = 7.
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4.6.1. A l'aide des données du tableau VIII, calculer les largeurs
de bande interdite pour chaque semi-conducteur.

Tableau VIII
Energies approchées des bords des bandes de valence et de conduction

de quelques semi-conducteurs
(l'origine correspond à l'électrode normale à hydrogène)

Énergie
Composé

(eV)
CdS SrTIO, si GaAs TiO SnO

Bande de valence ............- 1,6 -2,6 0,0 -0,2 -2,6 -3,6
Bande de conduction +0,8 +0,6 + 1,1 +0,9 +0,4 +0,1

4.6.2. Reporter sur un diagramme d'énergie les valeurs de W,,
et de W,, (énergies en ordonnée, nature du semi-conducteur en abscisse).
Situer sur ce diagramme les énergies correspondant aux couples redox
de l'eau 02/H;20 et H20/H2 à pH = 7.

4.6.3. En utilisant les conditions exprimées aux questions 4.5.1.
et 4.5.2., indiquer quels sont les semi-conducteurs susceptibles de per
mettre la dissociation de l'eau par photoélectrolyse.

4.6.4. Pour une densité de courant donnée, les surtensions ano
dique et cathodique sont respectivement de 0,7 V et -0,3 V.

Cela modifie-t-il votre réponse à la question précédente? Suggérer
des catalyseurs susceptibles de réduire ces surtensions.

4.6.5. Utiliser les réponses des paragraphes 4.5. et 4.6. pour pro
poser un schéma de cellule photoélectrolytique permettant la dissocia
tion de l'eau. Employer une représentation analogue à la fig. 1. Préci
ser la longueur d'onde des radiations à utiliser. Indiquer si ce schéma
est susceptible d'aboutir à une réalisation expérimentale utilisable.

4.7. La quantité d'hydrogène dégagée par le système décrit au para
graphe 3.9.3. augmente quand, toutes choses égales par ailleurs, le pla
tine métallique est déposé sur des particules de SrTiO3 ou de Ti02.

Les données du tableau VIII vous permettent-elles d'expliquer
pourquoi?

Si oui, proposer un modèle de décomposition de l'eau associant
l'absorption d'un photon par un photosensibilisateur, une substance
relais R et l'absorption d'un photon par un semi-conducteur, rendant
inutile la présence d'un donneur d'électron sacrificiel.
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SOLUTION

I. ASPECTS THERMODYNAMIQUES
La réaction étudiée est




1
(1) HlO(,) Hg + °2(g).

2
1.1. Les grandeurs à calculer sont

AH°r (298) = 285 580 J. mol-1,
AS°r (298) = 163 J. K-1. mol-1,
AGO, (298) = 237 006 J. mol-'.

La réaction est endothermique; l'enthalpie libre est positive
et grande : la réaction n'est pas favorisée dans ce sens; la varia
tion d'entropie est positive également car dihydrogène et dioxy
gène sont à l'état gazeux tandis que l'eau est liquide.

Ces données thermodynamiques montrent la grande stabilité
de l'eau.

1.2. Les expressions de AH°r, AS),, AGO, en fonction de la tem
pérature sont




('T
AH°r (T) = iH°r (298) +

J
ACp dT,298

P AC
AS°r(T) = S0(298)+ J dT,

J298 T
AGO, (T) = AH°r(T)TAS°r(T).

On peut écrire àc, en J. mol-' K-'
Ac = Aa + T Ab = - 1,865 -26,04 10-i T.

D'où
Ab

AH°r(T) = AH°(298) + Aa(T-298) +___[T2_(298)2],
2

AS°, (T) = AS°(298) + Aa Log ( - + Ab (T-298),
\ 298/
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T
AGO, (T) = AH° (298) - T AS° (298) + Aa [(T-298)-T Log-]

298

+ Ab {- [T2_(298)2]_T(T_298)}.
2

Et enfin, en fonction des valeurs numériques

AH°r (T) = 287 290- 1,865 T - 13,02 10 T2 J. MOI-1

AS°r (T) = 181,38 - 1,865 Log T-26,04 10-i T J. mol' K1

AGO, (T) = 287 290-183,24 T
+ 13,02" 10-i T2 + 1,865 T Log T J. mol'.

1.3. Dans la pile, la réaction qui intervient est

H2(g) +-°2(g) - H20(l)
2

dont




AGO AGO,.

La relation entre E(h et AGO, est alors
AGO AGO,

Elh=- =+
nF nF

A 298 K E1h = 1,228 V 1,23 V.

1.4. On écrit la conservation de l'énergie : l'énergie fournie à
la cellule, nFV est égale à la somme de l'énergie nécessaire à la
réaction sous forme d'enthalpie et de la chaleur fournie par la
cellule au milieu extérieur -0.

nFV = AH°r-Q = nF Eat - Q,
soit




Q = nF(E,-V).

D'où
Q <0 si V> Eat la cellule fournit de la chaleur au

milieu extérieur;

Q = O S V = Eat la cellule n'échange pas de chaleur
(fonctionnement athermique);

Q> O S V < Eat la cellule reçoit de la chaleur du
milieu extérieur.
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Lorsque V = Efh, nFV = nF Elh = AGO,

Q = -AGO, + AH°r = T AS°r = + 48,57 kJ. mol-1.
Lorsque V = Eat, Q = 0.

1.5. Les valeurs de Eth et de Eat peuvent être calculées en
fonction des expressions de AH° (T) et AG°r (T) trouvées en 1.2.

On trouve
Eat = 1,491 -9,68 10_6 T-6,76 10-8 T2,

Efh = 1,491 -9,51 10- T -6,76 10-8 T2 + 9,68 10-9 T Log T.

Les valeurs numériques aux différentes températures sont
T/K 273 298 373
Efh/V 1,251 1,230 1,168
Eat/V 1,483 1,483 1,479

Le schéma 1 regroupe les résultats en distinguant les do
maines où l'électrolyse ne peut se produire (V < E111), des domaines
où elle se produit avec récupération de chaleur sur le milieu
extérieur (E(h 'i V < Eat) ou avec dissipation de chaleur vers
l'extérieur (Eat < V).

E/V
Electrolyàe avec

dissipation de ckctieur
vers le milieu exlrieurEt4.-

Eecho7se avec,
rcu3érat,on de, chaleur
sur l. milieu extirieur

4.25




Electrolye rrolsoble.

T /K
23 29B 53

Schéma 1.
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1.6. L'efficacité de la cellule est : = Eat/V.
1.6.1. L'efficacité des deux cellules est donc, à 298 K où

Eat = 1,48 V

111,75 = 1,48/1,75 = 0,846,

fl2,05 = 1,48/2,05 = 0,722.

1.6.2. Dans ces conditions, le diagramme tracé précédem
ment montre que la cuve fournit de la chaleur au milieu exté
rieur. Pour garder la température constante, il convient donc
pratiquement, de refroidir la cuve.

1.6.3. L'efficacité est 1 quand V = Eat, elle est > 1 si
V < Eat; elle est maximale, à une température donnée, pour
V = Et5, où un maximum d'énergie est prélevé au milieu exté
rieur. Quand la température augmente, Eat est pratiquement
constant tandis que E5 décroît. L'efficacité i = peut donc
être améliorée en travaillant à T > 298 K : on peut travailler
à une différence de potentiel V plus faible, en récupérant de la
chaleur sur le milieu extérieur.

1.7. Les demi-équations redox sont




RT (H±)2
2H+ 2e v H2 E = E°11,1+ Log

2F Pr'2
RT

02 + 4H + 4e s= 2H20 E = E°o2/HIo + Log po,(H)4
4F

soit




E = 0,00-0,06 pH si p2 = 1 bar,

E = 1,23-0,06 pH si po,, =1 bar.

Le diagramme potentiel-pH de l'eau est tracé sur le schéma 2,
avec l'indication du domaine de stabilité thermodynamique de
l'eau.

Avec les valeurs numériques de l'énoncé

1 eV = 1,6 10-' J; NA eV = 96 320 J

AGO, (1) = 237 006 J mol-' = 1,481 1024 eV mol-1 (2,46 eV molécule-').

La valeur numérique de AGO (1), en eV est égale à
deux fois la différence (E°021.0- E°11201119), ou à 2 E; ; cela cor
respond à l'échange de deux électrons dans la réaction (1).
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3.
des COM lexes

ti M40èj~yy
- RhiR
__R/Ru H

' 7
77T7'-

-Fe?'I Fe2
osIQa1.

/DomcitnI I

/
-FI Fe/
+ de t1au / /MV /MV.

4




-

-2.




pH
M

Schéma 2.
1.8. On peut écrire formellement en utilisant les valeurs des

activités données dans l'énoncé

H + e z---t He
RT (H--)

E = E°111- Log = -2,11-0,06 pH
2F (H')

H2O2+2H+2e 2H20
RT

E = E°11202/H20 + Log (H202) (H+)2 =1,77-0,06 pH
2F

OH' + H+ + e H20




RT
E = E°011120 + Log (OH') (H+) = 2,79-0,06 pH.

F
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Les courbes relatives aux potentiels normaux apparents pré
cédents sont reportées sur le schéma 2.

1.9. En utilisant le commentaire de la question 1.7., on écrit,
à 298 K




AGO(2) = nF [E°,1202/H--,O - E°H1o/H2] avec n = 2

AGO (3) = nF [E°01120 - E°n/H] avec n =

AGO (2) = 2,131 1024 eV mol-1 (3,54 eV molécule 1)

AGO (3) = 2,955 1024 eV mol-1 (4,90 eV molécule).

Dans ces conditions, les tensions minimales à appliquer
aux électrodes dans des conditions idéales de fonctionnement
seraient




AGO (2)
E11 (2) = =1,77 V

2F

AGO (3)
Elh(3) = = 4,90 V.

F

On remarque que Elh (1) < E11, (2) < E11, (3).

La dissociation à l'état de dihydrogène et de dioxygène est
la moins coûteuse en énergie.

2. ELECTROLYSE

2.1. Si les réactions aux électrodes ne dépendent que de
considérations thermodynamiques, les potentiels normaux d'oxydo
réduction permettent d'écrire le tableau ci-après

Electrolyte Réaction à la cathode EO/V

H2S04 S042 + 4 H + 2 e r SO2 + 2 H20 0,17
KOH 2H2O+2e±H2(g)+2OH 0,00

HC1 2 H + 2 e r H2 (g) 0,00
HI 2H+ + 2e±H2(g) 0,00

S02,., 2 H+ + 2 e H2 (g) 0,00



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 181

Electrolyte Réaction à l'anode EO/V

H2S04 H2O1/2O2(g) + 2H+ + 2e- 1,23
KOH 2OH-1/2O2(g)+H2O+2e 1,23
HC1 H2O1/2O2(g)+2H++2e 1,23
HI 2I-I2+2e 0,54

SO2, aq SO2 + 2 H20 ± S042_ + 4 H + 2 e 0,17

On sait cependant que les conditions cinétiques amènent le
dégagement d'hydrogène à la cathode (H;2S04), et de chlore à
l'anode (HCI).

2.2. Les demi-équations redox et les relations de Nernst
s'écrivent

RT ao1
Ox, + ne Red, E1 = E°1 + Log

nF aaedi
RT aOX.

Ox2 + ne Red2 E2 = E°2 + Log
aRed.

2.2.1. Les courbes intensité-potentiel sont tracées sur le
schéma 3.

A l'équilibre, j = 0, on trouve que E°1 > E1 et E°2 <E2 car
RT a0,1

E1 = E°1 + Log
" <E°1 car a1 < aRedi

nF aRedi
RT ao2

E2 = E°2 + Log > E°2 car ao9 > aRed2.
nF aRedl

Redz?90xL ReditOxt
Ccures //

'E3.
a

E

cxnodiiue




'

Co.r*s
1/ coti'iodi1uts

Reda'Ox Red,Red,Redj4 0*4

Schéma 3.
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2.2.2. Dans le cas d'une cellule à électrolyse, où inter
viennent les couples de l'eau, le système peut être représenté par
le schéma 4.

6




EaIf




Wlo
~

0,

Ela

Schéma 4.

2.3. Lorsque les activités sont égales à 1, E1 et E°1, E2 et E°2
sont confondus. La différence de potentiel appliquée aux bornes
est égale à la somme des différences de potentiel anode/solution,
chute ohmique dans la solution, solution/cathode j. e.

V = Eanode + RI - Ecathode
= E°1 +1a + RI -(EQ2 + 'tic)

V = E°iE°2+(Tlak)+RI.

2.4. En fonction des seuls potentiels d'oxydoréduction, l'électro
lyte à retenir serait la solution aqueuse de dioxyde de soufre car

= 0,17 V.

Lorsqu'il y a dégagement d'oxygène et d'hydrogène,
E h = Eo212o - EH/H,,

cette grandeur ne dépend pas du pH.

2.5. Pour minimiser la chute ohmique, pour une intensité

donnée, il convient de diminuer la résistance R. Or, R =
s

( résistivité, 1 longueur de la cellule de section s).
Il est donc possible d'optimiser les facteurs géométriques,

en diminuant 1 et en augmentant s, en utilisant des cellules de
grande surface à électrodes rapprochées.
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Il est également possible d'agir sur la nature de l'électrolyte,
1

à une température donnée. Ainsi = -, x est la conductivité.
X

Si l'on introduit la conductivité équivalente ionique X d'un
ion j, de charge û et de molarité c1

xi

zi , Ci
Pour un électrolyte, en admettant l'additivité des conductivités,

x = Ex = Ezc1Xi.
Pour les électrolytes étudiés, les conductivités molaires sont

Electrolyte H2S04 K OH H Cl HI SQ2aq
Conductivité molaire
X0 (fl cm2 mol-1) 859,6 272,1 426,1 426,6 -

L'acide sulfurique est l'électrolyte qui conduit le mieux le
courant.

Une élévation de température augmente la mobilité des ions
en solution, la conductivité croît et la chute ohmique diminue.

2.6. L'électrolyse de l'acide sulfurique apparaît économique
ment difficile car
- la surtension de l'hydrogène sur le platine est faible mais le

platine est coûteux,
- la surtension de l'hydrogène sur le fer est relativement faible,

le fer bon marché mais les phénomènes de corrosion (attaque
du fer par l'acide en cas d'arrêt de l'électrolyse) en empêchent
l'utilisation,

- la surtension sur le plomb est trop importante pour permettre
son utilisation comme cathode.
Cette électrolyse ne peut donc être industrielle.

2.7. Les matériaux à choisir sont
- à la cathode le fer (surtension plus faible, moindre oût),
- à l'anode le choix du nickel permet un gain de 0,07 V en sur

tension, mais le nickel est cher.
Les expériences en l'absence de courant montrent que le

nickel est passivé tandis que le fer est attaqué lors des interrup
tions de l'électrolyse : malgré son prix, le nickel doit donc être
choisi comme anode.
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L'attaque du fer produit très vraisemblablement des ions fer
rates Fe (VI)042- le potentiel obtenu est un potentiel mixte
Fe042-/Fe et H20/H2.

2.8. Le gain en surtension est égal à

AE = Mla + Aîic = 0,22 V.

Par mole d'eau électrolysée, le gain d'énergie est alors
A(AG) = nFAE = 42 380 J mol'.

La quantité d'énergie nécessaire pour élever corrélativement
de ,AT = 40 degrés une mole d'eau est

AW - c, (H20) x mH1o x AT = 2 250 J mol-1.

L'énergie à fournir pour l'élévation de la température de l'eau
est très inférieure au gain d'énergie réalisé électriquement : il est
intéressant de travailler à plus haute température. Cependant, au
delà de 80°C, les phénomènes de corrosion aux électrodes de
viennent importants tandis que la potasse est entraînée par éva
poration avec les gaz formés. Cela limite l'utilisation de hautes
températures. Des installations expérimentales travaillent pour
tant à plus haute température et sous pression.

2.9. La loi de Faraday permet d'écrire qu'en l'absence de
réactions secondaires, pour une durée t = I h (3 600 s), et par
mètre carré d'électrodes, la production horaire est

1 1t I
Mth = -t-x 10-i (kg M-2).

F z S
Comme




M
QI

MEh
M = Mph.

La consommation énergétique W par mètre carré d'électrode
est




V"I't
W = (Whkg).

M"S

D'où la relation entre W et
V zF

w=-.
QI iltt
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L'énergie théorique W est obtenue de la même manière

Eh " I
wtI, =

Mfh S
Et:




Wrh Erg, M Er,
Qw= Q1.

W V Mh V
Le rendement énergétique est égal au produit du rendement

faradique QI par le rapport des différences de potentiel appliquées.

Application numérique
On recueille 73 g (= 36,5 moles) de dihydrogène par heure

et par mètre carré d'électrode; le rendement énergétique est
Qw = 0,67.




3. PHOTOLYSE
3.1. La distribution spectrale est sommairement représentée

sur le schéma 5.
La correspondance entre longueur d'onde et énergie des

photons est




E = hv = hc/X
E/eV molecule-' = 1,243 106/X (nm).

Intensité

H20-. W+0H

rt2Mao -. 4o&'

I
\NZO_,0Li.42.

419 -4,13 E /eV oluI

200 %00 44,00




) vr

Schéma 5.

3.2.




3.2.1. Le nombre d'électrons formellement échangés est de
2 e pour les réactions (1) et (2) et de 1 e pour (3). La réaction (1)
correspondant au dégagement d'une mole d'oxygène mettrait en
jeu 4e.
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3.2.2. En utilisant les résultats obtenus à la question 1.8.
AG (1) = AGO, (1)/2 = 1,23 eV molécule-',
ttGe (2) = AGO, (2)/2 = 1,77 eV molécule-',
AGe (3) = AGO, (3) = 4,90 eV molécule-'.

Les valeurs des AGe sont numériquement égales aux f.é.m.
des piles obtenues à partir des couples d'oxydoréduction
correspondants.

3.2.3. L'énergie minimale théorique du photon est égale à
AGe, soit




1,23 eV molécule-1; 9 920 cm-' ; 1 008 nm,
1,77 eV molécule-'; 14275 cm-'; 700 nm,
4,90 eV molécule-'; 39 518 cm-1 ; 253 nm.

Ces valeurs sont reportées sur le diagramme de distribution
spectrale, (schéma 5).

C'est la réaction de dissociation de l'eau en dioxygène et en
dihydrogène qui peut le mieux utiliser l'énergie solaire (4 élec
trons et 4 photons pour une molécule de dioxygène et 2 de
dihydrogène).

La réaction (2) produisant du dthydrogène et de l'eau oxygé
née est possible mais moins rentable (deux électrons et deux pho
tons pour une molécule d'hydrogène). La réaction de dissociation
radicalaire directe (un électron et un photon) n'est pas réalisable.

3.3. Le diagramme est le suivant

Everje P5.i. R H

IL
P5iR

Schéma 6.

3.4. La réduction de l'eau par R- s'écrit
2R- + 2H+ - 2R + H2.

Plusieurs conditions thermodynamiques sont à remplir
- l'énergie du photon doit être suffisante pour dissocier l'eau

liv> 1,23 eV,
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- le potentiel normal redox du couple E°R,g doit être inférieur
celui de H/H2

E°g/R <E°H/H, (à pH = 7, E°R/R- <-0,42 V),
- le potentiel normal redox du couple EOpsips* doit être inférieur

à celui de R/R-




EOps<7ps* < E0g1p_.
Les conditions cinétiques sont également très importantes.

Il faut particulièrement que
- l'état excité P5 ait une durée de vie suffisante; il ne doit

réagir qu'avec R,
- il y ait «séparation des charges» et que les espèces P5 et Rm

une fois formées, ne réagissent pas immédiatement entre elles
pour redonner l'état fondamental,

- la réaction de R- avec l'eau soit rapide (catalyseur Cred).

3.5. La réaction du donneur D avec J'S+ s'écrit
P5+ + D - PS + D.

Il convient évidemment d'éviter la réduction directe de l'eau
par D : il s'agirait alors d'une simple réaction chimique par un
réducteur puissant (et cher...).

Cela implique donc que
E°515 > E°j7
E°DID>

Il faut également dans ces conditions que D+ ne puisse réagir
avec le dihydrogène formé. L'une des possibilités est d'utiliser
un produit bon marché se décomposant facilement

D --* produits de décomposition.

3.6. Les réactions mises en jeu sont les suivantes
hv

Ps -4 p5*

P5 + R --+ P8 + R

Cred
R-+H l/2H2+R
p5+ + D ---> PS + D+

D -* produits de décomposition.
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L'équation-bilan s'écrit, pour une demi-mole de dihydrogène
formée




hv
D + H+ --' 1/2 H2 + produits de décomposition de D.

Le schéma complété est, pour un photon absorbé et un élec
tron échangé




R
..., 4 H1FÉO

PS s I R ICr,.

RClQCOMOSt OR




D
Schéma 7.

Les espèces qui appartiennent à des cycles catalytiques sont
- pour PS : PS, PS*, p5+,
-pour R :RetR.

Les produits qui disparaissent sont : H+ et D.
Les produits que l'on forme sont le dihydrogène et les pro

duits de décomposition de D+.

3.7. Choix du photosensibilisateur.
3.7.1. La configuration électronique est (t21)6.

Les évolutions des énergies des O. M. et des transitions élec
troniques sont représentées sur le schéma 8, en fonction des
indications de l'énoncé : la réalité physique est évidemment plus
complexe.




Llr*__

-- t

.cIjO.s
&CIIL 2.1. TCPtL 4% LT-4 2.% -------------------------------------------------------------

LT




Fe(ipy) Ri(.qy s(Lp7) Rheft)

Schéma 8.
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La condition cinétique mise en évidence dans le tableau V
porte sur la durée de vie de l'espèce excitée PS*. Nous avons vu
qu'il fallait que cette durée de vie soit la plus importante pos
sible à la question 3.4. Les complexes de Ru (II) et Rh (III) sont
les mieux adaptés de ce point de vue

Ru (II)> Rh (III) > Os (II) » Fe (II).

3.7.2.1. La différence entre les potentiels normaux d'oxydo
réduction EOPS*IPS -EOps*ips*, exprimée en volts (tableau VI), est
numériquement égale à l'énergie d'excitation de PS à PS (E° du
tableau V), exprimée en eV.

Le schéma 9, reliant les potentiels E° à l'énergie, montre que
ceci traduit simplement la conservation de l'énergie.

Eer t / e V Mokcu(e
- E0%/V

5+ p5*

t
"o

p5* P5

Schéma 9.

3.72.2. Les couples redox sont reportés sur le schéma 2.
Le tableau ci-après indique les photosensibilisateurs permettant
l'oxydoréduction de l'eau.

Complexes
Fe (II) Ru (11) Os(II) Rh(III)

Phénomène
Réduction H20 Non Oui Oui Oui

Oxydation H2O pH ˆ 3 Oui pH ˆ 7 Oui

Les deux photosensibilisateurs qui permettent la réduction et
l'oxydation de l'eau à pH 7 sont les complexes de Ru (11) et de
Rh (III) et, à pH> 7 seulement celui de Os (II).

3.8. Choix du relais R.
3.8.1. Le schéma réactionnel est le suivant
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EtatZ Eto.t3 EO4

P+R 4
vu -1 ksi#




P5î,R4 Il

4O

PS+R




kao

Schéma 10.

Il faut que les constantes de vitesse aboutissant aux pro
duits PS+ + R- soient grandes devant les constantes qui peuvent
ramener le système à l'état fondamental, après l'absorption du
photon.

Ainsi k12 » k10
k34 » k

ce qui amène à cage - 1 quand k32 devient négligeable.
3.8.2.

3.8.2.1. Le diagramme comparatif des énergies est re
présenté sur le schéma il.

/UV RIa Etot j Etot 2. Ett 3 Eto.t 4s
t+ ?S'+R ['PE" R] [P5'/RJ PS+R-

01




-p

O stat O




Ru

Schéma 11.
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3.8.2.2. Pour calculer k34, on a

kM
c1=




kM + k34

kM = k3c"

Les valeurs trouvées sont
Rh(bipy)334- MV2+ Fe3+aq

kM x 10 (mol-' s-') ~ 0,53 1,33 .- 00

kM est une fonction croissante de ; k34 et sont d'autant plus
grands que AE33 est faible plus la paire [PS+/R-] est haute en
énergie, plus la vitesse de production de PS+ et de R- est faible.

3.8.2.3. Deux relais R permettent la réduction de l'eau:
Rh (bipy)33± et MV2. Cependant, le méthylviologène ne peut réagir
qu'à pH 7,4 et Rh (bipy)3+3 à pH 11,3, puisqu'au-delà,
E°R/R-> E°H/H. Le paramètre cage étant meilleur pour MV2+,
c'est celui-ci que l'on peut retenir en fonction des critères
cinétiques.




3.8.2.4. Pour le méthylviologène

MV2 + e ± MVt

MVt + H :± MV2+ + 1/2 H2.

Le rôle du pH aux environs de pH 7 est très important

t
E/




Schéma 12.
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Au-dessous de pH = 7,4 la réaction aura lieu dans le sens 1.
La réaction inverse se produira au-delà de pH = 7,4.
Il sera judicieux de se placer à pH 5-6.

3.9.




3.9.1. La réaction d'oxydation de I'EDTA peut s'écrire
HOOC- CH, CH,-COOH

EDTA N-CH,-CH2-N
HOOC- CH,

/
CH,-COOH

ou { CH2N (CH2COOH)2 ]2

H CH2COOH
/

EDDA N-CH2-CH2-N
/

HOOC-CH2 H
ou [CH2NH (CH2COOH) 12

{ CH2-N (CH2COOH)2 12 + 2 H20
[CH2-NH(CH2COOH)]2+ 2CHO-COOH + 4H + 4e

EDTA + 4 P5+ + 2 H20 - EDDA + 2 CHOCOOH + 4 H+ + 4 PS

4H+ + 4e 2H2.

Le bilan réactionnel global est
EDTA + 2 H20 EDDA + 2 CHOCOOH + 2 H2
EDTA + 2 D20 EDDA + 2 CHOCOOH + 2 D2.

Le dégagement de dideutérium indique que l'hydrogène dégagé
provient des molécules d'eau et non des autres composés hydrogé
nés en présence.

3.9.2. L'hydrogénation du méthylviologène est une réaction
secondaire qui diminue le rendement de la réaction (consomma
tion de l'hydrogène formé) et qui limite la durée de vie du cycle
photolytique. Malgré les avantages cinétiques de l'utilisation du
méthylviologène, il faut donc utiliser un autre relais qui sera le
complexe Rh (bipy)33+.
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3.9.3. En conclusion, le système de photoréduction de l'eau
auquel on peut aboutir est représenté sur le schéma 13

PS : Ru (bipy)32+; R = Rh (bipy)33+
Cred Pt divisé; D = EDTA.

f

L\yRu
(Pi) R

+ ::




PF divisé

(,):/\s H

EOTA

Schéma 13.

3.10.




3.10.1. La photooxydation de l'eau par le système proposé
peut être représentée par le schéma 14, pour l'absorption d'un pho
ton hv d'énergie supérieure à 2,1 eV, selon le tableau V.

bQ')Ru(LP,) ,tO2sH+
t,.

Rupy)3

CoIw)frtw4t-..




+ 5NH'+ct
Schéma 14.

Le cycle catalytique comporte les étapes suivantes
hv

Ru (II) (bipy)32+ -- Ru (II) (bipy)32-4-'

Ru (II) (bipy)32+* + Co (III) (NH3)5Cl2+ - Ru (III) (bipy)3I
+ Co(II)(NH3)5Cl+.

Cette réaction redox est permise puisque
E°c0 (111)/Co (II) = 0,52 V > E°RU (III)/Ru' = -0,84V.
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Le complexe de cobalt (II) est éliminé sous forme d'aqua
complexe

Co (II) (NH3)5Cl+ + 4 H- -* Co (II) (H20)+ + 5 NH+ + Cl
tandis que le complexe de Ru (III) réagit sur l'eau

Ru (III)(bipy)33+ + 1/2H20 -* Ru (bipy)32+ + 1/4 02 + H.

ce qui est possible puisque E°R (111)/Ru = 1,26 V et qu'à pH = 7,
par exemple, E02/H20 0,82 V.

L'oxyde de ruthénium finement divisé catalyse cette réaction.

3.10.2. Le bilan réactionnel est le suivant

Co (III) (NH3)5Cl2+ + 1/2 H20 + 4 H - Co (II) (H20)52
...+5NH4++C1+1/402.

La substance sacrificielle est ici le complexe de cobalt (III);
il n'y a pas de substance relais R car l'espèce oxydée

Ru (III) (bipy)33+
peut directement oxyder l'eau sur l'oxyde de ruthénium.

3.11. En fonction de ce qui précède, on peut donc proposer
deux systèmes de photolyse de l'eau.

1) Avec un seul compartiment




red

hv




Cox

PS H+




4 2

Schéma 15.
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Ce système, qui n'a pas été réalisé, est extrêmement simple;
mais il mélange les gaz produits H2 et 02-

2) Avec deux compartiments




hV
.-H20

02 __4 *H

-PS
iH~

`_1~ PS
C red

hl, H

Schéma 16.

Ce système est plus complexe, il comporte un transporteur
d'électron T dans une membrane, qui sert également au trans
fert de proton entre les deux systèmes photosensibles I et II,
constitués chacun d'un photosensibilisateur PS et d'un relais R.
L'oxygène et l'hydrogène produits le sont séparément. Le trans
porteur d'électron dans la membrane évite d'avoir recours à des
composés sacrificiels. Alors que les systèmes de production d'oxy
gène et d'hydrogène séparés ont été expérimentés avec succès,
les deux systèmes complets de photolyse demeurent à réaliser.

4. PHOTOiLECTROLYSE
4.1.




4.1.1. Dans un modèle orbitale moléculaire, d'un semi
conducteur (sc), la bande de valence peut être considérée, comme
l'ensemble des orbitales moléculaires doublement occupées, les
plus hautes en énergie. La bande de conduction est constituée des
orbitales moléculaires vacantes les plus basses en énergie. La
bande interdite est le domaine d'énergie compris entre le bord de
la bande de valence (Wv) et le bord de la bande de conduction Wi,.
Sa largeur est = W -W.

Le niveau de Fermi peut être défini comme le niveau d'énergie
où la probabilité d'occupation par un électron est 1/2. Dans un
semi-conducteur intrinsèque il est situé au milieu de la bande
interdite et ne correspond pas à une orbitale moléculaire (1).

L'introduction d'impuretés par dopage conduit à l'apparition
de nouveaux niveaux d'énergie dus aux impuretés à proximité
de la bande de conduction dans le cas d'un semi-conducteur n et
à proximité de la bande de valence dans le cas d'un semi
conducteur p. L'importance du dopage diminue la différence
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d'énergie entre le niveau d'énergie des impuretés et du bord de
la bande correspondante du semi-conducteur.

Le niveau de Fermi est compris dans les deux cas entre les
niveaux d'énergie des impuretés et le bord des bandes du semi
conducteur, et se rapproche de ce dernier avec l'importance du
dopage.

Dans la suite de l'épreuve, on considère que l'énergie du niveau
de Fermi est égale au potentiel électrochimique d'un électron dans
la phase considérée




WF = =
où p. est le potentiel chimique et t le potentiel du milieu par
rapport à l'origine du potentiel.

_____ -----
wç

W?




'NeW




COUC.PU Iopc ro.roc. k
rrsi'JQ. . r veau eçmi

o Wy()
Schéma 17.

4.2.1. L'équilibre n'est atteint que lorsque
(g)SC = ()oIution.

4.2.2. On ne parvient à l'équilibre que par transfert d'élec
trons du semi-conducteur vers la solution. Il se crée un excès de
charges négatives en solution et un excès de charges positives
dans le solide qui se distribue dans une région dite charge
d'espace.

Cette double couche crée la différence de potentiel AI) et un
champ électrique qui provoque la courbure des bandes (vers le
haut pour un semi-conducteur n et W°F > - eE°Oxi/Redl, avec
accumulation de porteurs de charges positives, les trous, à la
surface du semi-conducteur; vers le bas, pour un semi-conducteur
p et W°F < - eE°o1/Rdl, avec accumulation de porteurs de
charges négatives à la surface, les électrons). Ce champ électrique
permet de séparer les charges.

4.2.3. L'égalité des potentiels électrochimiques s'écrit
W = - - eE°oxi/gedi

si la création de la double couche n'a pas substantiellement modi-
fié le rapport molaire [0x1]/[Red,].
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L'énergie eLW est égale à la variation du niveau de Fermi
du semi-conducteur, isolé et au contact de la solution

+eM W°F-WF
= W°F + eE°oxi/Redl.

43.




4.3.1. Pour créer la paire e- t-i-, il faut que
liv > AW.

4.3.2. La création de paires e t+ est suivie de nombreux
phénomènes dont on peut retenir
- la recombinaison de ces paires, avec dégagement de chaleur;
- la séparation des charges, en particulier dans la zone de charge
d'espace les trous vont vers la surface tandis que les électrons
sont stabilisés en allant vers l'intérieur du semi-conducteur.

4.3.3. La charge d'espace diminue, ainsi que A'I et la cour
bure des bandes d'énergie (schéma 19). Le niveau de Fermi sous
illumination, dans le semi-conducteur, augmente corrélativement.
Plus l'irradiation est importante, plus le système s'approche des
niveaux d'énergie initiaux (bande plate) le système n'est plus
à l'équilibre.

4.4.




4.4.1. Le système peut être représenté par le schéma 18

4 Enerci.

1Ox'.




W777777 F
"7D yyyIpyy \ /R4

Schéma 18.

La réaction redox sur l'électrode éclairée est
Red, + t-q- Ox1.

Pour que la réaction ait lieu, il faut que
W < - eE°oxi,Redi
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c'est une réaction d'oxydation de Red,, provoquée par l'absorp
tion de photons à l'électrode, d'où le terme de photoanode.

4.4.2. A la contre-électrode, intervient la réaction
Ox, + e- -> Red,.

Par photon absorbé, les échanges sont
à l'anode Red, -. Ox, + e
à la cathode Ox, + e- -> Red,

au total Red, + Ox, -* Ox, + Red,

L'électrolyte demeure inchangé, l'enthalpie libre de l'électro
lyte reste constante AG = O.

4.4.3. La puissance P fournie est simplement
P = U. I

eU = W - (- eE°oxi/Redl)
'p

P = (W*F + eE°oxi/Redl)"




e
AW" I,

P-*
e

Dans les conditions optimales en effet
W*F + eE°oxi/Redl - AWcv

car W*F_*WC (dopage et irradiation) et Wv--eERedl,oxi.

4.4.4. Les réactions chimiques ont été indiquées sur le
schéma 18. On peut représenter ainsi la situation à l'obscurité et
sous irradiation (schéma 19)

1H
H

Energie




WFHWF

S7levn 'i,,c
a. sous écWremaitr

Schéma 19.
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4.5. Les réactions s'écrivent
Ox, + ne Red, E01
Ox2 + ne Red2 E°2

OX2 + Red, ± Ox, + Red2 AGO

AGO = - nF E° = - nF(E°2-E°i) = nF(E0i - E°2) >0
puisque




E°2 < E°1.
Il faut fournir de l'énergie pour produire la réaction.

4.5.1. Le nouveau système proposé est décrit par le
schéma 20.




Ener8

wIJ

Schéma 20.

Pour que les réactions se produisent, il est nécessaire que,
dans les conditions optimales de fonctionnement (W*F - W)

hv)
AW,,,, > G°.

4.5.2. Pour qu'il y ait formation de Ox1, et de Red2, il faut
en outre que




W,, <-
W > -

Les deux conditions doivent être réalisées pour que le cou
rant passe.

4.6. Photoélectrolyse de l'eau.
4.6.1. Les largeurs de bande introduite sont reportées dans

le schéma 21.
4.6.2. Les énergies W,, et W, sont reportées sur le sché

ma 21, qui comporte également les énergies -eE°oI/H20 et
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- eE°H/H, relatives aux couples redox de l'eau, avec et sans
surtension aux électrodes.

S 6A, TO 5A

:




/------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-
------------

------ ----- --------

oa!HO SUrtQ%6iO-----------------------------

-I -------------------'I-- -------------- aftç.

Schéma 21.

4.6.3. Les semi-conducteurs susceptibles de permettre la
dissociation de l'eau sont indiqués dans le tableau suivant

Condition à remplir CdS SrTïO3 Si GaAs Ti02 Sn02
AW,,,> AG°
W, <- eE°o2/HIo
W > - eE°u,a2

Oui
Oui
Oui

Oui
Oui
Oui

Non
Non
Oui

Non
Non
Oui

Oui
Oui
-

Oui
Oui
Non

3 conditions remplies Oui Oui Non Non - Non
Avec surtension Oui Non Non Non Non Non

4.6.4. L'existence de surtensions limite encore le choix des
semi-conducteurs possibles. En effet, SrTiO3 et TiO2 ont une bande
de conduction trop basse pour permettre le dégagement d'hydro
gène, et seul CdS remplit encore l'ensemble des conditions.
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L'utilisation de catalyseurs tels que le platine ou le palladium
à la cathode et d'oxydes (Ru02) à l'anode doit permettre de mini
miser ces surtensions.

4.6.5. La cellule peut être représentée par le schéma 22.

Eneris /.V

I +iz Coitre.c.arod
2,4 eV cS H1OO1

W 46V t' I

Schéma 22.

L'efficacité du système est limitée par
- la largeur de la bande interdite (2,4 eV, soit X> 520 nm),
- les phénomènes de corrosion anodique; le sulfure de cadmium,

est oxydé par les trous à l'état d'ions Cd (II) et de soufre S°.
Un tel système a fait l'objet d'une réalisation expérimentale

mais ces problèmes de corrosion ne sont pas résolus.

4.7. Le dépôt de platine métallique sur des particules de
SrTiO3 et de Ti02, en présence d'un photosensibilisateur permet
de combiner les propriétés des deux systèmes. Le schéma ci-après
résume les processus : la présence du semi-conducteur évite la
nécessité d'un donneur d'électron sacrificiel.

-

R

ko' HaO
Schéma 23.

La réduction de H+ sur le platine est provoquée à la fois par
des électrons provenant du semi-conducteur et de R-. L'oxyda-
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tion de l'eau intervient sur Ru02 grâce à l'action des trous du
semi-conducteur et de la forme oxydée PS.

(1) D'autres définitions peuvent être proposées Voir, par exemple
T.-A. ALBRIGHT, J.-K. BURDETT, M.-H. WHANGBO, Orbital interactions
in Chemistry, Wiley (1985).
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Agrégation

SESSION DE 1986

COMPOSITION DE SCIENCES PHYSIQUES
Option physique appliquée

Epreuve C

PROBLEME D'ELECTRICITE, D'ELECTRONIQUE,
D'ELECTROTECHNIOUE ET D'AUTOMATIQUE

(Durée : 6 heures)

Le problème proposé comporte trois parties.
La première et la deuxième sont indépendantes.
La troisième dépend, en partie, de la première.

Première partie
On dispose d'une machine à induction triphasée à cage d'écureuil

dont le fonctionnement est défini par les paramètres du schéma équi
valent monophasé de la fig. 1. On pourra supposer que les enroule
ments du stator sont couplés en étoile.

T

1

LsR2

Fig. 1

On désigne par
V la tension simple, à la pulsation appliquée aux enrou

lements de la machine,
15 le courant en ligne traversant ces mêmes enroulements,
L5 l'inductance cyclique d'une phase du stator,
1 l'inductance cyclique de fuites totales de la machine,
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R2 la résistance équivalente de la cage ramenée aux enrou
lements du stator,

g glissement, tel que Wr = g o.i,, en désignant par w1 la pul
sation des courants induits dans la cage.

On remarquera que l'on a négligé la résistance R1 d'une phase du
stator, les pertes dans le fer de la machine ainsi que ses pertes
mécaniques. Les paramètres de la machine, supposés constants, ont la
valeur suivante

L.5 = 21,3 mH, / = 0,9 mH et R, =0,038 fl.
Nombre de paires de pôles de la machine : p = 2.

1.1. La machine étant alimentée par une source triphasée de ten
sion sinusoïdale à 50 Hz et 380 V entre phases, on demande de
calculer




L0 courant à vide (g = 0),
L,, courant nominal, sachant que le glissement nominal est:

g, = 1,6%,
cos p facteur de puissance nominal,
F,, couple nominal,
P», puissance mécanique nominale,

,, flux total nominal pour un enroulement stator. On sup
posera qu'au-delà de cette valeur, la machine est saturée,

"max valeur maximale du couple moteur,
valeur correspondante du glissement.

1.2: La machine étant alimentée par une source triphasée de cou
rant sinusoïdal à 50 Hz et telle que I, = 100 A, quel que soit le glissement, on demande de calculer Fmax et g,,,,,,

Donner l'expression de dj, (g). Que peut-on en conclure quant à l'état
de saturation de la machine pour divers glissements?

Comparer 'les courbes couple-vitesse théoriques obtenues aux ques
tions 1.1. et 1.2. et critiquer.

1.3. L'alimentation de la machine est maintenant assurée par une
source de tension sinusoïdale de fréquence et tension variables,

V, 220V
telles que - = = K, K étant une constante.

w, 2t x 50 rd/s
On désigne par LU,. la vitesse de rotation de la machine.
Exprimer le couple F et 'le courant Ï, en fonction de wr, V, et des

paramètres de la machine.
1.3.1. Dans les quatre quadrants du plan F-12,. donner pour

8 valeurs différentes de w, l'allure (aucun calcul numérique n'est
demandé) des courbes F (Fi,.), y compris pour des valeurs négatives
de w,.
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Quelle signification attachez-vous aux valeurs négatives de oh?
On précise que pour des raisons évidentes d'isolement, au-delà

de w5 n 2 x 50 (ou -2 r x 50) la valeur de la tension V reste égale
à 220 V quelle que soit oh"

1.3.2. Trouver l'ensemble ou lieu des maximums et minimums
de I' pour les zones en deçà et au-delà de 50 Hz. On le caractérisera
par une ou plusieurs courbes de forme bien précise.

1.3.3. On fait maintenant tendre V5 et w5 vers une valeur
vs

nulle tout en conservant - = K. Que devient le couple pour cette
w5

valeur nulle 1
Ce résultat appelle-t-il de votre part un commentaire ?

Deuxième partie
On se propose d'étudier un commutateur de courant triphasé, dit

autuséquentiel nu à diodes d'isolement représenté fig. 2.
Il est composé de 6 thyristors (T1 à T6), de 6 diodes (D1 à D6) et

de 6 condensateurs de capacité identique et égale à C et désignés ici
de C1 à C6 pour les distinguer dans l'exposé.

Il est alimenté par une tension continue E, qui est la valeur
moyenne de la tension de sortie d'un punt redresseur nun représenté
ici, à travers une inductance de lissage de valeur L suffisamment
grande pour que 'l'un puisse considérer que le courant I qui la tra
verse a une ondulation négligeable. La résistance de cette bobine est
négligeable.

Ce commutateur alimente une machine à induction, représentée ici
pour chaque phase par une inductance de commutation l très voi
sine de l'inductance cyclique de fuites totales de la machine (on
prendra donc l 0,9 mH), en série avec une force électromotrice
sinusoïdale (eR, es, eT) de valeur efficace V5 et de pulsation w5.

Les angles évoqués ci-après se rapportent à cette pulsation et sont
done de la forme w5t.

En négligeant la durée des commutations, le courant iR est composé
sur une période (360°) d'un créneau de hauteur I et de 120° de lar
geur, suivi d'une valeur nulle de 60°, d'un créneau de hauteur -
de 120° et enfin d'une nouvelle valeur nulle de 60°.

Les courants i5 et j1 sont de forme identique, mais déphasés en
arrière, respectivement de 120° et 240° (voir fig. 3).

Le déphasage entre le terme fondamental du courant et la tension
correspondante dépend de l'état de charge de la machine et de w5
et n'est autre que le déphasage entre courant et tension dans une
machine d'induction, soit p. La fréquence à laquelle sont commandés
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les divers thyristors détermine la fréquence des courants 1R' i et 1T
et donc celle des tensions qui apparaissent en conséquence eR, es et CT.

Le commutateur fonctionnant en régime permanent, on étudie la
commutation de rla phase R vers la phase S, c'est-à-dire le passage de
la conduction de T1 -Dl à la conduction de T3 - D3 (fig. 2).

Pour cette étude, nous ferons les hypothèses suivantes
tous les éléments sont parfaits (chute de tension nulle aux bornes
d'une diode en conduction, condensateurs dépourvus de résistance
de fuite, etc.)

- la commutation dure un temps suffisamment court pour que l'on
puisse considérer que ea, es et eT sont constantes pendant cette
commutation.

A l'instant initial (défini par t = O sur la fig. 3), l'état du commu
tateur est le suivant
* le courant I traverse TI-Dl-l--eR-eT-l-D2-T2.
On a donc : 1R = I et 1T =
On supposera que, pendant toute la durée de la commutation

= - Jo (C4, C5 et C6 n'interviennent donc pas dans cette
commutation).

* °cl -o "c2 = O et "c3 =
A cet instant (t = O) une impulsion est envoyée sur la gachette

de T3 qui conduit instantanément, ce qui provoque l'extinction de T1
supposée également instantanée. La commutation se déroule en deux
étapes.




Première étape J traverse 1'3 puis se partage entre C1 et, C2
en série avec C3, puis D1. On désignera par t1 l'instant où T1 cesse
d'être soumis à une tension inverse et par t2 la fin de cette étape.

Deuxième étape Elle commence lorsque la diode D3 commence
à conduire et se termine à l'instant t3 lorsque la diode D1 cesse de
conduire, ce qui termine la commutation.

Fonctionnant en régime permanent, les conditions finales sont
identiques aux conditions initiales à une permutation circulaire près.

2.1. Procéder à la mise en équation pour la première étape. Repré
senter en fonction du temps

°c1 'c2 et
0Ti tension aux bornes de T1;
003 tension aux bornes de D3,
ici courant traversant C1.

Quel est, à l'instant t = O, le signe de la tension aux bornes de T3?
22. Procéder à la mise en équation pour la deuxième étape et

représenter les mêmes grandeurs que précédemment.
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2.3. Calculer t1 en fonction des diverses grandeurs qui interviennent
(V0, I, 1, C, etc.).

2.4. Calculer t2.
2.5. Calculer t3 - t2.
2.6. Représenter 0c1 (t) pendant une période de fonctionnement de

l'onduleur, en négligeant la durée des commutations. En déduire la
relation existant entre (t3) et V:3 lors d'un fonctionnement en régime
permanent, et exprimer V3 en fonction des éléments du montage
(Vs, 13, 1, C, etc.).

2.7. Représenter entre t - O et t = t3 0RN (t), 1'SN (t), Ug5 (t)
et UST (t).

La fig. 4 représente la tension entre phases d'une machine à in
duction alimentée par le commutateur étudié. Commenter qualitative
ment et quantitativement cette figure.

2.8. Il faut pouvoir assurer les commutations lors du démarrage,
c'est-à-dire à basse fréquence et donc pour V négligeable (voir 1.3.).

Montrer que, dans ces conditions, t1 ne dépend que de / et C.
Les thyristors utilisés sont caractérisés par tq = 125 (tq = du

rée minimale d'application de la tension inverse).
Calculer la valeur minimale de C pour que t1 = 2 tq.
On conservera cette valeur de C dans la suite du problème.
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2.9. Le moteur fonctionne au voisinage de son régime nominal,on a alors




I3=130A, V5=s220V, f=5OHz et cos(p=0,88.
On demande de calculer : V,3, t1, t2, t3 - t2 et la surtension maxi

male entre phases du moteur.
2.10. C étant fixé, on souhaite connaître la fréquence maximale fmà laquelle pourra fonctionner le commutateur. Cette limite est obtenue lorsque le moteur est à vide et que la période de fonctionnement

Tm = = 3 t3. Expliquer cette affirmation.
fm

f51 étant supérieure à 50 Hz, V5 = 220 V (voir 1.3.).
La machine étant à vide, on peut donc écrire

Vs
ISO (f) = (L5 = 21,3 mH).

2n L5 IM
Dans ces conditions, calculer fm, sachant que I = 1,28 I.

2.11. Montrer que la question 2.10 a été résolue, en contradiction
avec une (ou plusieurs) hypothèse faite dans cette deuxième partie.

Laquelle ? Quelle crédibilité peut-on accorder à la valeur de fmtrouvée?




Troisième partie
On se propose maintenant d'associer la machine à induction tri

phasée de la première partie au commutateur de courant de la seconde
afin de réaliser une machine à vitesse variable et d'étudier les carac
téristiques de l'ensemble en régime permanent.

La source d'énergie électrique étant un réseau 380 V entre phaseset 50 Hz, le schéma de principe est indiqué fig. 5.

220V/380V /V~ \/3- MAC H.V. IV \/3

50 Hz Is

PONT 1 PONT 2
Fig. 5

Le pont 1 est un pont complet à 6 thyristors dont les commandesde gachette (retard ml) déterminent la tension de sortie E (t) de valeur
moyenne E. On négligera l'ondulation du courant I ainsi que la résistance de la bobine d'inductance L.

Le pont 2 est le commutateur de la deuxième partie et on fera
l'hypothèse que la durée des commutations est négligeable devant la
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période de fonctionnement. Il alimente la machine à induction. Les
tensions aux bornes de la machine sont supposées sinusoïdales et la
valeur efficace des tensions simples est V,.

Les courants dans la machine ont donc la forme indiquée fig. 3.
On supposera que les harmoniques de ces courants ont un effet négli
geable sur les caractéristiques de la machine, et on désignera par I,
la valeur efficace du terme fondamental.

Les caractéristiques de la machine sont donc fixées par V,, I, et tu,
et elle est représentée par le schéma équivalent de la fig. 1. Tous les
paramètres de la machine sont ceux de la fig. 1, dont les valeurs sont
données dans la première partie.

3.1. Etablir la relation qui existe entre 19 et I, ainsi qu'entre E,
V [valeur moyenne de u (t)] et V,.

3.2. Pour un fonctionnement déterminé, c'est-à-dire avec V,, ï,,
et p connus.

3.2.1. Quelle est la forme de la tension instantanée u (t) à l'en
trée du commutateur? La représenter.

3.2.2. En faisant l'hypothèse que i n'est pas ondulé, que la
vitesse de rotation 11r est constante (forte inertie de la machine) et que
la machine et le commutateur ont un rendement égal à 1, montrer que
le couple F ne peut être constant.

Représenter sa forme en fonction du temps.

3.3. Le moteur fonctionne au voisinage de son point de fonction-
nement nominal, on a V, = 220 V, 19 = 130 A, f = 50 Hz et cos p 0,88.

On demande de
3.3.1. Dimensionner les thyristors du pont 2, c'est-à-dire

Calculer les tensions directes et inverses maximales qu'ils doivent
supporter et les valeurs moyenne et efficace des courants qui les tra
versent. On tiendra compte de la surtension calculée à la question 2.9.

3.3.2. Dimensionner les thyristors du pont 1.
3.3.3. Calculer V, E et a1.
3.3.4. Donner la forme du courant en ligne sur le réseau d'ali

mentation à 50 Hz.

3.4. Montrer que le montage est réversible, c'est-à-dire que si la
machine à induction fonctionne en génératrice, l'énergie qu'elle produit
peut être restituée au réseau d'alimentation à 50 Hz.

Sur quelle grandeur doit-on agir pour qu'il en soit ainsi?
Quel est alors le signe de V et de E ?
3.5. On se propose d'établir les relations existant entre V,, I,, o
et le couple F dans les cas suivants

3.5.1. On impose V, et O),., en déduire I, et F en fonction de w,.
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3.5.2. On impose I et t'r' en déduire V et F en fonction de

Vs3.6. Dans le cas où la machine fonctionne à - - constante = K;

Montrer que le courant I, ne dépend que de tr et des constantes
de la machine.

Tracer o (Wr) sachant que J est limité à 130 A dès que ce courant
est atteint.




220V
(On prendra K = ).

2jt x 50 rd/s
On considérera également les valeurs négatives de Quelle

signification attribuer à ur < O ?

3.7. On réalise le montage de la fig. 6.

PONT 1 PONT 2




D

50 Hz




.T.

1




7 5

0 REF




+4




0REF

Fig. 6

Les différents éléments représentés sur la figure sont les suivants
1. Commande des thyristors du pont 1;
2. Régulateur de courant;
3. Loi To REF = f (0)r) définie question 3.6;
4. Régulateur de vitesse;
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5. Commande des thyristors du pont 2;
6. Adaptation de la tension délivrée par UT;
7. Capteur de courant;
DT capteur de vitesse (dynamo-tachymétrique par exemple)!;
II REF référence de courant;
fIREF référence de vitesse;
nREF est généralement fournie par une boucle plus externe, par

exemple si la machine entraîne une pompe et que l'on désire
réguler le débit de la pompe.

On demande d'expliciter le fonctionnement en régime permanent
de ce montage et notamment de préciser son mode de fonctionnemnt
au sens de la question 3.5.

Dans ce type de montage, on dit que la machine est autopilotée.
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SOLUTION

Première partie

1.1. A 50 Hz, L c, = 6,69 fl. La valeur efficace I de l'inten
sité du courant qui traverse, à vide, un enroulement statorique,
est donc 32,9 A.

Pour g = g,, = 1,6 %, le modèle équivalent monophasé se
compose d'une réactance pure de 6,69 f1 en parallèle avec

R2
-+jlo = 2,38 +0,283 j.
g

L'impédance équivalente, Z, a pour expression
Z = 1,96 + 0,938 j, soit Z = 2,17 fl et arg (Z) = 25,6°.

On en déduit : I,,, = 101 A et cos p,, = 0,90.
La puissance absorbée par la machine, en fonctionnement

R2nominal, vaut : P,,,, 3 J2,,,, soit 72,7 kW. D'après les hypo-
g,,

thèses, cette puissance, transmise au rotor sous forme électro
magnétique, correspond à un couple nominal de moment

p
1',, = P,,,,x- = 463 N. M.

P,,, = P,,,,(1-g) = 71,5 kW.

VI
= - = 0,70 Wb.

Reprenons l'équation permettant de donner l'expression de F:
3 R2 V,

p g (R2/g)2+l2ro52
Soit




3p /V1\2 1

1 / (R,lo5g)+(lw,,g/R2)
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F = Fmax lorsque le dernier terme du produit de facteurs
1

vaut -.
2




3p / V V
Onadonc "max = = 1,64 kN.m.

2! \ wJ




R2
Cette valeur correspond à g = = = 13,5 %.

1 oa

1.2. Selon le modèle de la machine, représenté sur la fig. 1,
le courant total d'intensité efficace L, se répartit entre une induc
tance pure, de valeur constante L5 = 21,3 mH (tant que l'inéga

R2
lité I < I,,, est vérifiée) et la branche d'impédance (- + jl w5),

g
cette dernière variant avec la fréquence de rotation. En fait, dans
une machine réelle, la totalité du courant d'une ligne traverse
l'enroulement statorique correspondant, mais, selon le glissement,
les courants rotoriques s'opposent plus ou moins à l'action magné
tisante des courants primaires.

t L
-4

J Quo >




T

Fig. 1

Si nous ne tenons pas compte de la saturation, la fig. 1
montre que l'on a




IL5w
12 Iç.

j(L5+l)w. +R2/g
Par conséquent

L2 1
F= 3p .J2.

L5 + 1 g (L5 + l)o5/R + R2/g(L, + 1) w,
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Cette équation entraîne les égalités
3p L2

I'max - ________ " J2 = 613 Nm,
2(L. + 1)

et




R2




= 0,55 %.
(L + l)t5

De même,




jio + R2/g
10= Is.

j(L5 + l)t' + R2/g
(g) = L5 I; le flux nominal, marquant la limite de satura

tion de la machine est obtenu pour b = I = 32,9 A.

il + R/gC'est donc lorsque l'inégalité > 0,329
~ j (L, + l) + R2/g

est satisfaite que la machine est saturée.
Cette inégalité, après calculs, se réduit à g < 1,57 %.
Pour des vitesses de rotation comprises entre 1 476 tr/min et

1 500 tr/min, la machine est donc saturée, or justement le couple

V(w.)-----------------

f a5




13a °

17

Fig. 2
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maximal serait obtenu, en l'absence de saturation, pour n =
1 492 tr/min, correspondant à g, = 0,55 %. Les valeurs trouvées
précédemment doivent donc être remises en cause. A partir du
moment où la machine est saturée, le flux n'augmente pratique
ment plus (il s'agit de la valeur efficace du flux fondamental), les
courants induits dans la cage sont également limités, et le couple
n'augmente donc pas non plus.

La fig. 2 permet de comparer les courbes couple-vitesse à
tension d'alimentation constante (pas de saturation) et à cou
raut d'alimentation constant (saturation aux vitesses proches du
synchronisme, parce que les courants rotoriques, trop faibles, ne
peuvent compenser l'effet magnétisant de Ii).

1.3. Dans l'expression de F que nous avons donnée à la ques,
vs

tion 1.1., nous pouvons remplacer - par K et g w, par ur.
w5

On trouve ainsi




1
F=__K2

1 R2/l Wr + 1 wr/R2
Par ailleurs

R2 + j (L5 + l)wr
15=K

j (R2 + Ilswr)Ls

1.3.1. F et I ne dépendent que de la variable wr, or
= w5 - 11; les courbes F (Flr) se déduisent donc les unes des

autres par des translations parallèles à l'axe des fréquences de
rotation (fig. 3).

La fig. 3 donne l'allure de plusieurs de ces courbes.
Les caractéristiques correspondant à w5> O coupent l'axe f2

en des points d'abscisses positives. Les caractéristiques corres
pondant à w5 < 0, qui coupent l'axe f2 en des points d'abscisses
négatives doivent être interprétées comme relatives à une modi
fication de l'ordre des phases, ce qui correspond bien à un chan
gement du sens de rotation de la machine pour un même type
de fonctionnement (en particulier, en moteur à vide, Il'.

En effet si, dans les expressions : UI = COS




2,7c
= cos(w5t--),

3
2.x

U3 = C05 (w5t + -),
3
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on change w. en w' - w, on trouve
= COS Wt = U1,

2g
u'2 = cos (w5t + -) = u3,

3
2 it

U'3 = cos(w3t--) = u2,
3

ce qui a bien pour effet de transformer le système triphasé direct
de tensions, en un système triphasé inverse.

1.3.2. Pour o> 314 rad. e-t, puisque V = 220 V = este,

on a "max = -.
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Puisque le couple est maximal pour une valeur de 2r très
(A)5

proche de -, l'ensemble des maximums du moment f' pour
p

o, > 314 est sensiblement une courbe d'équation F = . Pour
fir2

O <CA)s < 314, Fmax =

1.3.3. En fait, le modèle proposé conduit à = cSte
quand o, est très faible, parce que ce modèle néglige la résis
tance R1 d'une phase du stator. Cette résistance n'est plus négli
geable lorsque la fréquence des courants est très faible. En réa
lité I',,,, - O lorsque u - O.

Deuxième partie
2.1.




Première étape (fig. 4) : La fig, 4 particularise les éléments
du montage concernés par cette étape. Le fait que les charges
initiales de C2 et C3 soient différentes n'empêche pas ce groupe
ment de condensateurs de se comporter comme un condensateur

T .

C3 2




e_

_rr5b
rrnQ

Fig. 4
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C 2 10
unique de capacité -. On a donc : = - 10 et i2 = -.

2 3 3
Donc

duc, 21o duc, duc" Jo
= et =

dt 3C dt dt 3C
La fig. 5 représente les variations en fonction du temps des

différentes grandeurs mentionnées dans le texte (fig. 5).

B ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------




f " - I
I I

t "tt t1

o It I

I t
t I

-V.




t
'

ç
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Fig. 5

A partir de l'instant t = 0+, la tension VAKTI est égale à uc1 (t).
D'autre part, la fig. 4 montre que : uD3 - VCi - eR + es = 0,

d'où:

VD1 = ea-es+ Vci, or eR(O) V2 sin (-+ p),
6
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es (0) = V5 sin (-+cp),
6

eT(O) = V5 sin (p----).
2

Donc VI), = _V/ sin p + Vc5 (t).
A l'instant t = 0-, la tension VAKTS est évidemment égale à

- Vc1 (0) - V0.

2.2.




Deuxième étape (fig. 6) La fig. 6 particularise les élé
ments du montage concernés par cette étape. On a toujours Ci

C. 4,3

R k
'I e.C.




Fig. 6

C2 C3 3 3 duc1
en parallèle avec , donc g = - 1c1 = - C

C2+C3 2 2 dt

Par ailleurs '0 = + i5, soit j5 = 10 - R, et
di5 diR

VSN = es + L = eR + L + Dc1.
dt dt

Cette dernière équation entraîne l'égalité
a

es -eR= 1 (ii -is) + 0Ci
dt
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et comme: ZR-ES = 2R-'O, on en déduit:

d2 0c1
es -eR - 3/C +vCi.

dt2

Les conditions initiales sont les suivantes
Pour t = 2, 0D: O, or v3 eR-es- v,

donc 0c1 (t2)= es - e.

doc1 2 R
Pour t = t2, 2R = 1, or =

dt 3C
duc, 21,

donc (t2) = -.
dt 3C

De l'équation différentielle et des conditions initiales, on
déduit la loi d'évolution de 0Ci (t) pour t > t2, en posant

oo2 =
3/C




21o
Vci(t) = es -eR + sin wo (t-t2).

3 C o0
De la même manière : = Iocost,)o(t-t2).

La deuxième étape est achevée quand R = O, c'est-à-dire

lorsque t = t3 = t2 +
2 w0

2 21,
De t2 à t3, 1Ci = - = - C05 wt; i2 = - COS wt, on

3 3 3
en déduit les lois d'évolution de 0c2 (t) dont les variations sont
- en valeur absolue - deux fois plus faibles que celles de 0c1 (t).

21, 3CV0
2.3. De O à t1, 0c1 = -0 + = 0Ti dont t1 =

3C 2I

2.4. De t à t2, v VC, - v,/sinp; donc
3C

t2 = (Vo +V. C6 sin
21,
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2.5. t3-t2 =




2
2.6. Au cours de la commutation étudiée, la tension v1 passe

21,
de la valeur -V0 à vcl(t3) = V \Tsinp +




3 C0
Cette dernière valeur, en régime permanent, doit être égale

à la valeur de v3 à la fin de la commutation précédente, c'est
à-dire V0.




21,
Vo = VSVr-Sfl(P+

3 Ct
(De même Uc2 (t3) = vc1 (O) = - V0, et VC, (t3) = VC0 (O) = O,).

T
Lors de la commutation suivante (t - -), 0c suivra la

3




2T
même évolution que 0c3 pour t - O, et, pour t - -, 0c1 repro-

3
duira l'évolution de Vc., pour t O.

La fig. 7 représente 0c1 (t).

o T T
3

Fig. 7

2.7.




diR
URN = ea + 1 -1 () 10 sin 0t,

dt
dis

VSN = es + 1 = e5 + 1 '03Ø sin D)0t,
dt
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URS = UR 0SN eR - es 2 Z sin 0t,
avec eR-es<O

UST = VSN-VTN = es -eT + lc>)0sino)0t,
car 1T = 'o = cste; (es - eT> O).

Ceci explique que sur l'oscillogramme de la tension entre
phases, on voit les 6 commutations par période. Quand les
deux phases de la tension concernée (commutation de R à S ou de
S à R) interviennent dans la commutation, la quantité 2 Z o0 sin wot
induit un pic - 2 fois par période - d'amplitude deux fois plus
grande que lorsqu'une seule phase est concernée : de R à T,
de S à T, de T à R et de T à S, c'est le terme Z coo sin wot qui
intervient.

2.8.




3CV0 21, 210
t1=-, avec Vo= VIsinp +

21, 3Co0 3C0

Par conséquent t1 = - =

Si on veut réaliser l'égalité t1 = 2 tq, il faut
4 tq2

Cmn = 23,2 IF.
31

2.9.




260 x 250 10_6
V0 = V6 x 220 x 0,475 + = 1,19 10V.

3 x 23,2e 10_6
3 C V0

t1 = = 318s.
21




3C
t2 = t1+ VV'sinp = 386s.

21o

t, t, = -\/7= 391 ris.2
On a donc t3 = 0,777 ms.

Surtension entre phases 2 Z To = 936 V (cette tension est
nettement supérieure à 380 = 537 V qui est la tension maxi
male «normale» entre phases).
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2.10.




a 3C
t3 =




2 I
On voit donc que la durée d'une commutation est d'autant

V5 sin p
plus longue que l'expression est plus élevée. Or c'est

13
à vide, lorsque le schéma équivalent monophasé se réduit à L5,
que ce rapport est maximal.

Si Tm est la durée minimale d'une période, on doit avoir
T, = 3 3 Max, en effet, il doit y avoir, par période, 3 commuta
tions concernant les diodes D1, D3 et D5, intercalées avec 3 commu
tations relatives à D2, D4 et D6.




V5
La durée maximale 3 Max est donc obtenue pour- = L5 W,M.

ISO
Pour une forme d'onde de courant telle que li (t) dessinée

sur la fig. 3 du texte, le rapport entre I et la valeur efficace I
de l'onde fondamentale de courant est 1,28. On a donc

V5 - 2nLsf,i-
1,28

n 3Cf
t31M x2nLsfM=

2 1,28
(643 + 17,8 1< fm) X 10_6 s.

1 1
En écrivant par ailleurs Tm = - , on trouve,

fm 3t333,X
après résolution d'une équation du second degré

fm = 120 Hz.
2.11. Le calcul précédent ne tient pas compte du fait que pour

T < 6 t3 il y a nécessairement des commutations simultanées pour
les deux groupes de diodes. Pendant ces commutations simulta
nées, le pont est en court-circuit, et l'intensité I n'est limitée
que par l'inductance de lissage L 13 n'est pas constante.

Dans toute cette deuxième partie, il a été supposé par ail
leurs que l'intensité T était constante et égale à - J pendant
la commutation D1 -> D3. Si pendant cette commutation D2 com
mute avec D4, l'hypothèse 1T = - 1,0 est fausse.



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 225

La valeur 120 Hz est certainement trop élevée. Une fré
quence maximale de 100 Hz, au mieux, est plus crédible.

Troisième partie
3.1. La relation entre I, valeur efficace de l'onde fondamen-

2VT
tale de courant, et to est classique = - 10, ou = 1,28 js

,c ~2
E V puisque la résistance de la bobine est négligée.

La relation entre V et V5 est la relation classique pour un
montage onduleur « parallèle-double-3 », où l'angle de retard à
l'amorçage est égal à (p. C'est aussi, mais en inversant les conven
tions récepteur-générateur, la relation qui lie les grandeurs rela
tives à un redresseur P.D.3.




3V5sR
V 2 V5 \/x cos p = cos p = 2,34 vs cos p.

n
(On peut vérifier que la conservation de la puissance est respec
tée, puisque
V 10 2,34 V5 I cos p = 2,34 x 1,28 V5 I cos p = 3 V5 I cos p).

32.




3.2.1. Si f est la fréquence des courants de la machine à
induction triphasée, y (t) est -malgré la présence des induc
tances de fuites 1 - une tension unidirectionnelle, ondulée, de
fréquence 6 f, comme le représente la fig. 8.

Fig. 8

3.2.2. La puissance instantanée reçue par le commutateur,
v (t)- Jo, a donc la même forme que u (t).
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Les seuls éléments susceptibles d'emmagasiner - temporaire
ment - de la puissance magnétique sont les inductances de
fuites 1, et les 3 inductances L5.

Comme les tensions sont sinusoïdales et la machine triphasée,
il est possible de montrer que la puissance magnétique emma
gasinée dans les 3 bobines L5 - en fait dans l'entrefer de la ma
chine à induction - est constante. Il reste dès lors uniquement
les 3 inductances de fuites 1 dont l'importance n'est pas suffi
sante pour servir de « tampon» entre la puissance électrique
y (t) I et la puissance électromagnétique transmise au rotor
I (t) fi'.

L'égalité de ces deux expressions - en négligeant la puis
sance emmagasinée dans les inductances de fuites - montre que
I' (t) a même forme (fig. 8) que y (t), ce qui est susceptible, à
basse fréquence notamment, de provoquer des résonances.

3.3.




3.3.1. Les thyristors du commutateur doivent pouvoir sup
porter ± V0. La surtension calculée à la question 2.9 ne les affecte
que dans la mesure où elle agit sur les courants c> et j2 de la fig. 6.
C'est la bobine de lissage, d'inductance L qui ((absorbe» ces
surtensions.

Vo =VsVsin+2Io%/=256+934=1l9.103V.

Remarque.
La fréquence maximale de fonctionnement du commutateur

dépend de C. Avec C 23,2 iF, nous avons trouvé fm = 120 Hz.
Avec C' = 30 F, on aurait trouvé I'M = 105 Hz. En revanche,
on aurait V'0 = 1,08 103 V.

On peut donc être amené, pour limiter le prix des thyristors
qui dépend beaucoup de la tension qu'ils doivent pouvoir sup
porter, à augmenter C au-delà de ce qui est nécessaire pour
assurer la durée minimale de la tension inverse confirmant leur
extinction. La fréquence maximale fm est alors un peu réduite.

3.3.2. Pour le pont 1, la valeur moyenne de l'intensité du
'o

courant traversant un thyristor vaut - = 43 A.
3




'o
La valeur efficace correspondante vaut = 75 A.

La tension inverse maximale qu'ont à supporter les thyristors
de ce pont est UV = 380 = 540 V.



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 227

3.3.3. V = E = 2,34 V5 cos p = 453 V.
Puisque la tension d'alimentation du pont 1 est la même

que celle de la machine d'induction, on en déduit quecos = cos p. Donc = 28°.
3.3.4. Le courant en ligne sur le réseau d'alimentation à

50 Hz a la même forme que celle qui est représentée sur la fig. 3
du texte. (Même forme que R, js, 1T de la machine, mais à 50 Hz).

3.4. Si la machine d'induction fonctionne en génératrice, le
retard p de l'intensité 1R (par exemple) sur la tension VRN est

supérieur à - (fig. 9).
2




arc te en mo te

Fig. 9. - Diagramme du cercle.

La tension V = 2,34 V, cos p est alors négative; le commuta
teur fonctionne en redresseur classique. Pour que l'énergie élec
trique produite par la génératrice asynchrone puisse être envoyéesur le réseau 50 Hz, il faut que le pont 1 fonctionne en onduleur.

L'égalité des tensions moyennes V et E impose que l'angle a4soit tel que V5 cos p = 220 cos c.
Jt

Si p est supérieur à -' on aura bien > -, et donc un
2 2

pont 1 onduleur.
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3.5.




Vs R22 + (Ls + l)20)r2
Is =




L5 t)s R22 + 12 Wr2




/ vs \\2 R2D)r
F=3PÇ___)




R22 + 12 ur2
3.5.1. Si on impose V5 et w, les produits I w. et F w52 sont

k1 k2
constants : I varie comme -, et F comme




0)2




vs
3.5.2. Si on impose I et r' c'est le rapport - qui est

constant, et donc le couple qui est fixé. En fait le flux et le couple
sont imposés.




vs
3.6. D'après la question 1.3., lorsque - = K, on a, compte

tenu de ce que jo = 1,28 I

1,28 K R22 + (Ls + l)2t0r2
TO =




L5 R22 + 12 02r2
L ne dépend que de w, pulsation des courants rotoriques.

La fonction 10 (or) est paire, son minimum est obtenu pour
= 0. Pour cette pulsation (moteur à vide), on a calculé à la

question 1.1. que la valeur de I vaut 'S) = 32,9 A. On a donc
Io i, = 42,1 A.

On remarque que la valeur limite I = 130 A correspond sen
siblement à L,, = 101 A, intensité efficace nominale de la machine
pour une alimentation à 50 Hz (question 1.1.).

La limitation de L à la valeur 130 A, entre en jeu, par consé
quent, pour la valeur de w. correspondant au fonctionnement

1,6 x 314
nominal. wv,, = g,, x w = = 5,02 rad/s. La fréquence

100
des courants rotoriques correspondante est 0,8 Hz.

La fig. 10 représente les variations de To (wr).
Les pulsations 0)r négatives correspondent au fonctionnement

de la machine d'induction en génératrice asynchrone.
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.

Fig. 10

3.7. La saisie de 11, donne par différence avec !2REF, grâce au
régulateur de vitesse 4, la pulsation 0-br =

A partir de là, la boucle d'asservissement du courant d'inten
sité I, agissant sur c, fixe en fait V5 de manière à ce que le rap-

V5
port soit constant. En effet, à partir de cr s'élabore d'une

part O) = Wr + P r, grâce à un additionneur et au convertisseur
tension-fréquence O 5, et d'autre part un courant de circulation
entre les deux ponts, tel que son intensité I satisfasse à la
relation




1,28K / R2+(Ls+l)()r2
'0=




L5 V R22+l2c,)2
'0

L'intensité I est alors fixée (I = ), et comme la machine
1,28

impose la relation
R22 + 12 Wr2

V = L5c5I5




p,2 + (Ls + l)O)r2
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on a bien V., = K t. La machine fonctionne à flux constant (tant
que w5 reste inférieur à 314 rad/s).

De plus le moment du couple, F, est, comme nous l'avons vu
à la question 3.5.2., imposé. Cela découle des formules, mais du
point de vue causal, on peut se représenter de la manière suivante
la suite des implications qui conduisent à ce résultat

La régulation de courant agit sur I qui a la forme 10 (w)
dessinée sur la fig. 10. Le courant To fixe I qui détermine
V5 = K w5. La machine impose alors un déphasage p entre
et I.

On a d'ailleurs




R2L8 0r
cos ( =




VRz2+(LS+l)2o)r2 VR22+12wr2
La tension moyenne V = = 2,34 vs cos ep se trouve alors

imposée, tout comme la puissance V I transmise au moteur.
Comme cette puissance est égale à F 1r, F est bien imposé.
Il semble toutefois qu'il n'y ait pas de différence essentielle entre
les manières de procéder suggérées par les questions 3.5.1. et
3.5.2. dans la mesure où, après avoir élaboré l'image de Wr et
construit celle de w par l'addition : w = r + P r, on peut très
bien imposer V5 de manière à ce que la machine, là encore, fonc
tionne à flux constant. De la même manière que le calculateur 3
(ce peut être une simple mémoire), élabore I REF à partir de wr,
un dispositif peut très bien élaborer V REF à partir de wr et o.

R, MOREAU (Bordeaux).
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