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C.A.P.E. S.

(Concours Externe)
COMPOSITION DE PHYSIQUE

PREMIÈRE PARTIE

A.1. L'homme se sert de phénomènes naturels périodiques en
général d'ordre astronomique: mouvement de rotation propre de la
Terre, mouvement apparent du Soleil.

A.2. La première proposition est relative à la notion de durée, la
seconde fait mention implicite d'une échelle de temps, pour laquelle un
événement origine est nécessaire.

A.3. Les horloges doivent faire appel à des phénomènes essentiel
lement reproductibles, ou à des phénomènes périodiques (entretenus).
Les premières horloges (clepsydres ou sabliers) fournissaient des
«étalons» de durée. Puis les horloges à pendule, à ressort, utilisèrent un
oscillateur entretenu (le pendule pesant ou le pendule de torsion) ; de
même l'horloge à quartz permettait le calage sur la fréquence caracté
ristique d'un cristal de quartz. Enfin l'horloge atomique, basée sur
l'invariabilité et la très bonne définition de la fréquence d'une transition
entre deux niveaux atomiques.
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2ndA.4. Durée de la revolution de la Terre : T = = 3,14 107s : uneu
année, soit 365 jours environ.

" La lumière mettra un temps de = 2.10--8s.
3 108

" Le battement des ailes est très rapide par rapport au fonctionnement
de la caméla. Entre deux images, l'aile se sera déplacée ; l'observation
du film donnera un effet de «battement d'ailes», caractérisé par un
certain flou (d'autant que pendant la prise d'une image, l'aile aura eu
le temps de se déplacer !). Pour observer l'immobilité des ailes, il faut
se servir d'un stroboscope donnant N éclairs par seconde. Si N = 1000,
le stroboscope éclairera l'aile toujours à la même phase de sa période,
et donc l'observateur aura une sensation d'immobilité. On aura la même

sensation si avec k entier, l'aile ayant alors le temps
d'exécuter k périodes entre deux éclairs du stroboscope. Pour mesurer
la durée du battement d'aile, il suffit de déterminer la plus grande valeur
de la fréquence du stroboscope permettant d'observer l'immobilité.

B.1.a. Deux méridiens correspondent à un décalage de 1 heure,
360soit ou 15 degrés.24

B.1.b. L'heure solaire correspond à 86 400 secondes pour un tour
ou 3602. Le décalage horaire avec Moscou correspond à 3527', soit
8 508s, ou 2h 21mm 48s, il sera donc à Moscou 10h 21mm 48s. Le
déc1age horaire avec Washington sera de 7925', ce qui correspond à
19 060s ou 5h 17mm 40s. Il sera donc, à Washington 2h 42mm 20s. Le
soleil «se levant» à l'est et «se couchant» à l'ouest, il passera au zénith
à Moscou avant Paris, et avant Washington, d'où un retard s'accroissant
d'est en ouest.

B.1.c. 1e parallèle de Paris mesure : 2ItRT cos X,. Un km
- 86400

correspondra a un décalage de 2R cos
= 3,26s. Le temps local n'est

utile que pour réaliser des expériences à caractère astronomique. Sinon,
le temps légal du fuseau horaire (uniforme dans un pays, un état...)
permet une vie en société plus aisée.
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B.2. Les mouvements diurne et orbital de la Terre ont lieu dans le
même sens. Supposons qu'en un point de la Terre, le Soleil soit au
zénith (il est alors midi au Soleil). Pour que le Soleil se retrouve au
zénith, il faut que la Terre effectue un tour, plus l'angle dont a tourné
la Terre dans son mouvement orbital. Le jour solaire est donc plus long
de:

360 < 86164 = 236s (soit 86 400 - 86 164).365 330

B.3. On utilise la définition de la seconde par la période d'une
transition entre deux niveaux d'énergie extrêment fins (bien définis).
La précision est très supérieure à celle des phénomènes astronomiques.

C.!. Les forces qui s'appliquent au système sont: son poids, la
réaction de l'axe de rotation, la force de poussée d'Archimède, les
frottements exercés par l'air.

C.2. Si les frottements peuvent être négligés, la réaction de l'axe
est assimilable à une force unique passant par O. L'énergie potentielle
du système s'écrit alors U = mgl (1 - cos O), où 1 est la distance de O
au centre d'inertie du pendule.

Ce potentiel est symétrique. Pour une valeur E de l'énergie totale
E = E + U, le mouvement est limité à deux valeurs -O et +00
symétriques. En ces points, la vitesse s'annule et change de sens. Le
mouvement est donc périodique.




u

Figure 1
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C.3.a. On découpe le solide en éléments de masse dm. Le moment

d'inertie par rapport à Oy s'écrira 555 (x2 + z2) dm : r étant la distance

àl'axe Oy. r2

C.3.b. Pour le disque, on le découpe en éléments de masse dm,
compris entre les rayons r et r + dr. Pour cet élément de volume 2te r dr,
de masse 2itte rdr, le moment d'inertie est 2iq.t e r dr X r2. Pour le
cylindre entier




z!
I 3 ,q.teR d

Vd=J 2irter dr = 2
=

2

C.3.c. Pour la tige, en le coupant en éléments de longueur dl, on
obtiendra:




Jt=S L 12 12 t

C.3.d. On applique le théorème d'Huygens le moment d'inertie
par rapport à un axe i est égal à son moment d'inertie par rapport a
parallèle à A passant par G, augmenté de Md2, où d est la distance entre
i et AG.

Pour le disque:




J,d= Md
(R22

+ (L +
R)2]

Pour la tige




= M L2

D'où J = Md




( 2
+ (L +

R)2J+
- M L2

C.3.e. Application numérique: J = 9,88.lO kg.m2.
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C.4. La poussée d'Archimède est égale à x lta Le rapport

poussée d'Archimède/poids vaut = 1,7.1O. L'erreur commise en

négligeant la poussée d'Archimède est de l'ordre de l'incertitude sur la
masse volumique de l'acier.

C.S. On applique le théorème du moment cinétique au solide, au
_ d0point O. Le moment cinétique en O est a0 = J e,. La seule force de

moment non nul est le poids du système, appliqué au centre d'inertie
G, distant de I de O.




=0G x M ?

Soit, en projetant sur l'axe Oy

d20J-=-M g I sin 0
dt2

C.6. Si l'amplitude angulaire 00 est petite, on peut confondre sin 0
avec 0. On obtient l'équation différentielle

d20
J-+MglO=O (1)

dt

caractéristique d'un oscillateur harmonique. On peut alors définir une

pulsation w0 = Les oscillations de faible amplitude ont même
période. On dit qu'il y a isochronisme des petites oscillations On peut
alors écrire




0=Acos(w0t+q»

Comme le pendule est immobile à l'instant initial, caractérisé par
00, on peut écrire : O = 00 cos (ù()t.

La période est T0 = = 2ir(0 Mgl

Note: lestdéfini par Ml=Md (L+R)+M 1-18,9cm
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C.7.a. Pour intégrer l'équation (1), ii suffit de multiplier de chaque
côté par et intégrer entre l'instant initial, tel que = 0, et O = OØ et

un instant quelconque.

j =(de
2

Mgl (cos O - cos Oo)

Cette équation (dite intégrale première de l'énergie exprime la
conservation de l'énergie totale E + V entre un instant quelconque et
l'instant initial.

C.7.b. Il suffit de tirer de l'équation précédente

='I2 (cosO-cos00)Y2

dOdt-
2Mg! icosO-cos00




T
Si on intègre entre l'instant t = O O = 00 et l'instant t =

correspondant à un quart de période, soit un demi aller, 0 = 0:

dO T
T=4I-J2 mgl 'Jcos O - cosO0 2Mgl 2ic

80

C.7.c.

Or 1-cosO . 20
2 =sin

D'où / 0
I-cos00=

\42[sin2-_sin2]=2 2
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I e e
I2sin2(1_sin2(p) ='sincosq

1 0 00

2 2

et cos-d0=sin--cospd(p

00
To 2'I




2 2 2

2sin--cospdp
T
=2j1 .20 .2 .00

=

1-Slfl sin (f) SlflCOS(f)

It




2 2

2ToJ
dq)




1/20 .200.21-Sill sin (f)

T J
[

+ 1 2 ()02 M

~~
sin (P - d(p = + n

02J

0
T To 1 + formule dite de Borda.16

C.7.d. To = 0,902s pour que T diffère de To de moins de 1%,
1 4

j<j-j 0o<-j-rd soit 0om=22,9.

C.8. Il suffit que, dans le référentiel de l'avion, les forces d'inertie
aient un moment nul par rapport à l'axe de rotation du pendule. Il suffit
donc de placer cet axe de rotation dans la direction de l'accélération
de l'avion.

C.9.a. La latitude fait changer le champ de pesanteur:
" la Terre n'est pas une sphère parfaite. Il faudrait tenir compte de
l'aplatissement de la Terre.
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" La force d'inertie due au mouvement diurne de la Terre.

Figure 2

r




Figure 2'




2
i>(P)=-g0U-->+ o HP

g0 représente l'intensité du champ de gravitation exercé par la Terre,
supposée sphérique et à répartition sphérique.

g2=g+g'2-2g0g' cosX
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1/2

g=g0 1-cosX+ =g0i_LcosXg0 g0 g0

g=g0-g' cosX=g0-o2Rcos2X

MT
g0 = G =9,77m.§--2 2 R = 0,034 m.s2

RT

A Singapour,




=1,22' cos2X=1 g=9,74m.2

A Paris,




= 4851' cos2 X 0,43 g = 9,76 m.§--2

A Singapour, g étant plus faible, T est donc plus grand que T.
L'horloge placée à Singapour va donc retarder.

15 1o3T 2g

C.1O.a En impesanteur, une horloge à balancier ne fonctionne pas.
Une montre à quartz fonctionne normalement. L'horloge à balancier est
sensible au champ de pesanteur. Par définition, lorsqu'il y a impesan
teur, le champ de gravitation apparent est nul.

C.1O.b. Sur la lune, l'horloge à balancier fonctionne, mais la
pesanteur y étant 6 fois plus faible, la période sera 'I fois plus grande.
L'horloge à balancier va retarder considérablement sur l'horloge à
quartz, insensible à la pesanteur.

C.11.a. On ajoute le terme d'amortissement

d20 dOJ - + a-+ mg! 0=0
dt ut
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ou




O+2XO+w8=OenposantantX=- o=f

C.11.b. Si les frottements sont faibles, on écrira

O = Ae_ cos (ù)t + (p) avec w = - X2 (00 si l'amortissement est
faible.

L'amplitude s'amortit lentement, avec la constante de temps

C.11.c. Pour réaliser une horloge il sera nécessaire de prévoir
l'entretien des oscillations, ce que l'on réalise, par exemple par le
mécanisme à échappement.

DEUXIÈME PARTIE

A.1.a. Un cristal de quartz contient des tétraèdres constitués d'un
atome de silicium et 4 atomes d'oxygène. Pour obtenir la formule Si
02, il est nécessaire que chaque oxygène soit commun à deux tétraèdres.

Figure 3

A.1.b. Une charge -ö est portée par chaque oxygène. Au total,
par tétraèdre




+2ö+4 x(-ô)=O

A.1.c. Au total, la symétrie impose que le moment dipolaire soit
nul pour un tétraèdre. De même pour le cristal entier.
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A.2.a. Supposons que la lame ait ses faces taillées perpendiculai
rement à une diagonale du tétraèdre. L'application de forces de
compression va tendre à diminuer les angles tels que a entre les
diagonales. Il n'y aura plus coïncidence entre les barycentres des
charges positives et négatives, les déplacements de charges s'effectuant
normalement à la direction de la contrainte exercée. D'où apparition
d'une polarisation du matériau, ce qui se traduit par l'existence de
charges sur les faces A et B.




A

Figure 4

A.2.b. De même, l'application d'une tension u entre A et B va
provoquer un déplacement des barycentres des charges + et -' et le
tétraèdre va se déformer, dans le sens précédent si u est positif, ce qui
se traduira par une rotation normalement aux faces latérales.

A.2.c. j + q = O est l'équation différentielle caractéristique ré
gissant la charge de A.

A.2.d. Il suffit de considérer un ensemble d'un condensateur de
capacité C associé à une bobine d'inductance L.

21Lq+-q=Oc LC

LW
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B.1.a. On utilise les associations d'impédances en série ou en
parallèle:




" 1 cQ
y=jCoQ+ =j CoQ+ 2

iILQ_]
1-LC.Q

d'où le résultat.

B.1.b. b infini pour =i =jj

b = O pour: Co (1 - LC Q2) + C = O

Soit Ç22 CO +C 2Soit =
LC Co

db l+LCQ2= Co + C 2 est positive.dil
(l_LcQ2)

Figure 5

B.1.c. Le dipôle est capacitif si b > O, inductif si b < O, c'est-à-dire
si Q 1 < <Q2.

B.2.a. Pour Q voisin de 01, le système est équivalent à une
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impédance dont la valeur s'annule. Au voisinage de 2 l'admittance
s'annule, c'est un circuit bouchon.

B.2.b. Au voisinage de , 1 - LC.a2 et très petit, on néglige Co
devant le second terme dans l'expression de Y: Y = . D'où- LCÇ2
équivalence avec une capacité C et une inductance L en série.
L' = L, C' = C.

Z=-j '=J[Lû_];d Izi
=~L1

1
2 M

AZI 2=LIALI

B.2.c. Si est voisin de 2:

LC&=1+- ,
=2Co[1+J

IAYI =2Co IALI
~1
+ C )

Le dipôle de la figure 5 a une admittance Y =j

Celle-ci s'annule pour 2 = 2' soit L"C"=-1-r=LC O
C+Co

Dans ces conditions, une variation AL de la pulsation va provoquer
une variation A Y de l'admittance qui sera équivalente à celle calculée
ci-dessus




IAYI =
~C11

+
L"Q2

' AQ 1 =2C" IAcI

,, (CoD'où C =Co 1+-

L

( Co2
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B.3.a. C=1O7F L=-1--=2,5.1QH
CQ

1 1 Co+C (,jCo+C
i7' 2 Co 21=l Co -1

='J1 + _1=0,5.1U-5=111 Af=5 Hz.Co f

B.3.b. La valeur numérique obtenue pour L serait surprenante pour
une bobine réelle. Ici, il ne s'agit que de circuit équivalent à un
ensemble de bobines et de condensateurs.

B.3.c. Autour de f1, A Z = 2L A£2 = 4itL M. AZ = 3.104
pour une variation de 1 Hz.

Autourdef2, AY =2 CoA[1
+Coi=

4it iO= 1,2.1OS.

B.4.a. Le fait de placer une capacité en parallèle sur le quartz
revient à changer la valeur de la capacité Co du schéma équivalent, et
la remplacer par Co + C 2' D'après la question B.1., i n'est pas
changée, 2 est diminuée.

( 1 1 C=
7Î

= 1 +

B.4.b. Pour que l'écart A f soit diminué de moitié, (ou l'écart
correspondant de pulsation) on doit vérifier:

(«11+_____C 1i1+---11 Co+C2 ) 2 1 Co

'21 =(2-1)

Soit: C
Co+C2 Ç4 N', + C

) 2 Co
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4C 4c CC =-Co+ Co -1 avece=-2
+2V1+--2

e+2[1+J_2
go

C2=3Co=3 pF.

C.!. Comme les intensités des courants de polarisation sont nulles,
on peut en déduire:




z, z
Ve_ =Z,b +aZ,a V1

=
Za +aZQ

1

Ve = Ve+ donnera




Z' ZQ = Z'b Za

b CIa =CIb Ca Q

Soit:




b=
CCa




C'b

C 12.

Il faut chercher l'intersection de b(Q) avec la droite Ca Q. La
Ca

condition sera remplie pour Q = O (mais cette valeur est sans intérêt)
une autre intersection sera trouvée si le coefficient directeur de la droite
est supérieur à celui de la tangente en O, ou bien inférieur à celui de
l'asymptote, qui est la droite Co Q

La condition sera donc:




C<Co
CIa

a b

Soit:




Ca< 100 pF
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Pour Ca = 33 pF _




CaC'b Co'41+ 1
COC'a C

"1=259MHz =41.1Prd.s

TROISIÈME PARTIE

A.!. Émissions atomiques

A.1.a. Parmi les niveaux d'énergie d'un atome, on distingue l'état
fondamental qui est le niveau stable, et les états excités, qui correspon
dent à des durées de vie extrêment courtes. Le niveau fondamental est
généralement le niveau de plus basse énergie.

E2-ElA.1.b. hi) = E2 - E1, soit =
h

" E1, E2, énergies du niveau

fondamental (ou d'arrivée) et du niveau excité. '. fréquence de l'onde
émise; h constante de Planck.

A.1.c. c 3.108 =3,26l03m. Il s'agit d'ondes très
9,19.10w

courtes, appelées ondes millimétriques.

AAA. p=

A.1.e. Il s'agit du principe d'incertitude de Heisenberg: le produit
de la durée de vie du niveau excité par l'énergie du photon émis est de
l'ordre de la constante de Planck.

A.2.a. Il s'agit généralement d'agitation thermique.

A.2.b. C'est l'effet Doppler. Ce phénomène existe pour toutes les
ondes, en particulier pour les ondes sonores : un véhicule se déplace
en faisant fonctionner son avertisseur. L'observateur qui reçoit le son
percevra une fréquence différente lorsque le véhicule s'approche ou
s'éloigne (fréquence différente aussi de la fréquence émise).
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A.2.c. A cause des interactions entre atomes, les électrons d'un
solide sont répartis sur des niveaux d'énergie formant des bandes
pratiquement continues.

Pour les corps purs gazeux, on aura un spectre de raies atomique,
mais il faut aussi considérer les spectres moléculaires constitués de
bandes. Les transitions entre niveaux d'énergie atomiques donnent lieu
à l'émission de photons dans le domaine visible. Entre niveaux du
spectre moléculaire, les transitions donnent lieu à l'émission d'infra
rouge.

B. Étude d'un gaz monoatomique.

B.1.a. Le césium sera à l'état gazeux si on diminue la pression
dans l'enceinte du four. A température constante, un solide peut passer
à l'état de vapeur, (en passant éventuellement par l'état liquide).

figure 6.

B.1.b. En dehors d'une plus grande commodité de l'expérience,
les vitesses des atomes de césium seront plus faibles. L'effet Doppler
sera donc moins important.

B.2.a. Un gaz parfait se traduit par le fait que les molécules du gaz
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n'interagissent pas entre elles. Elles ne subissent que des chocs sur la
paroi du récipient.

B.2.b. Un gaz parfait monoatomique ne possède qu'une énergie

cinétique de translation. E = my2.

B.3.a. Le nombre total d'atomes est




my2

N=5dN=AV5°°e2kT v2dv

N = AV 1-4m j

B.3.b. La vitesse quadratique moyenne sera donnée par:

Nu2=J v2dN=AVfev4dv

Nu2
=AV[j

5/2

=

B.3.c. Pour le césium gazeux à 100 °C:

133 10
=2,l7.llT25kg, u=267m.s

6.1023

4 L'énergie interne est la somme des énergies microscopiques. Ici,
l'énergie interne du gaz parfait ne contient que l'énergie cinétique

U=N imu2=NkT.2 2
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5. - /V'kT - RT ,/V"kT
V

-
'mym y

IV'nombre d'Avogadro, m nombre de moles. nmJV'= n

p = n kT = n m u2

Calcul direct de la pression : utilisons une surface d'aire S de la
paroi. Les molécules sont supposées, pour l'instant, de même vitesse
>Les molécules qui atteignent S pendant le temps A t sont celles qui

sont contenues dans le cylindre de base S, et dont les génératrices sont
parallèles à de longueur I I At. Ce volume est S v, At. Il contient
n S Ivl At. Mais dans ce volume on a compté à tort les molécules qui
s'éloignent de S. En fait il n'y en aura donc que nSv2mATqui
sont vers S Chaque choc va s'accompagner d'un transfert quantité de
mouvement 2mv,puisque le choc est élastique sur la paroi. Le transfert
total pendant le temps At sera donc:

nS v2m At

Cela correspond à une force:

F=nSm

Cette force sera en moyenne F = nS m <v > = p5

D'où: p = nm

= <v> = <v> = <y2> = u2 puisque les trois directions
sont équivalentes




p= run u2

(u est la vitesse quadratique moyenne)




J. Cl. HERPIN
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C.A.P.E.S.

(Concours Externe 1988)
OPTIONS: PHYSIQUE ET ÉLECTRICITÉ

APPLIQUÉE
Épreuve : Électricité

1. ÉTUDE DE LA MACHINE A COURANT CONTINU EN RÉGIME
PERMANENT

1.1. Pertes négligées

1.1.1. La résistance apparente du circuit d'induit (incluant la
chute de tension aux balais) est mesurée à l'arrêt : R = 4/80 ; soit
R = 50 mt.

1.1.2. La puissance électromagnétique transmise au rotor est
= E.1 Ce.O la force contre électromotrice E = k.'K2, le moment

du couple électromagnétique s'écrit alors Ce = k.4'.I.

L'essai au point nominal permet de déterminer la constante de couple
(k.'!') : U, = E + RI (U = 48 V, I,, = 80 A, Q,, = (800/60).2,r).

E = 44 V, le moment du couple nominal Cen = 42 N.m, la constante
de couple (k.Q) = 0,525.

1.1.3. A vide, la chute de tension due à la résistance du circuit
d'induit peut être négligée, ce qui permet d'écrire : U,,, = E = 48 V
d'où Q,,, = 48/0,525 ce qui correspond à une fréquence de rotation de
873 tr/min.

1.1.4. Ce = (k.'!').I I = (U-E)/R avec E = (k.'!').N.27/60
où N exprime la fréquence de rotation en tr/min. On obtient l'expression:

Ce = (k.'!').U/R - ((k4')2/R)(2rN/60) soit numériquement:
Ce = 10,5. U - 0,577.N

a-U=U=48V Ce=5040,577.N

b - U = U,,/2 24V Ce2520,577.N

c-U= -U,,= -48V Ce= 504-0,577.N.
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voir les graphes sur le document réponse 1.1.4. ; les tracés sont faits sur
toute la plage de variation possible du courant (de -In à + Ij.

1.1.5. U = 48 V C = -42 N.m. Le moment du couple ayant
changé de signe, le sens du courant d'induit a été inversé. La tension aux
bornes de l'induit demeurant positive, la machine absorbe une puissance
négative ; mécaniquement elle se comporte en frein, électriquement en
génératrice. L'application de la loi de maille aux bornes de la machine
permet de calculer la force contre-électromotrice E
U = E + R.I soit 48 = E + O,05.(-80) d'où E = 52 V ce qui corres
pond à une vitesse de + 99 rad/s ou bien une fréquence de rotation
N = + 946 tr/min Ce point est représenté par P sur le graphe l.1.4.a.

1.1.6. Le fonctionnement de la machine est à courant constant,
le moment du couple est par conséquent constant : C = 0,525.1

a-I=10=80A C=42N.m;

b - 1 =0,5.1=, 21 N.111

c-I=-I C=-42N.m.

Les tracés sont représentés sur le document réponse 1. 1.4.

1.1.7. Le fonctionnement correspondant à I = -80 A et
U = -48 V, donne E = -44 V, donc une fréquence de rotation de
- 800 tr/mn; la machine se comporte alors en moteur. Le point Q est
représenté sur le document réponse 1.1.4.

1.2. Pertes non négligées

1.2.1. Le moment, C, du couple de pertes s'écrit
C, = (P0 - R(I0)2)/(2irN/60)

soit CI) = 3,8 N.m.

L'intensité 10 du courant à vide a été négligée, cette simplification
sera justifiée dans une question suivante.

1.2.2. Le moment du couple utile nominal vaut:
C Cen - C = 42 - 3,8 = 38,2 N.m

1.2.3. Lors de l'essai à vide à vitesse nominale, le calcul de
la force contre-électromotrice fournit E0 = 44 V. On peut par conséquent
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déterminer l'intensité du courant appelé dans ce fonctionnement ; en
négligeant les pertes par effet Joule

10 320/44 = 7,3 A

RIO = 0,36 V; chute de tension négligeable devant la valeur de E0
qui est donc égale à la tension d'alimentation utilisée lors de cet essai.

Les pertes par effet Joule peuvent être évaluées R(10)2 = 2,6 W ; il
était justifié de les négliger pour le calcul du courant à vide.

1.2.4. Pour le fonctionnement correspondant à I = 80 A et
U = -48 V la machine se comporte électriquement en génératrice, de
force électromotrice E = -52 V, et mécaniquement en frein, dont le
moment du couple résistant sur l'arbre s'écrit Ca = Ce + Cp soit
42 + 3,8 = 45,8 N.m.

1.2.5. Caractéristiques du couple sur l'arbre
U=E+RI CaEI/Cp avec C>0siN>0
et C<0siN<0.

Les caractéristiques sont représentées sur le document 1.2.5.

2. ÉTUDE DU CONVERTISSEUR CONTINU-CONTINU

2.1. Étude du convertisseur de la figure 2.1.

2.1.1. Les interrupteurs utilisés ne peuvent assurer dans la charge
qu'un courant d'intensité moyenne positive.

Les allures de U(t) et ie(t) sont les suivantes figure 2.1.1.

E

_
EAB

III1I

E
«T !T t




"
Figure 2.1.1. Figure 2.1.2.
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2.1.2. Schémas équivalents du montage selon les intervalles de
temps : figure 2.1.2. La source E doit être réversible ; quand
a T < t <T, 'e est négatif.

ui =f1u(t)dt
= E (2a -1)

Puissance P reçue par la charge:
P = u(t), i(t) = u(t). I, i(t) est constante puisque le courant est
parfaitement lissé par l'inductance.

Soit P = MI (2a - 1)

2.1.4. Discussion
Si P > O la charge est réceptrice (1/2 < a < 1)
Si P < O la charge est génératrice (O < a < 1/2).

2.2. Étude du convertisseur de la figure 2.2.

2.2.1. Les interrupteurs utilisés ne peuvent acheminer qu'un
courant négatif ; donc 12 <0.

Allures de u(t) et i(t) : figure 2.2.1.

T
EtEf-E :

let




jejk
12




TT t
-12 u

O < t T

Figure 2.2.1. Figure 2.2.2.

2.2.2. Schémas équivalents pour ø <t <jTet3T <t <T:
voir figure 2.2.2.
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2.2.3. Calcul de la valeur moyenne U2 de u(t):

u2 =
4 J1u(t) dt = - E (2x3 - 1)

Puissance reçue par la charge:

P = u(t). i(t) = U(t)- 12 puisque le courant est parfaitement lissé
par l'inductance ; donc P = - E 12 (2x3 - 1)
- E 12 > O puisque 12 <0
- la charge est réceptrice si 1/2 < $ <1.
- la charge est génératrice si O < 3 <1/2.

2.3. Étude du convertisseur complet

2.3.1. Si I > O, le courant dans la charge est acheminé
alternativement par les interrupteurs KA1 - KB2, et les diodes DA2-DB1.
On retrouve la structure de la figure 2.1.

U = E.(2a - 1)

Si I < 0, ce sont les éléments KB1 -KA2 et DA1 - DB2 qui assurent
alternativement la conduction. On retrouve la structure de la figure 2.2.

U = - E.(2(3 - 1) = E.(2a - l)puisque f3 = 1 - a

L'expression de la valeur moyenne de u(t) est la même dans les deux
cas.




La puissance moyenne s'écrit donc P = E.I.(2a - 1).

a 0 1/2 1

U - O +

I > O P - O - convertisseur 1

I <O P + O - convertisseur 2

N - + N même signe que U

I > O C + + C même signe que I

1 <OC - - C. I

2.3.2

2.3.3.
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3. ETUDE DE LA MACHINE EN RÉGIME VARIABLE

3.1. Évolution de l'accélération angulaire dtl/dt
- de O à t1, d/dt = 40 rn/s2 ; - de t1 à t2, d1/dt = - de t2 à
t3, dWdt = - 80 rn/s2.

dO
dt
40

o




1 tI t2 I'3 t

-80

3.2. Valeurs numériques du moment du couple moteur:
Cm = Cr + J.(dWdt), le moment du couple résistant Cr est constant

et égal à 30 N.m.
- de O à t1, J.(d(l/dt) = 0,15.40 = 6 N.rn, soit Cm = 36 N.rn,
- de t1 à t2, Cm = 6 N.rn, et de t2 à t3, J.(d/dt) - 12 N.rn,
soit Cm = 18 N.m.

(S

30
20
10
o u

1 f1 t2 t3 1

3.3. Évolution de i(t)
i(t) = Cm (t)/k; l'évolution du courant présente une allure analogue
à celle du couple Cm.

k4 = 0,525; de Oàt1, i = 68,5 A, de t1 à t2, j = 57,1 A de t2 à
t3, j = 34,3 A.
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'4
66.6
57,1
3'-l,3 -

I t I
t2 t3 t

3.4. Parcours du point de fonctionnement

-04 ........................................




4tlat2

- (r1/

e.......................................- t3

3.5.
L'arrêt du groupe, le plus rapide, sera obtenu avec un couple Cm

minimum, voire négatif, compatible avec le courant nominal de la machine.
On choisit Cm = -C. (correspondant à I = -1,J durant cette phase
de ralentissement. On obtient alors : J.(d/dt) -C - Cr soit
-78 N.m.

d(1/dt = -(72/0,15) = -480 rad/s2, ce qui correspond à un
ralentissement effectué dans l'intervalle

= (A/(-480)) = (-80)/(-480) = 0,17 s

C
- Oi- ........................................




(rad/s) ...............................................................

t2s
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3.6. Tension d'alimentation du moteur

U=K40+RI=60.(2a- 1)
àt = 0+,! = 68,4 AU = RI = 3,4V,a = 0,528;
à t = t1-, I = 68,4 A, U = k4 + RI = 42 + 3,43 = 45,4 V,
a = 0,878;
de t, + à ta-, I = 57,1 A, U = kM + RI = 42 + 2,85 = 44,8V,
a = 0,873

àt=t2+,I=34,3A,U=k44+RI=42+ 1,7=43,7V,
a = 0,864;

juste avant l'arrêt, à l'instant t3-, k4 = 0, donc U = RI = 1,7 V,
a = 0,514.

u
50

40 0,9-
0,8

20-
30 / /

/ 0,7-
10-

/
/ 0,6 ,/

U 1 ti t2 t3 0 1 ti t2t3

4. ÉTUDE DU CIRCUIT DE COMMANDE DES INTERRUPTEURS

4.1. Étude de l'oscillateur

4.1.1. Le schéma équivalent du circuit est le suivant
uc

L

Vo

Eo Vo

La loi de maille permet d'écrire E0 = u + Ri, or j = C(du/dt)
ce qui donne l'équation différentielle du circuit

E0 = u + RC(du/dt)
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Ayant pour solution:
u(t) = E0 - (3/2)E0 etlr et V0(t) = (3/2)E0e-t/r (T = RC)

les allures des courbes demandées sont données sur le graphe ci-dessous.

L'instant t1 de basculement des sorties G et H correspond à
V0(t1) = + E0/2, soit t1 = T. Ln3.

4.1.2. Pour t1 < t le schéma du circuit devient

tic




V
or

L'équation différentielle s'écrit : - E0 = u + RC(du(dt), sa
solution est alors
u(t) = - E0 + (3/2)E0e(ttl)/r, d'où V0(t) = E0 - (3/2)E0.e(ttI)/r

Le basculement a lieu lorsque V0(t2) = + E0/2, soit pour t2 =
t1 + TLB3.




Vg




-
û U t2

J

VOI




t
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4.1.3. T = 2.RC.Ln3; pour T = 2 its et C = 330 pF il faut
R = 2,7 k.

4.2. Réalisation du signal T

4.2.1. Voir document réponse 4.2.

4.2.2. Une solution consiste à réaliser T lorsque le nombre «99»
est affiché en binaire sur les sorties U. et D1 du compteur, ce qui
correspond à l'équation logique:

T = U0 U3 D0 D3

4.3. Réalisation des signaux Set

4.3.1. Voir document réponse 4.3. - 4.4.

4.3.2. Voir document réponse pour les graphes variations du
rapport cyclique:
- si le nombre «0» est chargé, le signal S conserve l'état O puisque les
sorties prennent cet état dès le prépositionnement

si le nombre «99» est chargé, le signal S prendra l'état O à là 99e
impulsion et de nouveau l'état 1 à la 100e
coïncidant avec l'impulsion de prépositionnement.

Le rapport cyclique a peut donc varier de O à 99 %.

4.4. Élaboration des signaux de commandes des interrupteurs

4.4.0. Une solution simple permettant de réaliser le «temps
mort», et éventuellement de le régler par la suite, consiste à utiliser deux
compteurs à prépositionnement, indentiques aux précédents, constitués
chacun d'un élément de décomptage BCD (de 9 à 0). Le schéma ci-dessous
en illustre le principe.

Le décompteur C, utilise le signal S pour le prépositionnement (0010),
le décomptage commence à l'instant t1 ; la sortie S, prend le niveau O
après les deux fronts montants d'horloge suivant l'instant t1.

Le décompteur C, utilise S pour le chargement (0010), le décomptage
commence à l'instant t2 ; S>, prend le niveau O après les deux fronts
d'horloge suivant t2.

(Rappelons que l'entrée de prépositionnement est prioritaire, et tant
que son niveau est maintenu à l'état logique 1 les impulsions d'horloge
sont sans effet).
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uuwumuLrumww




t- 0010




TM

t LJ

Î
0010

4.4.1.Voir document réponse 4.3. - 4.4.
Le signal TM est utilisé comme entrée d'horloge de la bascule JK.

4.4.2. CA1B2 = S.Q et CA2B1 = S.Q.

4.4.3. Le temps mort TM permet d'introduire un intervalle de
temps de 4 js, sur les commandes des interrupteurs d'un même bras,
pendant lequel aucun élément n'est commandé, ce qui donne le temps au
composant en train de s'ouvrir, de recouvrer son état bloqué ; on évite
ainsi la conduction simultanée des deux interrupteurs d'un même bras.

Par contre, ce temps mort modifie la relation entre a et 0, les deux
rapports cycliques ne seront plus complémentaires.

La période de fonctionnement est T = 200 s ; en notant O la durée
de CA1B2, la durée O'de CA2B1 est égale à : T - O + 2.tm,

a = 0,25, O = 50 s, O' = 142 zs soit 3 = 0,71

a = 0,50, O = l00 s, O' = 92s soit 3 = 0,46

a = 0,75, 0 = 150 sas, O' = 42 os soit j3 = 0,21
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L'écart entre la durée de S, fixée par le nombre affiché, et la durée
du signal de commande CA1B2, est de 4 s ; on affichera respectivement
les nombres 27, 52 et 77 pour obtenir les temps souhaités.

Un aléa apparaît dès que le signal de commande des interrupteurs
n'existe plus ; ceci se produit lorsque le prépositionnement du compteur
est inférieur ou égal à 2, puisque la durée au niveau haut de CA1B2 diffère
de la durée de S au niveau haut de deux périodes d'horloge (voir figure 4).

Le rapport cyclique de CA1B2 peut varier de O (prépositionnement 2)
à 97 Wo (prépositionnement 99). Les rapports cycliques correspondants de
CA2B1 sont respectivement 95 % et O.




Gérard DELAVIER
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Document réponse 1.1.4.
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Document réponse 1.2,5.

I.
o




10 15
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Document réponse 4.2.

15
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Document réponser 4.3. - 4.4.

o b 1"
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C.A.P.E.S.

(Concours Externe)
OPTION: PHYSIQUE

ET ÉLECTRICITÉ APPLIQUÉE

1. MACHINE À COURANT CONTINU À EXCITATION SÉPARÉE

1.1. On a E=nNt n: vitesse en tris.2a

D'où E.-.ND Ici p=a

Q

2a 2n

Soit END

1.2. On aEI=CQ d'où C El

Soit

1.3. Application numérique

Dans l'essai à vide, on a I O = U = E

çà 440 x 60Soit 44O=-Nq = =O,O295wb




= 29,5mWb

2n 600.1494

D'où
E=600><229'51Q c E2,82Q

c = 600.1 2,8212it
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1.4. On a:U=E+RaI E=URaI.

Droites parallèles.

kTh5-.------.------ MO7UR

- - - - - - - - - - - - - - -
2 In)

MOIEUR GNRTRjCE
"ÇL C

Les caractéristiques mécaniques Q = f(C) dont les dtes précédentes
avec changement d'échelle des axes E --> n , I --> C car
coefficients de porportionnalité 2,82.

2. CONVERTISSEUR STATIQUE ALTERNATIF-CONTINU

2.1. Pont de Graétz triphasé à 6 diodes

2.1.1. Pour que D1 conduise, il faut que y1 >v2 et y1> y3. Pour
que D1 conduise, il faut que y1 > v et v > Vk.

2.1.2. Pour que D1 conduise, il faut que y <v et v <vk.

2.1.3. u(t) = PN (t) - vQN(t).
3T 3T

= 6$12 i_[
mjJ12 12

3T

U 6
$2 V'ñ.2.sin cos[wt

_Jdt
= V 6.2Ji1ri[i[

irJ]12 12
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- . m. 2m 3T -n . (2m T itU=

sin - sin6 6

Ù=6Vsi A.N:
L=5146V

(ou calcul de VPN puis VQN = PN = =2 VPN)

Remarque : Conduction continue car Vt, E < u(t)

2.2. Pont de Graëtz triphasé à 6 thyristors

Conduction continue

2.2.1.




Courbes
2.2.2.

2.2.3. Pour oc =2OQ,U>O;pour Œ=16OQ,U<O

PN calculée pendant la conduction de Th1.

VPN =
fl

f5T

+a 5T12 3 12 +
VI (t) dt = v.1

[cos t]

-

~3 T T T
12 12

3.VI[ (5m (t
VPN= 2m

il

3.vr 5m . 52(. it=
2m

[-cos--cosa+s/-s1na+cos--cosŒ+s7/--s1na
- 3Vh.m
PN sin- cosŒ71 3
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Par raison de symétrie: QN
= _VPN

D'où Uc=VpN_VQN=2VpN=sincosa

a = 20 = U = 483,6 V >0 cf. question 2.2.3.

a = 1602 = = -483,6 V < O cf. question 2.2.3.

(-e

RA. Q.

Pour a = 0, on retrouve le du montage à diodes.

2.2.5. Pour a = 209, montage redresseur
Pour a = 160', montage onduleur

car iJ change de signe, I restant unidirectionnel (thyristors).

3. ASSOCIATION MACHINE TOURNANTE CONVERTISSEUR STATIQUE

3.1.




I
U4

Il faut a2=ir-a1 car (Ù1
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3.2. Démarrage et fonctionnement en moteur

3.2.1. Au démarrage: U1 =R,11

Démarrage 'N U1 = 1,5.25 = 37,5 V

Or U1 =sinV'cosa1 D'où a = 85,8

3.2.2. = 1360tr/min ='E=4O1,62V = U =439,12V

a1=31-,4

3.2.3. Si la conduction est supposée continue, on obtient (car Q(C)
est une droite)

£20 = 1487 tr/min (U = 439,12V = E car I = 0)

Remarque: La conduction est en fait discontinue (I = 0). On peut
montrer que: E = vI sin (3U,4 + 602) = 538,73 V.

= 20=191,4rd/s

(1824 tr/min)

(= écart de 20%)

3.3. Fonctionnement en récupération

3.3.1. a 2 = - a1 car U 2 symétrique a2 = 148,6

3.3.2. On a U2= sin V'Jcos a2 = -439,24 V

= _RaI U = 469,24 V.

-1 = +20 A = 12 = 166,4 rd/s
L)t 1589 tr/min



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS 45

3.3.3.Vitesse nulle pour U 2 = RaI = +30 V. (I = -20 A)

d'où a 2 = 86,6
1

On constate bien que le pont 2 fonctionne en redresseur.

3.4. Conclusion

43oJ_f,n_

4. CAPTEUR DE COUPLE-JAUGES D'EXTENSOMÉTRIE

4.1 Pont de Wheatstone

R4 R3 R2R4-R3R1
R1+R4R2+R3 =E(RR)(RR

4.2. Jauges

4.2.1 .Pont à 2 jauges

On V = E AR)R V = 2E
4R2R)2
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D'où siAR«R

4.2.2.Pont à 4 jauges

Ona V=E' V=E?
4.R2

Linéarité sans
approximation.

4.2.3.Compensation thermique

2R//2R ROn a Vp=E.2R // 2R+RN'R+RN

R R
VA=R3RVP VB=R4RVP

R2R4 - R3R1D'où VB-VA VP(R2+R3)(R1 +R4)

VB_VA=ER+RN

R.K(T).




E' K(T)ROnadonc VB-VA=E R+RN
=

VR+RN

1ère méthode

R.K(T) - R0K0(1 + aT)(1 + ŒKAT)
R + R

-
( (RoaR + RNOŒN) LT")N

(R0
+ RNO)

L1

+
R0 + RNO

J

Indépendant de T OER + ŒK +1,4T
= RoaR

+ RNOŒN
R0 + RNO
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ROŒK= RNONO ŒN-ŒK-ŒR

2ème méthode: Dérivée

(1+ «T)(1 + OEKAT
VB-VA=cstex R+RN

d (VB - VA) [R0(1 + OERAT) + RNO(l + aAT)J[aR(l + OEKAT) + ŒK(l + OERAT)]= CstedT
(R + RN)

2

- (1 + ŒRAT)(l + ŒKAT)(ROŒR + RNOŒN)

d(VB VA
dT

= O RNOŒR + ŒKRO + UKRNO = RNOcXN

(en ne conservant que les termes ces, termes en AT et AT2 négligés)

ŒKRO=

L aN_aK_aR

* Si ŒK = O, on trouve RNO = O.

AR Al. -
S1ŒK=O,ona -j-=KT independantdeT

VB - VA = E indépendantde T

dans le pont à RNO = O.
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5. CAPTEUR DE VITESSE

5.1. Étude de la partie monostable et filtre

Les signaux VA(t) et vB(t) comportent 60 périodes/tour. Si le
moteur tourne à N tr/mn, alors les signaux VA(t) et vB(t) ont 60.N
périodes par minute donc N périodes par seconde. On a donc:

Fréquence de VA(t) = fréquence de vB(t) = N (en Hz).

N : vitesse du moteur en tr/mn.

5.1.1.Étude de l'impulsion

5.1.1.1 Valeur moyenne de l'impulsion

V0=öE==t0E.N V0=5t0.N

Le rapport cyclique de l'impulsion est égal à 1 si:

T=t 4N 1 1 =2550tr/mn
0 0,3921.10

5.1.1.2. On choisit l'origine des temps de manière à ce que la
fonction soit paire. Donc le développement ne comportera que des
termes en cos nW t.




TJ
L




NrM7




21

=E.8 : valeur moyenne.
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2E




[sin notl +[slnnen]Trio) o T to

2E . to 2E.=a =-.2sinnit-- a =-srnnirôn 2itn T n itn

2E. 2E. toD'où : V =-sinn1r=--sinnit---icn ltn T
2E. N NV =-sinnic-- V =E-n N0 O N

Quand le rapport cyclique est faible, on a

nth.2E




cosnot

v E+2Eö cosnwt
n=l

(-oQ
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2E. N NV =-srnit--=3,l8sin it------
it No No

E. N NV =-sin2it-=1,59sin 2it--it No No

2E. N N
V =-sin3it----=1,O6sin 3ic----3ic No No

5.1.2. Etude du filtre

5.1.2.1. Soit A le point de liaison entre les 2 résistances R et le
condensateur de capacité 2C. Soit 1A la tension complexe entre ce point
et la masse. On a:




Vu I
_2_

R+-
-A 2

2jCù)-+2jCw -
R

V+U+U2R
2(1+jRCw) =U(1+jRCw)

u 1




=
Y

-
2(1 +jRCw)2- 1- 2jRQo 1 +2jRCco- 2R2C2w2

G-

-
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C'est donc la fonction de transfert d'un filtre passe bas du 2ème
ordre:




1= .2.0)1 + 2m j + i
(00

avec 0 - 112 RC

m = > courbe de gain
«maximalement plate».

2E. 2it5.1.2.2. VA(t) ES +-sinitScos--t

D'où

u(t) = ES + sin itS I I üù» cos t + Arg (T
(io»)J

pour 0) =

Le rapport cyclique étant faible:

u(t) - ES
+2ESIT(iw)Icos[t+ArT(iœ)J

L'erreur sur la vitesse sera inférieure à 2% si:

2 I T (Jw) I < 2% car alors u(t) ES - kN à moins de 2% près.

Donc: 1 <1%

61 +20))
J

0)o)
/(0) 0)1+r-i >1OOOO= ->10
°oJ 0

Or o = (0 coupure a -3dB car m = (voir courbe de gain).
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Donc: 2n.120 10 z12Hz fc (car w = 2p.N, N: tr/mn).2n fc

On doit donc avoir f <12Hz 2n. 12
9,38.l0 < RC

On peut choisir R = lOOkQ RC = 10_2
C = lOOnF

5.2. Étude de la bascule D+ amplificateur

5.2.1.Étude des signaux y A(t) et VB(t)

5.2.1.1. 2 surfaces translucides se trouvant dans la fourche opti
que, "A et VB sont à l'état haut = 5 V (transistors des optocoupleurs pas
sants).

5.2.1.2. Rotation dans le sens 1




r-
_L___1 I

Décalage d'un quart de période
Rotation dans le sens 2

r rm

Décalage d'un quart de période
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5.2.2. Étude de la bascule D

Quand le groupe tourne dans le sens 1, VB = 0 aux fronts montants
de VA donc la sortie de la bascule D est à 5 V.

Quand le groupe tourne dans le sens 2, B = 5V aux fronts
montants de VA donc la sortie de la bascule D est à 5 V.

Sens!




V =0-12 15 =-3,33VG 39+15

Sens 2: 39 15y =5. -12. =0,28VL 39+15 39+15

5.2.3. Étude de l'amplificateur

Sens 1: = -3,33V <3V donc le TEC est bloqué.

Donc v = u = v_, il n'y a donc pas de courant dans les résistances
R' d'où usu ET-

Sens 2 = 0,28V, le TEC est donc passant 'DSS étant supérieur
E. ,.a -j, il est supérieur a

Donc la dte de charge du circuit de sortie du TEC coupe la
caractéristique à V05 O près de l'axe des ordonnées d'où vDS 0.

us= UE
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5.3. Synthèse




4'U.sE 5v




-

Auvoisinage de O la caractéristique est idéalisée. En réalité, le filtre
ne peut plus supprimer les termes autre que le continu dans v(t).

Par Françoise MONERAU
69760 Limonest
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C.A.P.E.S.

(Concours Interne)
OPTIONS: CHIMIE

PHYSIQUE ET ÉLECTRICITÉ APPLIQUÉE
Épreuve: Commune

A. MÉCANIQUE

Al.




t
G H

- - - -

Si ii représente la poussée d'Archimède et le poids du navire, les
conditions d'équilibre sont les suivantes




(1)
et et IT ont même droite d'action (G et C0 sont sur la même verticale).
En projetant (1) sur l'axe Gy, on obtient

h=_.H1
(2)

La masse du navire est rn = pfLH soit, compte-tenu de (2)
rn = f Lp0h, m = kh. La lecture de h permet de connaître rn.

Application numérique : k = Lfp = 2.104 kg/m.

Si h = 0,3 m m = 6000 kg et p = 200 kg/M3.

A.2.
On applique le théorème du mouvement du centre d'inertie d'un

solide




(3)
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On appelle G0 la position de G à l'équilibre, et on pose y =

On projette la relation (3) sur l'axe Oy
my = HLepg - (h +y) Lep0g

Compte-tenu de (2), il vient




(4)pH

C'est l'équation d'un mouvement oscillatoire de période

T=2ll\/i (5)

Application numérique : T = 1,1 s

A.3.
a-




longueur '

Rectangle ABDE largeur h = tan o

aire s1 = e
(h

-
-ftan o)

XCI = O
Coordonnées du centre
d'inertie C1 h e

=2 +--tan8

hauteur e

Triangle AEF base etan G.

aire S2 = tan O

Coordonnées du centre
d'inertie C2 £

''c2 -g tan 0
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Le centre d'inertie C du trapèze ABDF est déterminé par la relation

Aire du trapèze X = airedu triangle x + aire du rectangle X O( (6)

f2tanO h f2tan2û
On obtient alors : =

12 h
=

-24 h

b-Ona: tanO=yö

De cette relation, on tire

YM=ÔM=_--h(1+-_8) (7)

tan2 OSi O est inférieur à 100, 2 est inférieur à 1,6.10-2 et (7) peut
s'écrire




h f2 (8)

Le point M est alors considéré comme fixe sur OY.

Le moment du couple de redressement formé par et II est égal, en
projection sur OZ, à J-4 = GMxP sin O = (OM-OG)PsinO.

Lorsque O est petit, on obtient

F +iFh ~
p (9)

La condition d'équilibre stable est que le couple (, ii soit un couple
de rappel c'est-à-dire que GM soit négatif et donc que le métacentre M
soit au-dessus de G.

c - La condition GM < O s'écrit
h H f2

(10)
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En remplaçant h par son expression tirée de (2), ii vient

-

f2

(11)

Dans le cas étudié ici pI = 0,2 et -
(----) +( 0,3 0.

Inégalité vérifiée.

d - Si la cargaison est mal arrimée, G se déplace. Le couple peut devenir
couple de chavirement.

e - Le théorème du moment cinétique appliqué au navire mobile autour
d'un axe fixe s'exprime par:

J=iPsinO -IGMPO

+ 1tPo=o
j

(12)

C'est l'équation d'un mouvement oscillatoire de période

T = 2H
mg MI J

(13)

Plus le navire est stable, plus IGM est grand et plus T est petit.

B. THERMODYNAMIQUE

B.1. a -

Parties Rôle - Transformation Échange d'énergie

Compresseur Comprime la vapeur Le fluide reçoit du travail
Transformation adiabatique Pas d'échange de chaleur

Condenseur Liquefaction
Le fluide cède de la chaleur
au milieu extérieur

Détendeur Refroidissement du fluide Pas d'échange de chaleurTransformation adiabatique

Évaporateur Vaporisation
Le fluide reçoit de la chaleur
du milieu extérieur
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b - Système thermodynamique S: fluide frigorigène qui décrit des cycles
en échangeant de la chaleur et du travail avec le milieu extérieur.
- Conventions : on compte positivement le travail et la chaleur reçus par

le système.
- Le système : reçoit le travail W dans le compresseur (W > O)

cède de la chaleur QI dans le condenseur (Q < O)
reçoit de la chaleur Q2 dans l'évaporateur (Q2 > O)

Énoncé du premier principe de la thermodynamique: Si un système
évolue d'un état initial i à un état final F en échangeant avec le milieu
extérieur une quantité de chaleur Q et un travail W, il existe une fonction

d'état U, appelée énergie interne telle que I UF U1 = W + Q j

Pour une transformation cyclique UF = U1 donc W + Q = O.

Ici, on a donc: rW + QI + Q2 = O

B.2.
a- ÔQ=CdT= -aC(T-T1)dt (1)

d'où:




a(T-Ti)
=j

(2)

En intégrant cette équation, avec la condition T = T2 à t = O, on
obtient




T1 - (T1 - T2) e-at 1 (3)

b - D'après (2), on voit que la dimension de a est l'inverse d'un temps.

Sachant que T = T' pour t = t1 = 6, on obtient:

a =- ô
)

Tl -T2 (4)Tl -T'

Application numérique : a 0,03 h-1 ou a 8,4.1O6 s1.

c - (3) s'écrit : T = 298 - 30 e003 t (5) (avec t en h)
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Donnons quelques valeurs




t(h) T (K)
5 272
30 286
50 291
100 296,5

On obtient la courbe ci-dessous.

B.3.

e w

Q2: quantité de chaleur reçue par le fluide pendant le temps it c'est
à-dire quantité de chaleur qui pénètre dans le réfrigérateur pendant t.
D'après (1), on a:




Q2 = aC(T1-T2)zt
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Et W = P. t où P est la puissance. On obtient pour P:

aC(Ti_T2) (6)

Application numérique : P = 16,8 W

C. OPTIQUE
C.1.

a-




01 02

Li L2

b - Un système est afocal lorsqu'il transforme un faisceau d'entrée
parallèle en un faisceau de sortie parallèle.

c - Le grandissement angulaire est défini par:

G=--

D'après la construction précédente, on a les relations
F1'A1 , F1'Atg a = tg a =
0-,-FI' 02F2

Les angles a et a' étant petits (conditions de Gauss), les relations
précédentes s'écrivent

FI AI , FI AIa , a
fi -f2

Il vient alors:
LG1=
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Application numérique: G1 = -50 (l'image est renversée par rapport
à l'objet). Une autre indication portée sur la lunette est le diamètre de
l'objectif. Il doit être aussi grand que possible pour capter le maximum
de lumière. On peut également trouver sur une lunette astronomique
l'indication de son champ. Le champ d'une lunette astronomique est la
région de l'espace qui est visible à travers l'instrument. Il est représenté
par le cône dans lequel doit se trouver un point objet pour ête vu à travers
l'instrument. On le mesure par l'angle au sommet de ce cône.

C.2.

a - Pour la lentille L3, nous avons les relations suivantes:

B2 A2 03B2= = (1)

1 1 1
0T

-
03 F'3 (2)

B2 est l'image de F'1 dans L3.

L'image est réelle et donc Ôi est positif. Deux cas sont alors
possibles

Si = +2, d'après (1) et (2) on obtient 03 B2 = -2 cm, ce qui est
contraire à l'hypothèse.

Si 'y = -2, on trouve 03B2 = 6 cm et 03F'1 = -3 cm. Solution
acceptable.

La lentille L3 doit être placée à + 3 cm du foyer image de l'objectif.
Il faudra déplacer L2 de telle sorte que la deuxième image intermédiaire
(B2 A2) se forme dans le plan focal objet de L2.
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Li [3

01 F3

EEE

03

Initialement, la lunette avait une longueur 01 02 de 102 cm,
maintenant ona0102 = 111 cm (= 100+3+6+2).

Le nouveau grossissement G2 se calcule ainsi

G2




F, AI , FA2
OFi'

Œ
02F2

G F2A201F'12 - F', AI 0212

Le rapport F2 A2 représente le grandissement et L3, soitF', AI




G2 = - = ')(3
G71

Application numérique : G2 = 100

Avantages du système: le grandissement angulaire est augmenté et
l'image est droite par rapport à l'objet.

b - Dans les «jumelles à prismes» les prismes sont à réflexion totale. Ces
prismes sont au nombre de deux par lunette, et leurs arêtes sont
orthogonales. Ils jouent le rôle de miroirs et redressent l'image. Les
avantages de ces jumelles sont principalement l'encombrement réduit et
la sensation de relief.
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D. ÉLECTRICITÉ

D.1.
La représentation graphique 2 = f(I) est obtenue en effectuant le

produit UPN xI (l'échelle choisie pour 2 est la même que pour UPN).

Sur la courbe, on lit Ymax = 17,5 W, le domaine de fonctionnement
étant

2A I 2,1A
8,2V Up 8,7 V




'Y max
Le rendement énergétique p est défini par le rapport 'Yg étant

la puissance lumineuse reçue par un panneau. Le calcul de 'Yg donne
H d= E1 x-h--x 18 = 141,3 W

d étant le diamètre d'une cellule.

Le rendement est alors




17,5
=413

= 0,124 = 12,4%

D.2.
a - On construit la caractéristique des 2 panneaux montés en série en
multipliant par 2 la valeur de UPN obtenue pour une valeur de I. On trace
sur le même graphe la droite U = RI = 51. On obtient alors les
coordonnées du point de fonctionnement A:

I2,2A UA=1l,1V

Chaque panneau fournit une puissance:

P1 = 2,22 x 5,55 = 12,2 W

b - On trace la caractéristique des 2 panneaux en série, en prenant, pour
une valeur de I fixée, la somme des tensions obtenues sur la caractéristique
correspondant à E1 et sur la caractéristique correspondant à E2.

L'intersection de cette caractéristique avec la droite U = SI nous
donne les coordonnées du point de fonctionnement B.

ll,l8A UB=5,9V
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Tension aux bornes des panneaux : le plus éclairé U1 = 9,8 V
le moins éclairé U2 = -3,9V

Les puissances mises en oeuvre sont alors

P1 = 11,6 W P2 = -4,6W

La puissance totale étant T = 7 W. Le panneau le moins éclairé
consomme de l'énergie au lieu d'en produire (il fonctionne en récepteur).

c - Il convient de mettre des diodes en dérivation aux bornes des
panneaux.




QNQP

L1
Si V, - N > O la diode ne conduit pas.

Dès que V - N s'annule, la diode court-circuite le panneau. Les
tensions sont alors : le moins éclairé U2 = O V

le plus éclairé U1 = 9 V

L'intensité est de 1,8 A. Les valeurs de U1 et de I sont les coordonnées
du point d'intersection de la caractéristique correspondant à E1 et de la
droite U = 51.

La puissance totale fournie est alors: T = X 1,8 = 16,2 W

D.3.
a - Aux bornes de la batterie U = e' + I r = 13,2 + 0,12 I.
On trace cette droite sur le graphe, l'intersection avec la caractéristique
de la question D.2.a. nous donne le point de fonctionnement C:

1C2,2A Uc=l3,5V

Le temps de charge est alors

t = - = 30h
'C
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b - Pour que la charge se fasse en 10 heures environ, il faut tripler
l'intensité et donc disposer en parallèle au moins 3 séries de 2 panneaux.

c Si l'éclairement diminue fortement, la batterie se décharge dans les
panneaux. Il faut donc prévoir des diodes;

- - - - - - - - - - - - -

~ p Il
Batterie

D.4.
a - L'amplificateur opérationnel fonctionne en comparateur

Us (V)

usai:




Ue (V)

0 6 10

b - La diode Zener D sert de référence de tension. On a Ur = U_ = U.

R2Deplus U =U)1)"I + "2
Il y a changement de régime de fonctionnement de l'A.O. si

U_ = U soit pour




Uz
R2= RI =l,75kfU - U

Si UAB dépasse la valeur de 14 V, alors U > U_ et ¬ > 0. La
tension de sortie est alors égaie à U V = U. Le transistor T est
débloqué et le relais est enclenché, coupant le circuit de charge. Le courant
de sortie de l'A.O. est faible. Il permet de débloquer le transistor qui
fournit un courant collecteur suffisant pour faire fonctionner le relais.

R. GENTRIC et D. THOUROUDE
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C.A.P.E.S.

(Concours Interne)
OPTION: CHIMIE
Épreuve: Commune

Partie A: exploitation d'un sujet de baccalauréat

1. CORRIGÉ DE L'EXERCICE

1) 2Mn04- + 5H2C204 + 6H30- 2Mn2 + 10 C02 + 14H20
ou 2 Mn04 + 5 H2 C2 04 + 6 H -p- 2 Mj2 + 10 Co2 + 8 H2 O

2) b -

= d [Mn2+
dt

Par mesure de la pente de la tangente à la courbe tracée au a., on
trouve environ
y = 10-5 mol.I-1s-1 pour t = 285 s.

c - Soit n0 la quantité initiale en moles d'ions Mn 04-, dans la solution.
n0 = 5.105 mol.

Soit nMfl2+ la quantité d'ions Mn2 formés à l'instant t. A t, la
quantité d'ions Mn04 restant est

MnO4- = n0 - flMn2+

[Mn04] = n nMfl2+ = no _ [Mn2+]

5 10-iA 285 s, [Mn04] =
c

- 3,3.10 = 1,7.10 mol.l'

d - La réaction est autoaccélérée par les ions Mn2+. La vitesse augmente
avec la concentration en Mn2+ au début de la réaction, puis diminue par
consommation des réactifs. La courbe présente donc un point d'inflexion.
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2. QUESTIONS SUR L'EXERCICE

2.1.
a-




G°04_/Mfl2+ = - 5E°_/n2+
Mn04- + 8 H30+ + 5 e =±-2+ + 12 H20

G°Co2/H2C2o4 = - 2 . E° C02/H2 C2 04
2C02 + 2H30+ 2e-=H2C204 + 2H20

=AGI 2G°M,04-/Mfl2+ - 5
=

'àG'CO2/H2C2 04
- 10F[E°04-/Mfl2+ - E°C02,112C204]

=AGI - RT In K d'où in K =




AGI = 10F 2 780
La réaction est totale.




0,06 [Mn04] [H30±]8b - EMflO4- /Mn2+ = 1,5 1 + log [Mn2+]

0,06 [C02]2 [H30+12
ECO2/H2 C2 04 =

- 0,49 + -i-- log
ft12 C2 041

10-l5.10
[H2 C2 04] finale =

2

10-s
[C02] finale = 5

[H3 0+] finale = 10-2

La réaction est totale et l'acide oxalique est en excès.

ECO2/H2 C2 04 = 0,73V = EMnO4/Mn2+

2.2.
a-




d [Mn04
VMO - = -

dt
= VM2+

VCO2 = 'Mn2
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b - Un système fermé n'échange pas de matière avec l'extérieur.
1 d [Mn2+

dt

2.3.
a - L'ordre partiel par rapport à A est le coefficient a. L'ordre global
de la réaction est la somme des ordres partiels, ici a + b.

b - Dans une réaction d'ordre simple, les ordres partiels par rapport aux
réactifs sont égaux aux coefficients stoechiométriques.

Une réaction élémentaire s'effectue en un seul acte réactionnel, elle
est toujours d'ordre simple.

Une réaction d'ordre simple n'est pas nécessairement élémentaire.

c - Synthèse du bromure d'hydrogène HBr, synthèse de l'eau...

d - k = A e-E/RT, E étant l'énergie d'activation de la réaction.

2.4.
a - y = k (a0 - x) (b,, + x)

dx
b- .=k(ao-x)(bo+x)

db dx d2b d2xc - =
-a--

==' -- = -- = k (ao - bû - 2x)

--Oa0-b0Ut-2 six -
2

b0 étant négligeable devant a0, x est voisin de et la courbe b = f(t)
a un point d'inflexion pour:

b-b (a0-b0)a0+b0a0
2

-
2

ymax: k° b)2

-
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d- dx - dx dx \ 1
(a0-x)(b0+x) a0_xb0+x) (a0+bO)_kdt

fdx
dx

x + k(a, + b,) dt
o a. ~)o 0 + x fo

in a0 b0+ X = k (a0 + b0) t

a,b0(ek(ao + b,,) t -1) b. (a. + b0)
d'où x= etb=

a0 + b0 ek (a,, + b0) t b0 + a0 e- k(a,, + b,,) t

sit =0,b=b0 --------------------------------------------------------------------------------

courbe b = f(t)

L c",

2.5.
La courbe ne présente pas de point d'inflexion.

a - La quantité de permanganate doit être inférieure ou égale aux 2/5
de la quantité d'acide oxalique introduite

c 0,04 MOI.1'

b - 02 < 0
Si le volume de la solution de sulfate de manganèse est plus important,
l'état final est modifié, et la comparaison entre 01 et 02 est fausse.
L'expérience serait possible en ajoutant du sulfate de manganèse solide,
ce qui n'entraîne pas de variation de volume importante.
c - Le couple Mn04- /Mn2 + est remplacé par le couple Mn04-/Mn02
et la solution reste marron dans l'état final.
d - Non, le couple Mn04- /Mn2+ réagit avec le couple C12/Cl- et il-y
a dégagement de dichlore (E° Mn04- /Mn2+ > B° C12/Cl ).
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Partie B : élaboration d'une séance de T.P.
en terminale C, D, E

cinétique d'une réaction d'estérificatrion hydrolyse

CH3 -C+ CH3 - (CH2)2 - CH2011 --CH3
OH O - (CH2)3 - CH3 + H20

2.




2.1.
On doit mélanger un volume de 57,1 cm3 d'acide acétique et 91,4

cm3 de butanol -1




60
(MCH3COOH = 60 g m011, vcH3C()ØH ,05

cm3

MBUtOI = 74 g.mol -1, vBUO1 = 74
cm3)0,81

2.2.
Le réfrigérant évite l'évaporation des produits.

2.3.
Le bain-marie à 100°C permet de travailler à température constante,

et à température assez élevée pour que la réaction lente évolue de façon
notable en 1 h 30.

2.4.
L'eau distillée glacée arrête la réaction. Pour les mesures, seule compte

la quantité de matière et non la concentration.

2.5.
Le point d'équivalence dans le dosage est obtenu pour un pH

supérieur à 7, dans la zone de virage de la phénolphtaléine.

Le nombre de moles d'acide sulfurique introduit est égale à X20
10 x 10 x 10, soit 5.10, ce qui correspond à 10-2 moles d'ions
H3O+, quantité négligeable devant 1.
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2.7.
La quantité d'acide restant dans le mélange de départ est égale à

5.l0- Vx 148,5 soit 7,43.10-2V.10
La quantité d'ester formé est égale à 1 - 7,43.102 V.

2.8.
a - La réaction est limitée sit -.- oo, nester 2/3.

Le point n° 13 montre l'influence de la température l'évolution est
lente à 20'C.

b - L'acide sulfurique joue le rôle de catalyseur. (Les ions H30 + en fait).

Partie C : chimie organique

1.1.
Acide sulfurique, acide phosphorique (H3P04) sur silice.

1.2.
Il suffit de recycler les réactifs après séparation des produits de la

réaction.

1.3.
Procédé industriel vapocraquage de coupes de distillation du pétrole.

2.1.
a - Ce sont des additions.

b - Elles sont électrophiles.

CH3 - CH =CH--CFI3-CH3+H -j3r
- CH3 - CH2- CH - CH3

- CH3 - CH2 - CH - CH3
Br
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2.2.
a - Règle de Markovnikov: l'hydrogène s'additionne sur le carbone le
moins substitué. Le produit obtenu est:

CH3 - CH - C2 H5 : bromo -2 butane.
Br

b - mécanisme:




+
CH2=CH-C2H5+H-Br---. CH3-CH-C2H5+Bre

L

CH3 - H - C2 H5
Br

L'intermédiaire de réaction est un carbocation plan : le carbone est
trigonal, hybridé P2

C® Le carbocation secondaire est plus stable
I




C2-t4 que le carbocation primaire.

2.3.
On obtient alors le bromo - 1 butane : CH2 Br - CH2 - C2 H5. Le
mécanisme est radicalaire
HBr -->- H* + Br'

Br + CH2 = CH - C2 H5 - CH2 CH -C2 H5
Br

(Le radical secondaire est plus stable que le radical primaire).

CH2_CH-C2 H5 + HBr -+- CH2 CH2_C2 H5 + Br
Br Br

3.1. C H3 CH CU

a/ / \H k H
t;
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b - Sur chaque atome de carbone, on cherche le groupe prioritaire (le
classement se fait par numéro atomique de l'atome lié au carbone). Si
les deux groupes prioritaires sont du même côté de la double liaison, la
molécule est Z, sinon, elle est E.
C-




,

C3 H C.3'

3.2.
a - Butanol -2

b - Un couple d'énantiomères est un ensemble de deux molécules, images
l'une de l'autre dans un miroir, (symétriques par rapport à un plan) et
non superposables.

La chiralité est la propriété d'une molécule non superposable à son
image dans un miroir.

L'activité optique est la propriété d'un corps qui fait dévier le plan
de polarisation de la lumière.

c - Une molécule chirale ne possède ni plan, ni centre de symétrie (cette
condition est nécessaire mais non suffisante ; la condition générale est de
ne pas posséder d'axe de symétrie alternant d'ordre n).
d - On classe les substituants par ordre de priorité décroissante OH, C2
H5, CH3, H. On place l'oeil à l'opposé de l'hydrogène, pour passer de
OH à C2 H5 et CH3, on tourne vers la droite. La molécule est le
butanol -2 R.

4.1.
a-
C2 H5 - NH2 + C2 H5 -CH- Br-->- C2 H5 NH2 - CH - C2 H5 + BIG

I
CH3 CH3

*
C2H5 NH - CH - C2H5 + C2H5 NH2 -k- C2H5 NH - CH - C2H5

+ C2H5 NH3
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La molécule obtenue possède un carbone asymétrique. Elle est chirale.

b - Il s'agit d'une réaction de substitution nucléophile sur un dérivé
halogené.

4.2.
a - La molécule est pyramidale

b - Non, la molécule se déforme et «pulse» à très grande fréquence. Les
isomères ne sont pas séparables.

4.3.

C2 H5 NH - CH - C2H5 + C2 H5 - CH - Br-.- C2 H5 - NH - CH - C2 H5
CH3 CH3 C2 H5 - CH CH3

CH3

puis:

C2 H5 - NH - (CH - C2 H5)2 + C2 H5 NH2 -.- C2 H5 N - (CH - C2 H5)2
CH3 CH3

+ C2 H5 NH3

C2 H5 - N - (CH - C2 H5)2 + C2H5 - CH - Br

CH3 Cl-'3

CA - N - (CH - C2H5)3 + Bre
Œ'

(H3
ammonium quaternaire

5.1.
Acide amino -2 méthyl -3 butanoïque.
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5.2.
La molécule possède un carbone assymétrique, le carbone 3.

5.3.




oof4 COOta-




Cu3 H c P3




W

£143 L

b - D : NH2 est à droite

L : NH2 est à gauche.

c - Non.

5.4.

NH3 - CH - COOH zzt H + NH3 -CH - C020:
ED 1 Q) 1

CH - (CH3)2 CH - (CH3)2

NH3 - CH - cø9 H+ + NH2 - CH - cop K

CH - (CH3)2 CH - (CH3)2

Nl-13-CH-COOH NH3-CH-COp 2CHCO2®
s I I

CH- (CH3)2 CH - (CH3)2 CH - (CH3)2




.- pH
cation 2,3 amphion 9,7 anion

5.5.
a-

NH2 - CH2 - C
NH - CH - COOH

CH - (CH3)2
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b - On obtient les composés gly-gly, val-val, val-gly.

c - Il faut bloquer la fonction acide de la valine (par formation d'un ester
par exemple) bloquer la fonction amine de la glycine (par formation d'un
amide), activer la fonction acide de la glycine (par formation d'un chlorure)
puis, après réaction, hydrolyser.

Partie D: étude d'un article de journal

1)
a - Le «dopage» est l'introduction «d'impuretés» qui modifient de façon
sensible la conductivité de la substance qui les reçoit.

b - La conductivité intrinsèque est la conductivité propre, la conductivité
extrinsèque est due aux impuretés.

2)
a - Un semiconducteur de type p a comme porteurs majoritaires des
«trous» , un semiconducteur de type n a comme porteurs majoritaires
des électrons.

b - Les atomes de silicium ont 4 électrons externes. Pour fabriquer un
semiconducteur de type p, il faut utiliser des atomes prossédant 3 électrons
externes (B, Ga, In).

3)
Un supraconducteur a une résistivité nulle à température basse ; exemple- le nyobiumàT = 9K
- des céramiques à T = 80 K.

4)
a - Le lithium est électropositif (un électron sur la couche externe) l'iode est
électronégatif (7 électrons sur la couche externe).

b - Le caractère métallique (conducteur) augmente avec Z.

5)
a - Le carbone sous forme graphite conduit le courant électrique, mais
n'est pas métallique. Le silicium et le germanium sont des semiconducteurs.

L'étain et le plomb sont des métaux conducteurs.
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6)
H-CnC-H

La molécule est linéaire. La triple liaison est formée d'une liaison
a et de deux liaisons ,r.

7)
a - (CH2 - CH)

Cl

b - On peut additionner le dichlore Cl2 sur l'éthylène puis éliminer le
chlorure d'hydrogène:
C12+CH2=CH2 -.-CH2Cl-CH2Cl
CH2C1 - CH2CI - CH = CH

Cl

8)

Furanne: H )I Pyrrole Pyridine

9)
a - On peut réaliser la nitration du benzène, puis réduire le nitrobenzène.

b - Applications : fabrication des polyuréthanes, additifs pour le caout
chouc, colorants, chimie fine...

10)
Batteries, affichage électrochrome, protection électromagnétique et électros
tatique, synthèse électrochimique, piles à combustible, jonction p-n...

F. GILLES et C. FAURE
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Agrégation
OPTION: PHYSIQUE

Épreuve: C

1. LE PHÉNOMÈNE DE DOUBLE-COUCHE

1.1.
Le champ électrique est parallèle à Ox et de même sens (puisque a est
positif). Les relations demandées sont, dans le volume de l'électrolyte
E(x) = - dV/dx,
d2V/dx2 + p/eç = O (relation de Poisson)

et, près de la surface du colloïde
E(O) = a/0 (relation de Coulomb)

Remarque : c'est uniquement par souci de simplicité que l'énoncé
suppose la permittivité du solvant égale à celle du vide. En réalité, pour
un électrolyte diélectrique parfait, il faudrait remplacer ¬ par dans ces
formules, ainsi que dans toutes celles qui suivent.

1.2.
a .. L'énergie potentielle électrique d'un ion de charge ±ze dans le
potentiel V est & ± = ± zeV. En négligeant les autres formes d'énergie,
la statistique de Maxwell et Boltzmann postule que le nombre d'ions
par unité de volume correspondant, v± est proportionnel au facteur
exp(-, AT) :




= Cexp(-±zeV/kT)

La constante C se détermine en écrivant V =O et y + = y- =y pour
x infini, soit C=y. On en déduit, pour la densité volumique de charges:

p = y+ze - y-ze = - 2vze sh(zeV/kT)

b - En reportant dans l'équation de Poisson, il vient
d2V/dx2 = (2vze/f0) sh(zeV/kT)
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1.3.
a - Pour (zeV/kT) < (zeV0/kT) < <1, on peut linéariser l'équation en
remplaçant le sh par son argument. 11 vient:
d2V/dx2 = y/2 avec




= frØkT/(2v z2e2)] 1/2

Cette équation admet la solution générale suivante
V = A exp(+x/) + B exp( - x/)

A et B son déterminés par les conditions V=V0 pour x =O et V=O pour
x infini, soit A = O et B = V0, d'où les expressions de V et de E = - dV/dx:

V = VO exp(-x/E)
E = (V0/) exp(-x/)

est la distance sur laquelle le potentiel est divisé par e. C'est la «longueur
d'écran» (encore appelée longueur de Debye) qui caractérise l'épaisseur sur
laquelle, près du colloïde, des charges négatives se sont accumulées pour
écranter le potentiel de surface.

b - En utilisant la relation de Coulomb, il vient
= ¬0E(0) =

On a donc, pour une surface S:
q=crS=CV0 avec C=0S/

On retrouve la relation caractéristique d'un condensateur plan d'épais
seur .

Application numérique: on trouve =3,5 10-10 m, valeur beaucour
plus faible que le rayon du colloïde, ce qui, pour des distances où le
potentiel reste appréciable, justifie l'approximation qui consiste à remplacer
la sphère par un plan.

Remarque: dans l'approximation des faibles potentiels, le problème
peut se résoudre analytiquement en géométrie sphérique. On obtient le
potentiel de Iebye-Huckel

V = V0 (a/r) exp( - (r - a)/E)

Ce potentiel intervient dans de nombreux problèmes (chaque fois
qu'on introduit une charge sphérique localisée dans un milieu isotrope où
résident des charges libres).
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1.4.
En remarquant que d2V/dx2 = - dE/dx = E dE/dV, l'expression

obtenue en l.2.b. peut se réécrire sous la forme
EdE = (2vze/) sh(zeV/kT)dV

En intégrant entre x et l'infini (où E et V sont nuls), il vient
E2 = (4vkT/c0) [ch(zeV/kT) - 1] = (8vkT/0) sh2(zeV/2k1)

Sachant que E et V sont de même signe, on obtient:
E = (8v kT/e0)"2sh(zeV/2kT)

En faisant x=0 et en nous servant de la relation de Coulomb,
on en déduit o en fonction de V0.

a = (8v kT¬0)l/2sh(zeV0/2k1)

Application numérique : On trouve zeV0/2kT = 1,93, puis
a = 4,5 10-i C.m 2 En supposant cette valeur utilisable en géométrie
sphérique, on obtient pour un colloïde, la charge q=4,ra2a=l,4 10-14 C.
On remarque que l'hypothèse (zeV0/2kT) < <1 n'est pas justifiée.

1.5.
L'équation différentielle à laquelle satisfait V s'écrit

dV/dx + (8v kT/0)1/2sh(zeV/2kT) = O

En posant y = th(zeV/4kT), on calcule
sh(zeV/2kT) = 2y/(1 -y2)

et dV = (4kT/ze) dy/(1 -y2)
que l'on reporte dans l'équation pour obtenir

dy/y = - dx/E

Compte-tenu de ce que y =Yo pour x = 0, on obtient:
y = yo exp(-x/)

Soit pour V:
V = (4kT/ze) Argth Lth(zeVo/4kT) exp(-

Pour (zeV/kT) <(zeV0/kT) < <1, on peut confondre les tangentes
hyperboliques et leurs arguments et on retrouve bien l'expression de 1.3.a.

V = V0 exp(-x/)
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1.6. Étude énergétique de la double couche
a - Au cours d'une transformation réversible où la charge q s'accroît de
dq, sous le potentiel V0, l'expression du travail électrique élémentaire
s'écrit




ôWe = V0dq

Si l'on suppose qu'il n'y a pas d'autre contribution au travail, la
variation d'énergie interne s'écrit

dU = ôW, + SQ = V0dq + TdS

L'énergie libre F est définie par F=U - TS, sa différentielle est donnée
par:




dF = V0dq - SdT

En posant G = F - qV0 on obtient
dG = - qdV0 - SdT

Sur cette expression, on voit que G est le potentiel thermodynamique
adapté à l'étude des transformations à T et V0 constants.

b - Dans une transformation réversible à T constant, où l'on fait varier
très lentement le potentiel V depuis la valeur O jusqu'à la valeur V0, à
chaque instant la charge du condensateur est donnée par q = CV et,
lorsque V passe de Y à V+dV, on a:

dG= - qdV = - CVdV

En intégrant de V=O à V = V0, on obtient, en supposant G=O pour
V=O:




G= - (l/2)CV02

Dans le cas où un opérateur déplace réversiblement les plaques, il
faut reprendre le calcul de la différentielle de G pour tenir compte d'un
travail supplémentaire 5W0 dû à l'opérateur, qui s'ajoute au travail
électrique ôW, et, en suivant la démarche précédente, on obtient

dG = - qdV0 - SdT + 5W0

Pour une transformation réversible à potentiel et température cons
tants, on trouve que le travail de l'opérateur est égal à la variation de G:

AG = W0

On comprend que G, égal au travail de l'opérateur pour rapprocher
les plaques depuis l'infini, est négatif puisque, les plaques étant attirées
l'une vers l'autre, l'opérateur reçoit du travail.
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c - En suivant l'exemple du condensateur, on peut envisager de fabriquer
la double couche réversiblement à température constante, en faisant varier
lentement le potentiel du colloïde V de la valeur V = O à la valeur V = V0
G(T,V0) = -

Jb0q(T,V)dV
Soit, en raisonnant par unité de surface:

g(T,V0) = -
J"oG(T V) dV

où a(T,V) est donné par l'expression établie en 1.4. où V0 est remplacé
par V.

d - En utilisant l'expression établie en 1.4., on obtient
g = - (8v kTf0)'/2 J "°sh(zeV/2kT) dV

En intégrant et en faisant apparaître E on obtient:
g = - 8v kTE (ch(zeV0/2kT) - 1] = -16v kTE sh2(zeV0/4kT)

Dans la limite eV0 << kT, on obtient, en se servant de l'expressionde E




g = - (l/2)(e/E) \T02
soit pour une surface S:




G = - (1/2)(¬0S/E) y02

On retrouve bien l'expression de G pour un condensateur plan
d'épaisseur E et de capacité C = ¬0S/E.

Remarque nous n'avons pas donné la raison pour laquelle les
transformations s'effectuent à potentiel V0 constant. De fait, il faut faire
une étude énergétique plus poussée qui considère des échanges d'ions entre
les colloïdes et l'électrolyte. On peut alors montrer que le potentiel V0est relié à la différence de potentiel chimique zi entre les colloïdes et
l'électrolyte




V0 = /ze + constante

La constante ne dépend que de la nature des constituants, de la
pression et de la température, pas de la configuration géométrique du
système.
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2. LES INTERACTIONS ENTRE COLLOÏDES ET LES CONDITIONS
D'AGRÉGATION

2.1.
On a toujours, comme en 1.4.,

EdE = (2vze/E0) sh(zeV/kT)dV

En remarquant que E =O pour x = £12 (égale distance entre les deux
surfaces), on obtient, en intégrant entre x et f12

E2 = (4vkT/¬0) [ch(zeVIkT) - ch(zeVm/kT)J
OÙ '1m est la valeur du potentiel en x = £12.

Sachant d'autre part que E est positif pour O < x < £12, on obtient,
près de la plaque (1)

E = (4vkT/¬0)l/2 [ch(zeV/kT) ch(zeVm/kT)]"2

La constante E1 introduite dans l'énoncé est donc donnée par
E1 = 2(vkT/E0)1/2

On en déduit:
a = 2(vkT0)1/2 [ch(zeV0/kT) -ch(zeVm/kT)J"2

2.2.
La relation entre a et V0 obtenue précédemment est valable aussi bien

pour la surface (1) que pour la surface (2). On en déduit que l'énergie
de Gibbs surfacique de l'ensemble des deux surfaces colloïdales maintenues
à la distance L l'une de l'autre est égale à 2g, où g est l'énergie d'une
surface que l'on peut calculer comme précédemment par

g = -
J''oa(v)dv

a(V) est l'expression obtenue en 2.1. où V0 est remplacé par V.
Sachant que, si les deux colloïdes étaient infiniment éloignés l'un de l'autre,
leur énergie de Gibbs serait 2g (g, étant calculé comme en l.6.c.),
l'énergie d'interaction par unité de surface est donnée par:

WR = -2

OÙ a (V0) est donné par l'expression de 1.4.

2.3.
a - L'expression de a, obtenue en 2.1., peut s'écrire en faisant apparaître

a = aa, 11 -sh2(zeVm/2kT)/sh2(zeVo/2kT)]"2
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En développant à l'ordre le plus bas en ZCVm/kT, on obtient:
a = a [1 -(l/8)(zeVm/kT)2/sh2(zeVo/2KT)]

D'où, en se servant de l'expression de a,
a - a = - (vkT/8)I12 (zeVm/kT)2/sh(zeVo/2k'f)

b - En admettant, comme le suggère l'énoncé, que Vm=2V(U2) et en se
servant du résultat de 1.5. pour calculer V(f/2), ob obtient, en supposant
V(1?/2) petit




Vm = 2V(f/2) = (8kT/ze) th(zeV0/4kT) exp(-

En reportant dans l'expression de a - a, on trouve
G - = - 8(2vkTEØ)i/2 exp( -f/s) sh(zeV0/4kT)/ch3(zeV0/4kT)

c - En reportant dans l'expression de wR, on obtient:

WR = l6(2vkT0)I/2 exp( -f/s) [sh(zeV/4kT)/ch3(zeV/4lcT)] dV

L'intégrale s'effectue sans difficulté
wR = (32kT/ze)(2vkTE0)1/2 exp(-f/s) [1 - ch - 2(zeV0/4kT)]

Soit encore, en faisant apparaître
WR = 64v kTE th2(zeV0/4kT) exp(-1?/E) = (B/2) exp(-f/)

avec B = 64v kTE3th2(zeVo/4kT)
Cette énergie d'interaction est positive car les deux double-couches se

repoussent.
2.4.

a - Un élément de volume d?-1 de (1), situé en x1, y, z1, contenant Ndr1atomes, U(x) est donné par l'intégrale suivante, étendue à tout le volume
de (1) : rrr

U(x) = - 1)1 (air6) Ndr1
où r est la distance entre le point (x1, yi, z1) et le point (x, O, O) où
l'on calcule U(x). On peut intégrer par tranches d'épaisseur dx1 et par
couronnes circulaires de rayons compris entre PI =(y,+ z1)"2 et Pi +dp1dans chaque tranche: o

U(x) = -
Nafdxif 27rp1dp1 [(x-x1)2+p12]-3

La première intégration donne:

U(x) = -
(7r/2)Naf dx1/(x-x1)4
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puis la deuxième:




U(x) = - (r/6) Net Ix3

b - Sachant qu'un élément de volume d'épaisseur dx du cylindre considéré
contient NdSdx atomes, l'énergie d'attraction dwA entre tout le colloïde (1)
et ce cylindre se calcule par l'intégrale

dwA = NdS f U(x) dx

Compte-tenu de l'expression de U(x), on obtient pour l'énergie
d'attraction par unité de surface WA = dwA/dS

WA = - (ir/6) N2a dx/x3 = - (ir/12) N2a/f2 = - A/f2

avec 1' A = (r/l2) N2a

Application numérique : on trouve N = 6 1028 m3, d'où
a = 10-78 SI. Pour r = 10-10m, on obtient u = 10-18 J soit 6,7 eV
environ, ordre de grandeur raisonnable pour une interaction entre atomes.

Remarque : en ce qui concerne l'attraction de Van der Waals,
l'approximation des sphères par des plans n'est absolument pas justifiée.
Le calcul exact pour deux sphères identiques de rayon a, de centres distants
de r, donne une énergie proportionnelle à:

ln((s-4)/s) + 2/s + 2/(s-4)
où s = (r/a)2 = (2 + f/a)2

Pour f faible, cette expression donne une énergie variant en 1/f au
lieu de 1/f 2, Cependant on peut montrer que cela n'affecte pas les résultats
de la question suivante car ils se déduisent essentiellement du caractère
exponentiel de l'interaction électrostatique écrantée.

2.5. Étude d'une forme approchée de l'énergie totale d'interaction

a - En posant x = f/ et y = E2w/B on est ramené à l'étude de la
fonction:




y = e-x - (A/B)/x2

On constate que les valeurs limites de cette fonction sont y =
pour x = O et y = O pour x = . L'étude des deux premières dérivées
montre que pour A/B supérieur à une certaine valeur (A/B)0, le graphe
est toujours monotone croissant, alors que pour A/B inférieur à cette
valeur il possède un maximum et un minimum. (A/B)0 (non demandée
par l'énoncé) peut s'obtenir en écrivant la condition d'inflexion à tangente
horizontale, c'est-à-dire y'=y"= 0. On trouve (A/B)0 = 27/(2e3). Lors-
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qu'il existe, le maximum est d'autant plus prononcé que A/B est faible.
La valeur de A/B (demandée par l'énoncé) pour laquelle la valeur du
maximum est nulle s'obtient en écrivant y = y' =O:

- (A/B)/x2 = O
- eX + 2(A/B)/x3 = O

Ce qui donne (AIB) = 4/e2 = 0,541...

La figure 1 donne l'allure des courbes. L'énergie d'interaction étant
nulle lorsque deux colloïdes sont à une distance infinie l'un de l'autre,
la valeur du maximum correspond à la barrière de potentiel qu'ils doivent
franchir pour pouvoir venir se coller. On voit donc que pour A/B <
(A/B), la solution est stable. Dans le cas contraire, la solution est instable
car, la barrière ne potentiel n'existant plus, les colloïdes tendent à s'agréger
naturellement.

wl
AIB<(AIB)

0--

rIB

=(AIB)cA

A/B=(AIB)o
>

A/B >~(M1B)0

Figure I

Remarque : un raisonnement plus correct devrait tenir compte de
l'énergie cinétique d'agitation thermique des colloïdes qui leur permettrait
de franchir une barrière de potentiel légèrement positive. On pourrait
montrer que cela diminue très peu la valeur critique de A/B pour laquelle
l'agrégation commence à se produire.

b - Lorsque la distance entre les colloïdes devient inférieure à 2a, il faut
tenir compte d'une forte répulsion due au fait que les atomes ne peuvent
s'interpénétrer. Les courbes précédentes doivent être modifiées près de
r = 2a. Au lieu de tendre vers - lorsque r diminue, l'énergie
d'interaction doit passer par un minimum puis remonter brutalement vers
+ oopour r=2a.
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Remarque : on a très peu d'information quantitative sur cette
répulsion. On sait cependant que le minimum, près de r =2a, reste très
prononcé. II correspond à la situation la plus stable, où les colloïdes sont
au contact. Le minimum secondaire, qui est situé à des valeurs plus grandes
de r, et qui correspond à une situation instable et transitoire, joue un
rôle moins important dans le mécanisme d'agrégation. On l'invoque
quelquefois pour justifier des restructurations locales dans la formation
des agrégats.

c - En écrivant que la valeur critique de y, v, correspond à la valeur
critique de A/B calculée ci-dessus et en utilisant les expressions de A, B
et , on obtient:




= KE03 a2 N-4 (kT)5 (ze)6 th4(zeV0/4kT)
où K est un facteur numérique.

Si l'on ne retient de cette expression que la dépendance de v avec
V0 et z, on peut remarquer que pour (eV0/kT) < <1 [th(zeV0/4kT) =
zeV0/4kTJ, v est proportionnel à V04 z-2 alors que pour (eV0/kT)< <1
[th(zeV0/4kT) = 11 v est proportionnel à z-6 et indépendant de V0.

d - Le fait que la valeur expérimentale de c dépend très peu de la nature
des colloïdes, donc de V0, suggère déjà que l'hypothèse (eV0/kT)> >1
est le splus plausible. De plus, la dépendance en z-6 est confirmée par
le tableau ci-dessous où l'on compare z2 et z6 aux valeurs minimales et
maximales de v(1)/v(z) calculées à partir des données expérimentales
fournies par l'énoncé:

z z2 v(1)/v(z)
Min max

2 4 64 50 75
3 9 729 500 1000

Un calcul entièrement fait dans l'hypothèse (eV0/kT) < <1 n'aurait pas
été en accord avec les expériences.

3. LES MÉCANISMES DE L'AGRÉGATION LIMITÉE PAR LA DIFFUSION

3.1.
Chaque degré de liberté comptant pour kT/2 et la masse d'un agrégat

(p) étant égale à pm, on a, pour l'énergie cinétique de translation:
E (3/2)kT = (l/2)pmv2
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d'où: VP = [3kT/(pm)]112

Application numérique : On trouve y1 = lO- m/s, valeur très
inférieure à la vitesse d'agitation thermique d'une molécule d'eau qui est
de l'ordre de 650 m/s.

Remarque : cette application numérique montre la dissymétrie entre
les colloïdes et les molécules de la solution. Les colloïdes sont constamment
«bombardés» par les molécules de la solution. Cette image a servi de base
à l'explication du mouvement brownien et a permis à Einstein de
développer un modèle pour calculer le coefficient de diffusion (formule
donnée en 3.3.).

3.2.
En représentant par des vecteur les trajectoires rectilignes succes

sives, on peut écrire




OM=E1

Soit, en projetant sur l'axe Ox
x = E X cosO1

où O est l'angle entre5et Ox. On en déduit
x2 = X2cos201 + E1E X2 cosO1 cosO1'

En prenant la moyenne sur un temps très long et en remarquant que
<cosO1cosO1'> = O (les directions étant indépendantes les unes
des autres) et <cos2O1> = 1/3 (les directions étant isotropiquement distri
buées), on trouve:




<x2> =NX2/3
où N est le nombre de segments parcourus pendant le temps t, tel que
N = vt/X. On en déduit:




= (Xv/3) t
3.3.
Pour un agrégat (p), le libre-parcours est donné par:

. XI, = 3D/vp
Soit, en utilisant la formule d'Einstein

= (pmkT/3)l/2/(2ir,R)
En supposant i constant, le libre-parcours varie avec la température

comme T112, alors que pour un gaz parfait il varie comme T32/p, où
p est la pression.
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Application numérique : On trouve X = 120 10-10m.

3.4.
En projetant sur Ox la relation vectorielle

où 0 et 02 sont les positions de M1 et M2 à l'origine des temps, on
obtient

x = 1X1cosO1 -iX2COSOJ
où x = (x1 -x10) - (x2-x20) est la variation de l'abscisse de la position
relative depuis l'origine des temps. Avec les mêmes arguments qu'en 3.2.,
auxquels on doit ajouter <cosO1cosO> = O (indépendance d'un mouvement
par rapport à l'autre), on obtient:

= N1 X12/3 + N2 X22/3

Sachant qu'après un temps t on a N1 = v1t/X1 et N2 =v2t/X2, il vient
= (X1v1/3 + X2v2/3) t

On en conclut que pour le mouvement relatif D = D1 + 132-

3.5.
a - Cas brownien : En régime permanent, le nombre d'agrégats (p) qui,
par unité de temps, traversent une sphère de rayon r est une constante
qui n'est autre que Z, nombre de chocs par unité de temps, donc:

_42J = z

En combinant avec l'équation de Fick, qui s'écrit ici
J= -Ddn/dr

on obtient:




dn = [Z/(4irD)] dr/r2

Ce qui s'intègre, s'achant que n = O pour r= R:
n = [Z/(4,rD)] (1/R- 1/r)

En écrivant n=n pour r infini, on en déduit:
Z = 4irRD n

soit : K = 4ir(R + Rq)(Dp + Dq)

b - Cas balistique: en reprenant un raisonnement de la théorie cinétique
des gaz, le nombre de chocs par unité de temps est égal au nombre



BULLETINDEL'UNIONDES PHYSICIENS 93

d'agrégats (p) dont les centres sont situés dans un cylindre de rayon
R = R + Rq et de hauteur 'r (vitesse relative)

Zpq = lrR2vrflp
soit, en remarquant que, pour les vitesse quadratiques moyennes,

yr2 = vp2+vq2
on obtient:




Kpq = 4ir(Rp+Rq)(vp2+vq2)l/2
3.6.

a - Sachant que Kpqnpnq Zpqflq représente le nombre de chocs (p) + (q)
par unité de temps, le premier terme du second membre correspond au
taux d'apparition de (r) par collisions d'agrégats (p) et (q) (tels que p +q = r)
alors que le second terme correspond au taux de disparition de (r) par
collision des agrégats (r) avec des agrégats (p) quelconques.

b - At=O,ona:




n1 =n et n=O pour p>l

Chaque agrégat (p) contenant p colloïdes, la conversation du nombre
total de colloïdes s'écrit, à chaque instant

Pr1p = fl
3.7.
Pour établir une équation différentielle vérifiée par A = En, il suffit

de sommer sur r les deux membres de l'équation de Smoluchowski
dnA/dt = (K/2) flp flq - K En, Enpr p+q=r r p

Ce qui donne:
dnA/dt = (K/2) A2 - K A2 = - (K/2) A2

Soit : - dnA/nA2 = (K/2) dt

Ce qui s'intègre, compte-tenu de A = n pour t = O:
l/nA-l/n = Kt/2

soit : nA = n/(l +t/O)

avec : O = 2/(nK)

En prenant K = Kpp = l6irRD, il vient:
0 = (3/4) /(nkT)
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Application numérique : on trouve 0 18 s.

3.8.
a - At=O,ona:




g(O) = n et h(O) = O

b - En remarquant que:
flpflq = g2 hr-2 = (r-1) g2 hr-2

p+q=r p+q=r

(car la somme contient r - 1 termes identiques) et que
= ghP = g/(1 -h)

p p
en reportant dans l'équation de Smoluchowski et en divisant par hr-2,
on obtient

h dg/dt + (r-1) g dh/dt = (K/2)(r -1) g2 - K g2 h/(1 -h)

Cette équation devant être vérifiée quelque soit r, on peut identifier
les termes en (r- 1) et les termes constants, ce qui donne

dh/dt = (K/2) g et dg/dt = - K g2/(l - h)

La première équation est l'une des deux relations demandées, l'autre
relation s'obtient en éliminant dt

- dg/g = -2dh/(1 -h)

puis en intégrant, compte-tenu des conditions initiales:
g = n(1-h)2

c - En reportant cette expression de g dans la première relation, il vient:
dh/(1 - h)2 = (K/2) n dt

ce qui, par intégration et, compte-tenu de la condition initiale sur h,
donne:




1/(1-h) = 1 + tb

d'où : h = (t/0)/(1 + t/0)
et : g = n/(1 + t/0)2

On en déduit l'expression de n:
n, = n(t/0)P'/(l + t/0)P+'
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On vérifie
nA = n = g hP' = gi(1 -h) = n /(1 + t/O)

p p

d - On peut réécrire l'expression de n sous la forme suivante:
n = (n/(l + tiO)2) (1 + O/t)P-1

Soit encore
n = (n/(l + tiO)2) e(P I)Ln(I + Oit)

Quand p et t tendent vers l'infini en gardant un rapport constant
on trouve:




np n(O/t)2 eOP/t
soit encore

p -r f(pit'1)
avec r = 2, ' = 1 et




f(x) = nO2x2e-Ox

4. STRUCTURE FRACTALE DES AGRÉGATS ET LOIS D'ÉCHELLE DE
L'AGRÉGATION
4.1.

a - En utilisant la formule de l'énoncé, on obtient, pour un colloïde
Qi2 = f r2 42fr / J 42fr

= 3a2/5
d'où : QI = a(3/5)1i2

b - Q2 peut se calculer comme une somme d'intégrales sur chaque colloïde
(j)




Q2 = (pm)1 j f (óI + IÇi2dm

En remarquant que le double produit s'annule parce que M est le
centre de masse du colloïde (i), il vient

= Qi2 + (l/p) Ej GM2

La formule proposée est donc justifiée si l'agrégat est suffisamment
gros pour qu'on puisse négliger Q devant c'est-à-dire si Q> >a,
ou encore si p> >1.

c - En faisant intervenir le centre de masse et en remarquant que le double
produit s'annule, on obtient:

j MM, .. (öî - = 2p2 Q2
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4.2.
En appliquant la formule précédente pour l'agrégat (2p), on obtient:

8p2 Q2p2 = M1M2

La somme peut se décomposer en quatre parties suivant que M et
M appartiennent respectivement aux agrégats (1) et (1), (2) et (2), (1)
et (2) ou (2) et (1). Les deux premières contributions valent toutes dew,
2p2Q2, la troisième se calcule en faisant apparaître les centres de masse
de(l)et(2)




MMZ = + G1G2 - G1M)2
et en remarquant que, après avoir pris la moyenne, tous les doubles
produits s'annulent. On obtient ainsi une contribution qui vaut 2p2Q2 +
p2 < d >2 La quatrième contribution étant égale à la troisième, on obtient
finalement




8p2Q22 = 8p2Q2 + 2p2 <d2>

soit: Q2p2 = Q2 + <d2 >/4

4.3.
Compte-tenu du résultat précédent et de l'hypothèse d'invariance

d'échelle, on obtient




Q2p2 = (1 + C2/4) Q2

En comparant à:




Q2p2 = 2I/dfQ2

(relation que l'on obtient en éliminant A entre les expressions p(Q) écrites
pour p et 2p), on en déduit

d = 2Ln2 /Ln(l + C2/4)

4.4.
a - Le nombre de colloïdes dans l'agrégat est donné par

p = S p(r) 4irr2dr = 4irB S3 -13/(3 - 0)
et le rayon quadratique moyen par:

Q2 =
JSP r2p(r) 42th = 4irB S5I3/(5-f3) = [(3-3) /(5-3)] S2

On en conclut que Q et S sont proportionnels, ce qui, dans la
première expression, permet d'identifier 3 - 3 à df

df = 3 - fi
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puis en reportant dans la deuxième, d'obtenir:
= [df/(df + 2)11/2

b - En remarquant que:
C = = [(df+2)/df]!12 [./S] = 2(1 -e)(1 +2/d)l'2

et en se servant du résultat de 4.3., on obtient
(1-e)2 = (22/df - 1)/(1 + 2/df)

Quand df varie de 1 à 3, e croit de O jusqu'à une valeur proche de
0,41. Quand la pénétration augmente, les agrégats deviennent plus
«compacts» (ils occupent moins de place pour un nombre de colloïdes
donné), ce qui se traduit par une augmentation de la dimension fractale.
L'allure du graphe est donnée par la figure 2.

0,4




2 3df

Figure 2

Application numérique : pour df = 1,75 on trouve e = 0,25.

4.5.
Sachant que R est proportionnel à pl/df et que D est proportionnel

à 1/Rn, dans le cas brownien Kp,q est proportionnel à:
(pl/df + ql/df) (p_i/dr + q_i/dr)

On vérifie que:




Kap,ap = Kp,q
donc: w =O

Sachant que v2 est proportionnel à l/p, dans le cas balistique, Kp,qest proportionnel à




(p1/dr + ql/dc)2 (p_ l + q- 1)1/2
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On vérifie que




Kap,q = a2/dfl/2 Kp,q
donc: w = 2/df - 1/2

4.6.
a - La relation de conservation du nombre total de coloïdes, écrite en
3.6.b., se transforme en intégrale

J pI_rf(p/fY)dp = n

En effectuant le changement de variable x = p/t'y, cette condition
s'écrit

t(2-T) J°°xlTf(x)dx
= n

Le deuxième membre étant indépendant de t, le premier doit l'être
aussi, ce qui impose




7-2

b - En effectuant le changement de variable z = r/t, le premier membre
de l'équation de Smoluchowski s'écrit

- (y/z) t2-' f'(z)

De même, en posant x = p/t, les deux termes du second membre
s'écrivent

(1/2) JZK(x, z-x) f(x) f(z-x) x2 (z-x)2dx

et:
ty(w3) z2 f(z) J K(z, x) f(x) x2 dx

En identifiant les exposants de t dans les deux membres, il vient
- - 1 = 'y(w-3)

d'où: 'y = 1/(l-w)

c - En procédant de la même façon, on obtient:
=

J°npdp
=
tJf(x)x_2dx

Compte-tenu de l'expression de 'y, on en déduit que BA varie
proportionnellement a t- 1/(1 -w)

Application numérique: on trouve w = 0,553, ce qui, compte-tenu
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de w = 1/df- 1/2, conduit à df = 1,9, valeur plus élevée que dans le cas
brownien. On peut comprendre qu'avec des trajectoires linéaires la
pénétration au moment des chocs est plus importante qu'avec des
trajectoires browniennes.

Remarque: cette application numérique montre comment, de l'étude
de la cinétique, on peut déduire des informations sur la structure. En
général, on détermine la dimension fractale des agrégats par des méthodes
plus directes comme l'analyse d'images numérisées de microscopie électro
nique ou la diffusion des rayons X aux petits angles. Dans ce dernier
cas, on peut montrer que l'intensité diffusée 1(q) (où q = (4ir/X) sin (0/2)
est le module du vecteur de diffusion et O l'angle de diffusion) est
directement reliée à la transformée de Fourier de la structure : dans le
domaine R-1 << q << a-1, 1(q) varie comme q-dr, ce qui permet
de déterminer df en portant Ln(I(q)) en fonction de Ln(q). Ceci a failli
faire l'objet d'une cinquième partie du problème...

COMMENTAIRE
Les colloïdes étaient déjà utilisés au Moyen-Âge : on s'en servait pour

colorer le verre. Dans les années 1840-60, Selmi, Graham et Faraday ont
pour la première fois étudié scientifiquement ce qu'on appelle maintenant
les «sols». Il s'agit de solutions claires et remarquablement stables,
constituées de petites particules solides chargées en suspension dans un
liquide. On a très vite découvert que ces solutions précipitaient par
adjonction suffisante d'ions pour donner soit des agrégats isolés (les
«focs»), soit des précipités doués d'élasticité que l'on appelle maintenant
des «gels». Schuize et Hardy, en 1880-90, effectuèrent les premières études
expérimentales quantitatives de ce phénomène : ils montrèrent que, mis
à part quelques exceptions, l'influence de sels floculants se manifeste pour
des concentrations qui excèdent largement une simple proportionalité à la
valence.

La première contribution théorique apparut en 1916 avec von
Smoluchowski qui développa la première approche quantitative de la
cinétique du phénomène. Il faut savoir que les travaux théoriques de von
Smoluchowski sur le mouvement brownien étaient tout aussi importants
que ceux de Perrin ou d'Einstein et c'est sans doute parce que ce savant
était resté à l'écart des développements de la physique quantique (qui se
construisait à l'époque) qu'il est actuellement moins connu. Puis, à la suite
de travaux, sur les phénomènes d'écrantage dans les électrolytes, dus à
Debye et Huckel en 1923, puis à Langmuir en 1938, une théorie complète
et détaillée des interactions entre particules colloïdales a vu le jour, grâce
à Derjaguin et Landau (1941) ainsi que Verwey et Overbeek (1946). C'est
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une version, volontairement simplifiée, de cette théorie qui était décrite
dans les parties 1., 2. et 3. de ce problème. Non seulement elle fut capable
d'expliquer les résultats expérimentaux de Schulze et Hardy, mais,
maintenant connue sous le nom de théorie DLVO, elle est devenue l'outil
indispensable à toute étude quantitative sérieuse des solutions colloïdales.

L'introduction des fractales par le mathématicien Mandelbrot en 1974
et la découverte de la structure fractale de certains agrégats d'aérosols
par Forrest et Witten en 1979 permirent de reprendre le sujet avec des
outils théoriques nouveaux. La figure 3 est une photographie au microscope
électronique d'agrégats de colloïdes d'or (le rayon des colloïdes est ici plus
de dix fois plus petit que celui utilisé dans les applications numériques
du problème) on y remarque le caractère ténu et ramifié de ces agrégats
fractals. En 1981, Witten et Sander inventèrent un modèle théorique,
étonnamment calqué sur le processus décrit par von Smoluchowski
(question 3.5.a.), le modèle DLA (Diffusion Limited Aggregation), dans
lequel des particules en mouvement brownien arrivent une à une de l'infini
pour se coller irréversiblement sur un agrégat qui pousse à partir d'un
germe. Ce modèle de croissance irréversible, qui se prête bien aux

P.
)

4
4;,

Figure 3
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simulations sur ordinateur, a très vite connu un vif succès. Il a servi de
base théorique pour expliquer la forme de certains dépôts cathodiques,
le mécanisme de formation des éclairs, ou la forme de la surface de
séparation lorsqu'un fluide est poussé dans un autre, plus visqueux que lui.

Le modèle de Witten et Sander a été modifié en 1983 pour mieux
décrire le mécanisme d'agrégation des colloïdes et des aérosols. Cette fois
les agrégats eux-mêmes se déplacent en mouvement brownien, et croissent
par collages entre eux. Cette extension, appelée, modèle de collage d'amas,
a permis de mieux comprendre la théorie de Smoluchowski en apportant
un lien entre les paramètres caractérisant la structure des agrégats et ceux
décrivant la cinétique du processus d'agrégation. Ce dernier aspect a été
abordé dans la partie 4. du problème. La figure 4 montre un exemple
typique d'agrégat, contenant 4096 colloïdes, construit à l'ordinateur, à
partir du modèle de collage d'amas (Simulation réalisée au CIRCE, Orsay).

Ce problème décrivait donc une contribution à la «préhistoire» de la
physique des systèmes désordonnés et des processus irréversibles, domaine
très riche et actuellement en pleine effervescence. Le lecteur intéressé par
le sujet pourra consulter les ouvrages et articles référencés ci-après.
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Agrégation
OPTION: PHYSIQUE

Épreuve: A

1. PREMIERE PARTIE
CONDUCTION ELECTRIQUE DANS LES MATERIAUX : GENERALITES

1.1. DEFINITIONS
1.1.1. La conductivité a est définie par la relation : j = a E, dans laquelle j
représente le vecteur densité de courant et E le vecteur champ électrique.

Dans le système international, a s'exprime en Q-1 m-1 et souvent en Q-4
cm-1.
1.1.2. - solides conducteurs

- a est de l'ordre de 108 à 1012 Q cm-1 (à 1 K);
- da/dT <0 ; a = T- avec n>1;- exemples : Cu, Al,- solides semi-conducteurs
- a est de l'ordre de iO 105 Q, cm-1;
- da/dT> O ; a = a5 exp(- E5IRT);- exemples : Si, Ge,- isolants
- a est de l'ordre de 10-20 à 10-12 Q-1 cm-1;
- da/dT> 0;- supraconducteurs
-a= +oo pourTcT.

1.1.3. On distingue trois types de conductions à l'état solide- conduction électronique (métaux);- conduction par électrons et trous (semi-conducteurs);- conduction ionique.A l'état liquide ou en solution, les porteurs de charge sont les ions,
cations ou anions (Nat, CI-, Li+, ClO4...), solvatés s'ils sont en solution.

A l'état gazeux, les porteurs de charge pourront être les ions atomiques
ou moléculaires, et les électrons (N2 >N2+ + e-, par exemple).
1.2. APPROCHE ORBITALAIRE. THEORIE DES BANDES 1-3
1.2.1. - intégrale de recouvrement: S= <aib>

- intégrale de résonance: fI = <a IH5'I b>
- intégrale de coulomb monoélectronique : a = Ca I H j a>

où Heff représente un hamiltonien monoélectronique.Dans l'approximation de Born-Oppenheimer, le hamiltonien s'écrit
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H=-(h2/8m2m)(A1 + A2) + (e2/4itc0)(- ZA/rAl - Za/rai - ZA/rM - Z&rB2 +1/r12)
Le terme d'interaction biélectronique, e2/47tc0r12, rend la résolution

exacte de l'équation de Schrodinger impossible. Une méthode de résolution
approchée consiste à remplacer ce terme par des coefficients d'écran, agissant
sur ZA et Zg qui deviennent ZAeffet ZBeff (effet d'écran). Le hamiltonien se
sépare en deux hamiltoniens effectifs monoélectroniques

Hoff = - (h2/8m2m)A1 + (e2/4itc3)(- ZA°6'/rM - ZBeff/rBi) i = 1 ou 2
On recherche alors les fonctions d'onde monoélectroniques sous la forme d'une
combinaison linéaire d'orbitales atomiques, d'énergie E (méthode L.C.A.O.)

4'= c a + ca b
L'équation de Schrodinger conduit au système d'équations:

(a-E)cA +(P-ES)ca=0
(fl-ES) CA +(o»-E) ca =0

On obtient alors
E=(a±fl)/(1±S) et tIE1- =(2fl-2aS)/(1-S2) (=2fl,siS=0)

1.2.3 Dans l'approximation L.C.A.O., l'interaction de deux O.A. conduit à deux
0M. et à deux niveaux d'énergie, liants et antiliants séparés de 2)3, trois O.A.,
trois niveaux (liant, non liant, antiliant), etc. Comme le montre le schéma
tracé au § 3.1.1.3.
1.2.4. Bande d'énergie : continuum de niveaux d'énergie lorsque le nombre de
centres en interaction tend vers l'infini.

Bande de valence : bande d'énergie la plus haute occupée.Bande de conduction : bande d'énergie la plus basse vacante.
Bande interdite : bande d'énergie comprise entre le haut de la bande de

valence et le bas de la bande de conduction.
Niveau de Fermi : niveau électronique occupé le plus haut en énergie à O

K.
1.2.5. Les bandes d'énergie, leur occupation (indiquée en grisé) et leur énergierelative, contribuent à la détermination des propriétés électriques, comme le
résume le schéma suivant : -

Bande de
conduction

- eJ U UBande d'énergie lEinterdite T - E

Bande de
valence

i n p
Intrinsèque Extrinsèques

Isolant Semi-conducteurs Métaux
1.2.6. Localisation, délocalisation

Les problèmes de localisation et de délocalisation, de compétition entre
état ferro, antiferro ou para-magnétique et état conducteur sont difficiles et au
Cour des préoccupations des chimistes et des physiciens du solide engagés
dans la synthèse et la caractérisation de nouveaux matériaux à propriétés de
conduction particulières (conducteurs unidimensionnels, supra-conducteurs).

Une approche qualitative possible était la suivante.
Les deux états les plus stables d'un système à deux atomes (N = 2), sont

un état singulet et un état triplet
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-




Stat Stat isolant
Singulet Triplet conducteur paramagnétique

N=2 N>oo

La différence d'énergie entre l'état singulet et l'état triplet est : Es - ET = 213 + U
(13 < 0, U> 0). L'état fondamental est singulet si 213 + U c O et triplet dans le cas
inverse. Dans le cas d'un système à N atomes (N --> oc), l'état singulet
correspond à l'occupation de la moitié inférieure de la bande d'énergie par des
électrons appariés : le solide est alors conducteur. L'état de haute multiplicitéde spin correspond à l'occupation de la totalité de la largeur de la bande par des
électrons non appariés : le solide est alors un isolant paramagnétique. Les
références 1-3 contiennent le détail des calculs, qui n'étaient évidemment pas
exigés. On peut montrer en particulier que le solide est conducteur si: (lt/4) U
413 c 0, analogue de la condition 213 + U c O du système à deux atomes.

2. DEUXIEME PARTIE
SYNTHESE ET CARACTERISATION DU POLYACETYLENE 4-7

2.1. GENERALITES SUR LES REACTIONS DE POLYMERISATION
Polymérisation cationique- mécanisme électrophile- amorceurs : acides de Bronsted (HC1O4, H2504, H3P04, ...) ou de

Lewis (BF3, AlBr, TiC1,g, SnCl4,...);- exemples : isobutène ; méthanal.
Polymérisation anionique- mécanisme nucléophile- amorceurs : KOH, RO-, NH2-, BuLi, sodium, cumyl potassium,

naphtalène sodium
- exemples : butadiène ; isoprène.

Polymérisation radicalaire (la plus courante)- mécanisme radicalaire- amorceurs : peroxyde de benzoyle azobisisobutyronitrile
amorceurs redox (H202 + Fe2+ -, Fe3+ + 0W + 0H)- exemples : éthylène; styrène ; chlorure de vinyle.

Polymérisation de Ziegler et Natta:- catalyse par complexe de coordination (acide de Lewis) (le
mécanisme est encore mal connu)- catalyseurs : A1(Et)3/TiC14, etc- exemples : propène ; éthylène.
2.2. SYNTHESE DU POLYACETYLENE
2.2.1. - C2H2 est livré dissous dans l'acétone (les bouteilles contiennent un
support solide poreux)- c'est un gaz instable qui ne doit être utilisé que sous une pressioninférieure à 1 bar;- l'acétylène gazeux forme avec 02 et Cl2 des mélanges explosifs.
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2.2.2. La formule brute du polyacétylène est: [CH].
2.2.3. "Le nom du polymère est formé du préfixe "poly" suivi entre
parenthèses ou entre crochets du nom du motif élémentaire.

Dans le cas du polyacétylène, on obtient: poly[vinylène].
2.3. STRUCTURE DU POLYMERE
2.3.1. Structure et stabilité
2.3.1.1.

'-ç

conformation transoïde conformation cisoide
2.3.1.2.




Homopolymère : polymère dans lequel il y a répétition dun seul
motif -A-A-A-A-A-

Copolymère : polymère dans lequel il y a répétition de plusieursmotifs différents -A-A-B-A-B-B-A-A-A-
Remarque : il existe un autre définition selon laquelle un homopolymèrerésulte de la polymérisation d'un seul type de monomère, un copolymère de
plusieurs types de monomères. Les deux définitions sont non équivalentes.Nous utilisons la première.
Dans le cas du polyacétylène, on a deux motifs élémentaires, selon que la
double liaison est cis ou trans

motif A motif B
2.3.1.3. Le ris polyacétylène correspond à l'enchaînement: -13-B-13-13- le trans
polyacétylène à l'enchaînement : -A-A-A

-Acis-transoide

cis-cisoïde

trsns-cisoïde

.-.----.-c'-. trsns-transoide
2.3.1.4. La forme cis-transoïde est la plus stable pour des raisons
d'encombrement stérique.
2.3.1.5. Les stabilités des deux formes c-t et t-c sont voisines. La forme c-t est
légèrement plus stable que la forme t-c, vraisemblablement pour des raisons
stériques.2.3.1.6. Les données spectroscopiques indiquent que la double liaison est plusstable pour c-t que pour t-t ; les données thermochimiques indiquent cependant
que, globalement, le polyacétylène t-t est plus stable : la double liaison n'est
donc pas le seul facteur de stabilité ; il y a en particulier dans c-t des répulsions
(gêne stérique) entre atomes d'hydrogène qui n'existent pas dans t-t.
2.3.1.7. On a donc l'ordre de stabilité suivant:
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c-tc-cs <t-tt-c

stabilité croissante
Quantitativement: t-t -* c-t AH° 8-20 kJ mol-1

c-t -* t-c AH° 1 kJ mol-1
2.3.2. Alternance des liaisons.
2.3.2.1. Ii n'y a pas (ou peu) de délocalisation. Le polyacétylène (non dopé) est
un isolant.
2.3.2.2. Ce ne sont pas des structures mésomères : les longueurs des liaisons
sont différentes.
2.3.2.3.




séquencé : AAAABBBBBAAAAABBBBBBB

statistique AABAAADBABBBA

alterné ABABABABABABABAB

2.3.2.4. Définitions: absorbance : A = logo(I0/I)
coefficient d'absorption : E = A/lc

(Anjt)\ 7 (A)\ c515
trans \(l.cnan)) c5 + cu- A15 Anans-+---

Etrans
1,3 A.= 1,3 A515 + Atrans

2.3.3. Polyparaphénylène
2.3.3.1.

Ce sont des structures mésomères le degré de dégénérescence de l'état
fondamental est 1.
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2.3.3.2. La liaison C-C entre deux cycles n'est pas une simple liaison y (154 pro)
mais possède un certain caractère de liaison i. La structure de la molécule est
intermédiaire entre la structure qui rend la conjugaison entre doubles liaisons
maximale (structure plane) et la structure qui minimise l'encombrement
stérique (angles dièdres de 900).
2.4. CARACTERISATION DU POLYACETYLENE
2.4.1. Paramètres caractérisant le degré de polymérisation et la structuremasse moléculaire ; degré de polymérisation ; distribution branchement
(ramification) ; réticulation groupes terminaux ; cristallinité.
2.4.2. Synthèse par prépolymère2.4.2.1. On peut réaliser une réaction d'élimination sur le polychlorure de
vinyle (PVC) en milieu basique:

Cl ci Cl Cl ci OH

Critiques : - rien ne garantit la régularité de l'élimination ; on pourra avoir,
par exemple

ci

- il n'est pas évident qu'au cours de l'élimination les paramètres
caractéristiques (cf. 2.4.1.) se conservent.
2.4.2.2.

polymerisation vinylique
x

métathèse >
2.4.2.2.1.




CF3 CF, CF CF

métathèse

2.4.2.2.2. Le polymère A subit ensuite une réaction de retro-Diels-Alder
CF3 CF

A

CF3 CF,




retro-Diels-Alder-Alder

La réaction est une rétrocycloaddition [4 + 2] thermique. D'après les
régles de Woodward et Hoffmann, la stéréochimie est suprafaciale et on doit
obtenir le ris polyacétylène. On obtient en réalité le trans polyacétylène, ce qui
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indique que la réaction de retro-Diels-Alder est suivie dune isomérisation
thermique conduisant au composé le plus stable.
2.4.3. Détermination de la masse moléculaire moyenne
2.4.3.1. On a : 100 + 25 = 125 j.tmol = 0,125 mmol de liaisons M-C (Ti
polymère + Al-polymère)

On a introduit: 0,2 cm3 de CH3OH, soit: (0,2 x 0,79)132 = 5.103 mol = 5
mmol de CH3OH, c'est-à-dire un excès.

2.4.3.1.2. Activité du méthanol:
5.10-2/102 = 5.io- curie cm-3 = 1,85 10' Bqcm-3soit: 5.10-4/0,79 = 6,3.10-s curie g-1 = 2,34 io Bq g-1
soit: (32 x 5.10-4)10,79 = 2,0.10-2 curie mol-1 = 7,5.108 Bqmol42.4.3.1.3. Le méthanol étant en excès, l'activité molaire du polymère est 7,5.108

Bq.mol-1. On a, d'autre part (données expérimentales) une activité spécifique
(massique) du polymère: 1085.10/G0 Bq.g-1.On en déduit:




M = 7$.10 = 41.SWgnoI'
1085.10

60
2.4.3.2. Effet isotopique cinétique2.4.3.2.1. Considérons, par exemple, les effets isotopiques dus au
remplacement d'un atome d'hydrogène par un atome de deuterium, en chimie
organique. On distingue principalement trois types d'effet, selon la nature dela liaison rompue au cours de l'étape déterminant la vitesse:- effet isotopique primaire: rupture de la liaison C-D

- effet isotopique secondaire a : rupture d'une liaison en a du deutérium;
- effet isotopique secondaire : rupture d'une liaison en 3 du deutérium;

C..--X
D C-D

primaire secondaire . secondaire 3
2.4.3.2.2. Il s'agit ici d'un effet cinétique isotopique primaire. Pour ce typed'effet, kB/kH*> 1 : si les constantes d'incorporation de H et de H* avaient été
égales, l'activité obtenue aurait été plus grande que la valeur effectivementobtenue: la valeur réelle de M est donc inférieure à la valeur calculée.2.4.3.2.3. Il suffit de ne pas mettre le méthanol en excès, mais en quantité
stoechiométrique. Cette quantité peut être déterminée par des essais successifs.La quantité d'hydrogène (tritié ou non) étant alors juste suffisante, il n'y aura
plus en réalité compétition entre H et He.
2.5. PROPRIETES ELECTRIQUES ET ELECTROCHIMIQTJES2.5.1.1.1. La réaction est une réduction ; elle peut être réalisée chimiquementou électrochimiquement. La réaction électrochimique est difficile car le
polymère n'est pas initialement conducteur. Le dopage facilite les choses.
2.5.1.1.2. (CH) + xy Na -, [(Na) (CH)]
décomposable en: (CH) + xy Na - xy Na + (CH)
puis : xy Na + (CH) -e [(NaX3. (CH)]2.5.1.1.3. a. Le naphtalène-sodium est obtenu par action du sodium sur le
naphtalène dans un solvant comme le THF ou le glyme:
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EZ31ZJ + Na ou me OC)
THF

NC

b. (CH) + xy C10H8- -, xy C10H8 + (CHY-)
puis: xy Na + (CHY-) -* [(Na4)y (CHY-)lx

c. L'ion dopant n'est pas ici fourth directement par le réducteur.
2.5.1.2.1. (CH) -, (CHY+)X + xy e

(CH) subit une oxydation.
2.5.1.2.2.

oxydoréduction : (CH) + 112 xy '2 - (CH4) + xy 1
complexation : xy 1 xy 12 -9 xy 13
intercalation : xy 13 (CH) -* [(CH3'4)(Ii)y]x
bilan: (CH) + 3/2 xy 12 -> [(CH)(I3)]

2.5.1.2.3. La substance doit être un oxydant doux. Avec Br2 ou Cl2, il y a risque
d'addition sur la double liaison, ou même de rupture (la réaction de dopage a
cependant pu être réalisée dans des conditions douces).
2.5.1.3. Modifications de structure- cas du silicium : remplacement d'un atome de Si du réseau cristallin
par un atome de nature différente (B, etc...);- cas du polyacétylène : insertion de l'ion dopant à l'intérieur des fibres de
polymère.

Dans le deuxième cas, les énergies mises en jeu sont bien inférieures et
le dopage est réversible.
2.5.1.4.1. La mobilité du soliton est due:- à la très faible énergie mise en jeu par le déplacement;- à l'absence de déplacement de masse.

Du fait qu'il n'y a pas de déplacement de charge il n'y a pas de
conduction électrique.
2.5.1.4.2.




o e

soliton dopé n soliton dopé p
Il y a maintenant déplacement de charge : la conductivité augmente
spectaculairement.2.5.1.4.3. II y a réaction entre H20 et le soliton par une réaction acide-base de
Lewis




HH

e 0e
+ H2O ,

Le soliton est en quelque sorte fixé sur la chaîne.
En milieu très acide, il y a compétition entre HBF4 et le soliton pour la

réaction sur H20. L'équilibre est déplacé vers le soliton "libre")
HR
0e




"HBF4 t, +H30 +3F4
2.5.2. Electrochimie



BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS ill

2.5.2.1.1. TIIF : il doit être fraîchement distillé sur Na ou CaH2, pour éliminerles peroxydes.
LiCIO4 : les perchlorates alcalins sont explosifs . Si on ne peut éviter de

les utiliser, ils doivent toujours être manipulés en petites quantités. Ils nedoivent être chauffés en aucun cas.
Li : il réagit vivement avec l'eau. Il faut donc travailler en atmosphèreinerte et anhydre.2.5.2.1.2. Les espèces qui assurent le transport du courant sont dans tous lescas les électrons dans les conducteurs (Li métallique et fils) et les ions en

solution (Li et C104). Dans le film de polyacétylène, il s'agit d'électrons et
d'ions C104 se déplaçant dans le même sens dans le cas 1 et d'électrons et
d'ions Li se déplaçant inverse dans le cas 2, comme l'indiquent les deux
schémas ci-dessous




rH (C )x Li

't C Lr ICas 1 et -I
C104- <--

-4-

Anode (CH) -, (CH') + xy e -
Cathode Li + e- - Li

(C Li
Cas 2 4e- (i± te

tLr CIO

Anode Li -, Lï + e
Cathode (CH) + xy e -* (CH)2.5.2.2.1. H suffit de mesurer la charge ayant traversé le circuit.

2.5.2.2.2. AV = 3,15 - 1,81 = 1,34V AE = 1,34 eV = 2,1.1019J
= hc/AE = 9.107mOn peut donc utiliser la spectrométrie électronique dans le proche infra rouge.2.5.2.3. Si l'on place les deux électrodes en court-circuit, il se produit la réactionde dopage direct par oxydoréduction:

(CH) + xy Li -* [(Li) (CH)]2.5.2.4. Accumulateur
2.5.2.4.1. Si on utilise deux électrodes en polyacétylène, la réaction de charge del'accumulateur est

(CH) + (CH) -, (CHY) + (CH)
La réaction de décharge est la réaction inverse.
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Ces réactions n'impliquent pas de transformations importantes des électrodes
(en particulier pas de dissolution) ce qui permet d'espérer une durée de vie
importante. De plus, ces électrodes sont beaucoup plus légères que les
électrodes classiques.
2.5.2.4.2. (CH) + xy Li' + xy e- -* [(Li) (CH)]

(CH) + xy C104 -, [(ClO4 (CH)] + xy e-
2.5.3. Electrocatalyse
2.5.3.1. (CH) -, (CH). + xy e-

xy(114 02 + H3O + e- - 3/2 H20)
Bilan: (CH) + xy/4 02 + xy HBF4 -, [(CHXBFi)I + xy/2 1120
2.5.3.2. La réaction:

2Pb + 02 + 4H304 - 2Pb2 + 6H20
est possible thermodynamiquement (pratiquement totale), mais très lente.

En revanche, les deux réactions
(CH) + xy/4 02 + xy H30' -* (C}P'1, + 3/2 xy H20

et (CH) + xy/2 Pb -(CH)X + xy/2 Pb2
sont non seulement possibles thermodynamiquement mais aussi favorisées
cinétiquement. On a bien catalyse électrochimique.

TROISIEME PARTIE

STRUCTURE ELECTRONIQUE ET CONDUCT1VITE 1-3,8-12

3.1. BANDES D'ENERGIE DANS UNE CHAINE
3.1.1.1. Les niveaux d'énergie ej sont calculés à partir de la formule de Huckel:

N = 1 : e = a (5=0);
N = 2 : ei = a + ; e = Œ - 3;
N =3 : ei = a + 3'12 ; e = a ; e3 = a - f3'12;
N = 4 : ei= a + 1,61813; e = a + 0,61813; e = a - 0,61813; ej = a - 1,61813;
N = 5 : ei = a + M3; e2 = a + 13; e = a; e = a - 3 ; e = a - 13'13

Le diagramme d'énergie est le suivant:

N= 1

3.1.1.2. Une bande d'énergie est l'ensemble des niveaux d'énergie lorsque N
tend vers l'infini. La largeur de la bande est: W = 413.
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3.1.1.3. 000000000.0.0.0 -N
"o o"o o"o"

o""o 00-00
0.0 0.-0 000000000000000 1-N/2

00 oo"" 00-00000 0000 00000




000000000000000
N- Z 3 4 5

3.1.1.4. L'orbitale cl comporte j - 1 noeuds.
3.1.2.1. et 3.1.2.2.




Niveau supérieur-M antiliant

Largeurde 1. band-ià la distance r




Niveau Bande14s
inférieurliant

wcupee

ro ro
La conduction est rendue possible par le recouvrement des bandes de

valence (ns) et de conduction (np) pour r = r0.
Dans le cas du calcium, il s'agit des bandes 42 et 4p° avec recouvrement

de la bande pleine 42 et de la bande vide 4p°
3.2.1. Pour Npair, on aN+ i niveaux, de j =Oàj =±N12;

pour N impair, on a N niveaux, dej = O àj = ±(N - 1)12;
c'est suffisant (on a même un niveau compté deux fois dans le cas N pair).

I H I.>
e= etJ J p Pi p

<O I CD> = 1 (normalisation) => e = < c; H c;>
Les seuls termes non nuls sont du type

<HI;>(=a) ; <xIHIx1>(=l3) et

e = a + PIC* c(p+l)j + CJC(p.l)j = a + 213cos
Le moyen graphique est le "cercle de Frost" qui consiste à inscrire un

polygone régulier de N côtés dans un cercle de rayon 213 et de centre a, en
plaçant un sommet en bas du cercle les niveaux d'énergie sont alors donnés
par les ordonnées des sommets des polygones.

::a:r' 1<2>1 o

3.2.2. ka = 2jxJN ej = a + 2flcoska
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N-litPour N pair, k varie de O a ± it/a pour N impair de O à ± -.N a
3.2.3.1. k varie de - it/a à + iria.

k
-it/a O tu)a

En réalité, le diagramme étant symétrique, on peut se limiter à
l'intervalle [O, + it/a 1.
3.2.3.2.




k=O(j=O) = c=-±_pJ v/'. p
k = it/a (j = O) c = _L exp[ iit(p-l)] = L (1)P

"i
pJJ

(k = it/a) = (1)P, x
fp P

On retrouve les résultats de la question 3.1.1.3.
3.2.3.3. Le calcul a déjà été effectué en 3.2.1.

e(k) = a + 23coska
e(k=O) = a + 213
e(k it/a) = a - 213

3.2.4. Niveau de Fermi
3.2.4.1.




O électron 1 électron 2 électrons

3.2.4.2. 0 électron kF= O 1 électron kF = irl2a ; 2 électrons kF = it/a.
3.2.5. Densité d'états
3.2.5.1. Nombre fini de niveaux d'énergie : n(e) est la dégénerescence, c'est à
dire le nombre d'états d'énergie e.

Nombre infini de niveaux d'énergie : soit dv le nombre d'états d'énergie
comprise entre e et e + de ; par définition de n(e) : dv = n(e) de.

Remarque les deux définitions ne correspondent pas en réalité à la
même grandeur ; en particulier, n(e) n'a pas dans les deux cas la même
dimension.
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3.2.5.2.




Oa eJ
3.2.5.3.

e




O électron 1 électron 2 électrons
3.2.6.1.

1j = cI = ; avec c =
IN exP[2i7Ç2]

3.2.6.2.'!' = c0+
c20e<W 'I'> = c2<t IHk > + c2 <D IHIO > + cc <1 Hk1 >1 1 1 2 2 2 12 1 2
<D > = <1 = a

<cI1IHk2> = N [expi!-' + e:pi] = 2cos
Le déterminant séculaire s'écrit alors (cf.1.2.2.)

2cos Ica

2I3cosâ' n-e = O

3.2.6.3. L'équation séculaire: [a - e J 2 = E 2[3 cos (ka'/2) ]2 admet pour racines:
ej(k) = a + 2 JI cos (ka'/2) et e2(k) = a - 2 3 cos (ka'/2)On a bien un "repliement" de la courbe à une valeur de k correspondentmaintenant 2 orbitales, comme le montre le schéma de l'énoncé.

3.3. DISTORSIONS DANS LES SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS
3.3.1. Distorsions dans un système carré
3.3.1.1. L'énergie est: e = a + 2 3 cos(2,cj/N) = a + 2 3 cos(ir j/2), avecj = là 4.

N-4
o-2p

'y3

3.3.1.2. Pour une orbitale moléculaire donnée, formée par le recouvrement
d'orbitales atomiques, si on éloigne les unes des autres les orbitales atomiquesen interaction antiliante et qu'on rapproche les orbitales atomiques en
interaction liantes, on stabilise l'orbitale moléculaire à l'inverse, on la
déstabilise si on éloigne les orbitales en interaction liante et que l'on rapproche
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les orbitales en interaction antiliante. Par déformation du système carré, on a
levée de dégénérescence des orbitales 'P2 et 'P3




w3

'I'2 '1'3




>LII1

V2 L// IF2

Dans les deux cas, le schéma d'occupation des niveaux d'énergie montre
que la distorsion corrrespond à une stabilisation du système c'est l'effet Jahn
Teller.




'P4

'P2 'P3
-

..LL 'P1 'Pi

Système carré Système distordu

3.3.2.1.
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Les deux orbitales ont la même énergie.

e'

k
I(/)

-

3.3.2.2. Comme en 3.3.1.2., la distorsion abaisse l'énergie de l'orbitale
moléculaire si elle éloigne les orbitales atomiques antiliantes et rapproche les
orbitales atomiques liantes et vice-versa.
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3.3.2.3. L'énergie ej(k) est abaissée: de façon analogue à ce qui a été vu en
3.3.1.2., la distorsion stabilise la structure si la bande est à moitié rempliec'est la distorsion de Peierls.
3.3.2.4.




système fini Système quasi -infini
distorsion de Jahn-Teller d~istorsion de Peierls

3.3.2.5. La distorsion de Peierls fait apparaître une bande interdite le sytèmeunidimensionnel devient isolant. On peut le rendre semi-conducteur par
dopage.
3.3.3. Application au cas du polyacétylène

L'application au polyacétylène peut être envisagée comme suit, dans le
cadre de la théorie des bandes introduite plus haut (le corrigé est
volontairement détaillé mais il est bien évident que l'on ne demandait aux
candidats que des considérations qualitatives).La figure rappelle les différentes formes du polyacétylène trans-transoïdealternée (lA) et régulière trans (lB) , cis-transoïde (1C) , régulière cis (1D),
trans-cisoïde (lE).

lA .....'....

lB

Les N orbitales de la chaine t-t peuvent être engendrées par combinaison
linéaire des N/2 orbitales 7s et N12 orbitales 5oe (N/2), représentées ci-dessous
avec les conventions de l'énoncé. Les orbitales D à ON/2 sont issues de la
combinaison des orbitales ('l la plus stable, ON/2 la plus antiliante) tandis
que les orbitales 1l+N/2 à N sont construites à partir des orbitales 75* (CDl+N/2
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la moins antiliante et N la plus antiliante). Les orbitales 1N/2 et cDI+N/2 sont
dégénérées dans la structure régulière lB, eu égard à la symétrie de
translation. Cela conduit à une bande à demi remplie et aux propriétés de
conduction.

Lorsque la structure évolue vers lA, l'orbitale 'N/2 est stabilisée par les
interactions liantes dans les unités CC, qui augmentent au détriment des
interactions antiliantes entre les unités. C'est l'inverse pour l'orbitale cbl+N/2,
qui est déstabilisée. Il s'ouvre ainsi une bande interdite, d'où les propriétés de
semiconduction.

4-1.N12 110-

4'S/I
2(0)
4to «.........'"'

Orbitales moléculaires du polyacélylène trans régulier le Orbitale, le BlocIt poor le polyaceléno trees régulier 15construits, è partir de la combinaison d'orbitales ,,, etn%, (au centre de la zone, k-0 et enbordure de zone b-n/a')

La structure électronique peut également être décrite à l'aide des
orbitales de bande obtenues à partir des deux orbitales de Bloch 4>1 et 4>2,
représentées ci-dessus (figure de gauche), au centre (k=O) et à la limite de la
zone de Brillouin (k=>t/a'). a' est le paramètre de maille le long de la chaîne.
Dans ces conditions, les orbitales tIe1 et tI'N sont les orbitales de bande obtenues
par combinaison, en phase et en opposition de phase, des orbitales de Bloch 4
et 4>2 pour k=O, tandis que les orbitales (TIN/2 et cII+N/2 sont les orbitales de bande
obtenues par combinaison en phase et en opposition de phase des orbitales de
Bloch $1 et 4)2 pour k=it/a'.
Le calcul des différentes énergies des orbitales de bande pour des valeurs de k
intermédiaires entre O et It/a', conduit au schéma ci-dessous pour la forme
trans régulière lB (schéma de gauche), et pour la forme t-t (schéma de droite).
Il y a levée de dégenerescence avec apparition d'une bande interdite à la limite
de zone pour k=It/a'.
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E:
N/2 1CDN N/2

N/2 E(k) CDN12

-k-e- nia' o -k-- nia'
Si l'on examine maintenant le cas des autres formes, cis-transoïde c-t

(schéma 1C) et trans-cisoïde t-c (schéma lE), et la forme régulière cis
correspondante (schéma 1D), on peut faire la même analyse, en construisant
comme précédemment les orbitales de bande 'PI à '1N (au centre de la zone
(k=O) et en limite de zone (k=it/a")) à partir des orbitales moléculaires it de la
maille élémentaire. Les schémas ci-dessous illustrent les orbitales utiles à
notre démonstration. Ainsi, à k=O, TN/2 (Ou `FN) est la combinaison la moins
stable des O.M. it - (ou it*) tandis que '1+N/2 (ou 'P1) est la combinaison la plus
stable des 0M. 7t'.,. (Ou ,t*+). De même, à k=it/a", 'Vi (ou 'P'1+N/2 ) est la
combinaison la moins stable des O.M. it4. (ou it*+) tandis que 'P'N/2 (ou'P'N) est
la combinaison la plus stable des 0M. it - (ou it*).
Le diagramme donnant les énergies de bande de la forme régulière 1D est
illustré ci-dessous. On remarque
(i) un double repliement, correspondant à la présence de quatre orbitales it
dans la maille élémentaire
(ii) un nouveau paramètre de maille a"
(iii) une bande interdite entre les orbitales de bande 'I'N/2 et 'P1+N/2 à k=O.
Ce dernier phénomène résulte des interactions à travers l'espace entre les
atomes 2 et 1' ou 4 et 3', liantes dans 'PN/2 (k=O) et antiliantes dans 'P1+N/2 (k=O).
La dégénerescence à k=it/a" des niveaux de 'P1 et de 'f'N12 et des niveaux de
'P1+N/2 et de 'FN s'explique par les propriétés de symétrie de la chaine (axe de
rotation hélicoïdal d'ordre 2).

N/2
"fiji2
?'

Orbitales de bande 'P1 à 'P1 (k=O) Orbitales de bande 'V'I à 'Y'N (k=it/a")
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E(k) +N/2
-

UN/2NO

I
+ nO -k-+ n/a'




_4f. n

L'évolution de la largeur des bandes interdites dans le trans et dans le cis
polyacétylène en fonction de la formation des doubles liaisons est résumée dans
les deux schémas ci-dessous.




Cia Trans

W1.N'\1//
1.N>\

1C 1D lE IA 1B1A
Evolution de la bande interdite en fonction de

de la formation des liaisons C=C
Sur le schéma de gauche, la forme régulière cis 1D comporte une bande

interdite (trait pointillé). L'évolution vers la forme cis-transoïde c-t, 1C,
stabilise l'orbitale 'FN/2 et la structure correspondante. L'évolution vers la
forme trans-cisoïde t-c,1E, après croisement des niveaux 'N/2 et 'P1N/2 est
possible sans être spontanée car il faut déformer la structure régulière pour
parvenir à la dégénerescence des niveaux "N/2 et 'F 1,N/2. La forme cis-
transoïde c-t est un peu plus stable que la forme trans-cisoïde t-c.

Le schéma de droite, est relatif au trans-polyacétylène, avec les deux
formes trans-transoïde lA de part et d'autre de la forme régulière lB. La bande
interdite est plus large pour 1C que pour lA et moins large pour lE que pourlA.




Le dopage de la forme t-t du polyacétylène correspond à une addition
d'électrons à la bande de conduction (processus de réduction, dopage n), ou au
départ d'électrons de la bande de valence (processus d'oxydation, dopage p). Les
deux possibilités sont illustrées ci-dessous, avec le cas très improbable d'un état
ferromagnétique avec occupation de tous les niveaux de la bande d'énergie pardes électrons à spin parallèle quand la répulsion coulombienne sur un site est
importante. De fait, le polyacétylène, l'éthylène ou le benzène ne sont pas
ferromagnétiques.




lED

lB JA lA dopé Ferro
p n
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3.3.4 Généralisation en chimie organique et inorganique.
L'approche précédente s'applique aussi bien en chimie inorganique

qu'en chimie organique. Elle est utilisable pour des polymères conjugués
comme le polyacétylène, comme pour des empilements moléculaires du type
TTF / TCNQ (conducteur unidimensionnel organique) ou organominéraux du
type (TMTSF)2X (premiers supraconducteurs organiques où X est un anion
inorganique et TMTSF le tétraméthyltétraselenofulvalène) . Dans ce cas, on
envisage les recouvrements S le long des empilements moléculaires, qui sont
uniformes (empilement régulier conduisant à un matériau conducteur quand
la bande est partiellement vacante), ou irréguliers (formation de dimères,
trimères, tétramères, avec apparition de gaps dans la bande de valence et
transition de Peierls conducteur --> semiconducteur).

En chimie inorganique 7, la même approche peut être appliquée aux
composés à valence mixte 8, aux porphyrines ou aux phtalocyanines
métalliques partiellement oxydées 9 ou à des composés du type KCP,
K2Pt(CN)4Bro,3 10 Dans ce dernier cas, par exemple, dans K2Pt"(CN)4 la bande
d22 est pleine, la distance Pt-Pt est longue > 3A, le composé est isolant.
L'oxydation partielle du matériau par le brome aboutit au KCP : la bande dz2
est partiellement vide, le platine est formellement à l'état II et 1V, les niveaux
antiliants sont partiellement dépeuplés, les distances Pt-Pt sont plus courtes et
le matériau est conducteur. A basse température, la distorsion de Peierls
conduit à un semiconducteur.
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Agrégation
OPTION: CHIMIE

Épreuve : C

Première Partie. FORMATION 0E CYCLOSUTANES ET
0E CYCLES PONTES

1,1.1. Interactions entre orbitales
moléculaires n analysées par la méthode des
perturbations.

On peut choisir les coefficients c., et c' I O. Si les deux 0M x etml ni n' sont de même symétrie, c et o' sont tous deux de même signe, etn nip nqc o' = c o' > O. Le terme d'interaction P n'est donc pas nul etnip nq mi ni
l'interaction entraine un changement dans l'énergie des orbitales et 4

Si les orbitales n'ont pas la même symétrie, o et c' sont de signesnip nq
opposés et 0m1 Ç1 + cep Oq

= O. Il n'y a pas de changement d'énergie
pour les 0M.
1 , 1. 2 , . La stabilisation d'une orbitale est égale à la déstabilisation
de l'autre d'une quantité + PIM + ( P )2- mn - mn

- 5(o)
avec P = 2.c.1c., pour des orbitales de même :ymétriemmn mini
SI l'occupation des 0M et 4 est complète, l'énergie m du système en
interaction est
2(E1°> - P ) + 2 (() + p > = 4 E(0)ni ma ni mn m
si les orbitales sont dégénérées, et

2g>- (p )2 +2 + (P >2 =ni mn n mn ni n
(o)_ E (o)

n ni n ni
si les orbitales ne sont pas dégénérées.

Dans les deux cas, cette énergie est la même que celle du système sans
interaction. Dans les trois autres possibilités d'occupation (1,2 ou 3
électrons) 1m plus basse énergie possible pour le système des électrons
décrits par les orbitales en interaction est inférieure à celle des
électrons dans les orbitales isolées.
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1.2. Dimérisation de l'éthylène
1 . 2. 1 . A priori, les interactions à considérer sont celles de

x1 avec x et 4 et celles de x2 avec et 4 . Les seules interactions
efficaces se font entre les orbitales de même symétrie par rapport au plan
P1 donc entre entre les orbitales dégénérées x1 et Xj <symétriques par
rapport è P1 et d'énergie a + fi) et entre les orbitales dégénérées et 4
(antisymétriques par rapport à P1 et d'énergie a - fi)

1 2 . 2 " Energie des orbitales en interaction
a + fi ± 2.(l/j)(l/() fi' = s + fi + fi' pour les orbitales provenant de

l'interaction de x1 et xj
a - fi + 2.(1/r2)(l/j) fi' = a - fi + J3' pour les orbitales provenant de

l'interaction de x2 et
1 2. 3. Schéma d'occupation des orbitales du système en interaction

(figure 1)
1 .2.4 Remplissage des orbitales pour l'interaction entre une

molécule excités et une molécule dans son état fondamental (figure 2)

a-13-fi'
a-fi 2 X2 a-13 X2

.a-13+13




X'I
a+ z'

X1 a+fi :' X1 j I
41 a+13+fi'

Ethylene (1) Ethylene (2)
Ethylene (I) Ethylene (2)

FIGURE I FIGURE 2

Energie de stabilisation m pour la dimérisation thermique
E = 4(a + fi) - 2(a + $ + fi') -2(a + fi - fi') = O
Energie de stabilisation s pour la dimérisation photochimique
E 13(a + fi) + (a - fi)) - 2(a + fi + fi') - (a + fi - fi') - (a - fi + fi')

= -2fi' > O
Avec la convention choisie pour définir l'énergie de stabilisation E5 une
énergie positive correspond à un système en interaction plus stable que
celui des molécules isolées. Les interactions s sont stabilisantes pour la
diaérisation photochimique, niais non pour la dimérisation thermique.
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1.3. Cyc1oiddition du type de Diels-Alder
1 " 3 " 1 " Les orbitales moléculaires du butadiène (dans la

conformation s-ci et de l'éthylène ont, par rapport au plan P1 " les
symétries suivantes, pour la réaction thermique (figure 3) et la réaction
photochimique (figure 4)

X4 A A"

- .............

It s X s
Butadiène Ethylène Butadiène Ethylene

Réaction thermique Réaction photochimique
FIGURE 3

FIGURE 4

Les interactions entre orbitales pleines, ou les interactions entre
orbitales de symétries différentes, n'apportent aucune stabilisation; seules
sont à considérer

1 . 3 . 1 " 1 " les interactions entre x2 et x et entre et 4
pour la réaction par voie thermique.

1 " 3 . 1 " 2. les interactions entre x2 et 4 et entre x3 et 4 , pour
la réaction par voie photochimique.

C'est la molécule de butadiène qui est le plus facilement excitée car
les niveaux d'énergie de la plus haute orbitale moléculaire occupée et de la
plus basse vacante sont plus proches que dans l'éthylène. L'absorption de
lumière se fait donc pour une longueur d'onde plus proche du visible.

Les interactions entre les orbitales et entrainent une
so4ificéttos des niveaux d'uerie, male pas de stabilisation nette,
puisqu'ils mont tous deux occupés. On ne représentera pas ces modifications
de niveaux sur les schémas suivants.
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1.3.2
REACTION THERMIQUE Interactions stabilisantes (figure 5)

a-1,618j3 X4 A a-B-0,446B'
a_0,618B_0,4462, z' a-

a-0,618D X3

a±0,618B X2
a+0,6180 +0,4469'2/?3' s+B

a + 1,618 B X J, s + a + II + 0,446 B'2, B
Butadiène Ethylène

Réaction thermique
Fi r.1 TRI: Ç

La stabilisation s provient uniquement des électrons de et 4
Dans le cas d'une interaction entre orbitales non-dégénérées, la
stabilisation s est




2 2 2(P ) (2,c .c )
E = E° - (2) = mn = ml ni
s m m - E> E'°> - E(0)

D'où : - stabilisation pour un électron de x2
(2*0,707*0,1501)2 ,2 = -0,446
(s 0,618 B) B

- stabilisation pour un électron de 4
(2*0,707*0,601)2 B2 = - 0,446 P' 2

(a - 0.618 B) - (a + B) B
Energie de stabilisation pour la réaction thermique
E = -4x0,446B'2 _-1,784

B B
P'2
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REACTION PHOTOCHIMIQUE Interactions stabilisantes (figure 6)

a-1,6183 Xi A s-3-0,446
a-0,6183-O,4463'3p s-3

a-0,6183 X3

a±0,6183 X2
s±0,6183+0,4463'2ij' s+3

a+1,6183 X U + I s+3+O.4463'i3
Butadiène Ethylene

Réaction photochimique
FIGURE 6

La stabilisation it provient uniquement des électrons de et 4
D'où - stabilisation pour un électron de - 0,446 312/3

- stabilisation pour un électron de 4 - 0,446 $12/3
- déstabilisation pour un électron de

- (2*0,707*0,601)2 32 = 0,446 $12
(s-0,6183) -(s+$) $

Ensrgie de stabilisation 't pour la réaction photochimique
les trois électrons de et 4 sont stabilisée, celui de est
déstabilisé

E = 3 z 0,446 - 0,446 $12 = - 0,892 !i! > o
$ $ 3

La réaction thermique est donc favorisée
1 " 3. 3 " La substitution électropbile produit un abaissement des

orbitales de l'éthylène (figure 7).

a-1,61813 X4




A -n-13
n-0,6183 X3 5'N,

s-3+53

s+0.6183 X2______ AANN
n3'

x' s13+83n+1.6183 X1
Butadiene Ethylene

Réaction thermique

FIGURE 7
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2On suppose que le terme de perturbation cet le même que dans le

cas de l'éthylène, où il vaut P = Il/J2- 0,601 . 2) $"2 = 0,722
Energie d'interaction entre et 40,722 $12

(a - 0,618 $) - (s + $ + 6$)
Energie d'interaction entre et 4 0,722 $12

(e - $ + 6$) - (e + 0,618 $)
Energie de stabilisation E = 2*0, 722 $121 1 t 1

L-l,el8 $ - 6$ -1,616 $ t 60
et avec un développement limité au second ordre
E=-0892$'2 1 t 1

$ 1+ 6 1- 6
1,618 1,618

E = 0,892 !! 12 t 262 1 > 1,784 $12 valeur pourl'éthylène
$ t. -1, 6-18-Z non substitué.

L'énergie de stabilisation étant plus grande pour l'éthylène substitué, la
réaction de Diels-Alder est plus facile qu'avec l'éthylène non substitué. Ce
résultat est connu sous le nom de Règle d'Allier

1,4. Dimérisation du cyclopentadiene
1 . 4 . 1 . Les interactions stabilisantes ont lieu entre la plus haute

orbitale moléculaire occupée de l'un des cyclopentadiénes et la plus basse
vacante de l'autre, donc entre et 4 et entre et 4 , selon les
schèmes de la figure 8. (seules les interactions entre et 4 ont été
représentées. On arrive & la même conclusion en considérant les deux autres
interactions)

1 . 4 , 2. On voit sur les schémas que les interactions secondaires qui
existent, dans l'état de transition endo, entre et 04 et entre 03 et

sont stabilisantes.

Ces interactions n'existent pas dans l'état de transition exo, qui est
donc moins favorisé. En général, on observe donc une prédominance de
l'isomère endo.
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QX3

Qv




3

04

Etht de transition exo Etet de transition endo
Interactions principales

c' Interactions secondaires

FIGURE 8

Deuxième Partie. UNE METHODE DE RETRECISSEMENT
DE CYCLES g LA REACTION DE FAVORSKII
2.1. Préparation de la cyclohexanone marquée

A partir des réactifs indiqués, une suite de réactions possibles est la
suivante (figure 9) double substitution nucléophile du 1,5-dibrolnopentane
par l'ion cyanure, hydrolyse acido-catalysée du bis-nitrile estérification
du diacide par le diazométhane, cyclisation de Dieckmann du diester par
l'hydrure de sodium, hydrolyse et décarboxylation du -céto-ester cyclique.

OEr r ŒN




2) H




CR2N2
OOCH3

Nn 1
(D,eckmnn)

O

[




c 41or

OH]

cÇOCH,

FIGURE 9
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2.2, Mécanisme de la réaction de Favorskjj
2. 2. 1 . b Réduction de Meerwein-Pondorf-Verley
Mécanisme transfert d'un ion hydrure et réaction d'échange (figure

10). L'équilibre est déplacé en faveur du 2-chlorocyclohexanol par
distillation de l'acétone formée

O,so-F,'




OISO-Pr
AI- Oso-Pr -o Al (0150-Pr 13

o) "to ,,Al +

cltc
3

C H3 {

FIGURE la

2.2.2. Masse solaire de C6H110C1 = 134,5 g
73,3/134,5 = 0,545 mole de 3. masse molaire de l'époxydo de cyclohexène
C6}I100 98g. Rendement apparent 20,4 x 100/(98 x 0,545) = 38,2 L

En fait, seul le produit trans peut donner l'époxyde, la réaction
faisant intervenir la participation du groupa hydroxyle voisin (sous forme
d'ion alcoolate) (figure 11)

0H

db




FIGURE II

11 y a donc seulement 55% du mélange qui peuvent réagir; d'où un rendement
réel 38,2/0,55 = 69.5 %.

2.2.3. Marquage de la chlorocyclohexanone 6 (figure 12>. Dans
l'époxyde 4, les deux carbones du cycle époxyde sont équivalents. Une
dégradation isolant l'un d'eux donnerait donc, statistiquement, une molécule
contenant 50 % de la radioactivité initiale. L'ouverture de l'époxyde par
Bd ne détruit pas cette Iquivalence puisque la probabilité de rupture de
chaque liaison C-0 est la même
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50% 50% 50%
2 3 4 5 5

FIGURE 12

2 " 2. 4 " 1 " t structure de l'acide azothydrique (figure 13)

S® - Œ) e
H-O-NeNI .-. H-NNNI

FIGURE IS

2.2.4.2, Mécanisme de is dégradation de Schmidt dun acide SCOUR
(figure 14) t formation d'un szide par addition acido-catalysée d'acide
azothydrique é l'acide; le départ de diazote de l'amide induit un
réarrangement en isocyanate, qui est hydrolysé en acide carbamique
N-substitué, spontanément décarboxylable. Dans cette dernière étape, l'amine
se retrouve sous forme de sel d'ammonium, en raison de l'excès d'acide
utilisé. Cette dégradation permet d'isoler l'atome de carbone du groupe
carboxyle de l'acide de départ (généralement sous forme de carbonate de
baryum)




p®
(N_

N=NI IN-Nme NI
o_-Ci __-?me NIR-C-OH - e-C-s ® II 1J UH

OH® O H
JH 20

R-NH t CO - R__NH_CLO_H --- R-NC0 + N22 2
OH(-Il

H2004
®H

FIGURE 14

2. 2 , 4 Les deux molécules de CO2 proviennent des deux atomes
de carbone du cycle époxyde de 4. Chacun portait statistiquement 50 7. de la
radioactivité qui se retrouve entièrement dans CO2 , La diamine
1 0 contient les quatre autres atomes de carbone de 4 et ne contient donc
aucune radioactivité.

2 , 2 . S " 1 , t Mécanisme de la dégradation de la cyclopentanone 2
lére étape t formation d'une lactame (figure 15) t
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+ H H
Hoio HCM1

aH N2
13

FIGURE 15

2ème étape hydrolyse de le jactas par chauffage en milieu acide, et
dégradation de Schmidt de l'amino-acide formé 4 (figure 16)

1)__HH2oI
H I

(5lH2
Echmidt, + CO2

13 14 is
FIGURE 16

2 " 2 " S " 2 " Comme la cétone 2 contenait 48 % de la radioactivité
initiale, et que 24% se trouve dans 15, le reste (24%) est dans CO2
(issu du carbone du carbonyle de 12) provenant de la dernière dégradation
de Schmidt. Les deux atomes de carbone qui portent une fonction amine dans
1 5 sont équivalents et proviennent des deux atomes équivalents situés en n
et n' du groupe carbonyle de 12. Chacun porte donc statistiquement la
moitié de la radioactivité de la molécule correspondante. D'où la
répartition (figure 17)




054g 249 0 249

I2%_ç-J%.7
i2%

I2%JjH
I2%cl9°"

12%
'.-c::y.:2

+ 02
12% 2% 12%

12 13 14 IS
FIGURE 17

2.2.6. Mécanisme de la réaction de Favorskii
Comme dans toute étude de mécanisme, il faut éliminer, parmi les

mécanismes a priori plausibles, ceux qui sont incompatibles avec un ou
plusieurs résultats expérimentaux.

Le mécanisme A fait intervenir un époxy-éther la réaction 2 montre
que dans les conditions de la réaction de Pavorskii, ces époxy-éthers
donnent des hydroxy-acétals, sans réarrangement en esters, ce qui exclut ce
mécanisme dans tous les cas.
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Les mécanismes B et D sont exclus car, dans les deux cas, l'étape
cinétiquement déterminante (&» formation du carbène pour le mécanisme B,
formation du carbocation pour le mécanisme D) eat un processus
unimaléculaire, incompatible avec une cinétique du second ordre comme celle
de la réaction 4.

En outre, le mécanisme B exige la présence d'un hydrogène sur l'atome
de carbone qui porte l'halogène; il est donc incompatible avec le résultat
de la réaction 3.

Le mécanisme E fait intervenir une cyclopropanone comma intermédiaire.
Dane la réaction 1 cet intermédiaire est le même quelle que soit la cétone
de départ, ce qui explique la formation d'un seul produit qui provient de
celle des deux ouverture de la cyclopropanone qui donne l'anion le plus
stable (stabilisé par délocalisation avec le noyau phényle) (figure lB).

c6H5-cH2-c-CH2--Cl C6H5cCH2cl

OH O
NI(OH

C6H1CHCH3-C 00H
CeHÊCCI

H ±CH2 c6H5_c±cH3
H

_
/

C H -CH--C-CH ' C H -CH CH
I II 65(1CI ICI

FIGURE 18
Ce résultat eat incompatible avec le mécanisme C qui doit donner deux

produits différents pour la réaction 1, alors que le second n'est pas
observé (figure 19)




0 0(9
11 .. II ('tC H-CH - C- CH- CI C6H5-CH3-C-C6 5 H3- CI

HOG
0H C6Hj-CH3-CH3-C 00H

4 0 o C6HCH-C 00H
'-II 'a,- I

C6H5_-CH--C-CH3---- CeHa_CC)-CH3
C H3

CI Hoe (CI 0H

FIGURE 19
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Le mécanisme E parait donc le plus probable

S'il n'y a pas d'atome d'hydrogène en a', le mécanisme E ne peut pas
opérer. Seul le mécanisme C reste possible. Il en est de même si, pour une
raison quelconque, le carbanion qui proviendrait de l'arrachement du proton
en a' ne peut se former, c'est à dire si la cétone n'est pas énolisable vers
le carbone e'.

2.2.7. Interprétation du marquage isotopique
La 2-chlorocyclohexanone se réarrange par le mécanisme E : la

répartition isotopique est compatible avec ce mécanisme et non avec le
mécanisme C, pour lequel toute la radioactivité de 2 doit se trouver dans
le dioxyde de carbone provenant de la double dégradation de Schmidt.
Mécanisme E (figure 20) 50%50% 50% oN o,o Are

25%-, C 25%2,5111 Y 12,5%5OAONO
50% 25%
6 1

50%50%




25% O./OHo




25% HOO /H C 25%2,5% 12,5%
2.5% 12,5% 12,5% 12.5%

25% 251 (exp.2411
NH2 NHCo2

12,
00H

J212,5% 12.5%12,5% total 25% (exp. 24%I
FIGURE 20

Mécanisme C (figure 21)




50%50% AflOG 55% 0 0 ISO-Are0-,so-AreO ' /

CI
50% 50%6

55% 50%50% 50%
NH2 ' NH2 f




+ CO2
)jH2

C02
UOOH_6

15(0%) (4 1 2



134 BULLETIN DE L'UNION DESPHYSICIENS

2.3.1. Réaction de Favorskii de
dibromocétones

Dans les deux cas examinés, l'ouverture de la cyclopropanone
intermédiaire aboutit à un carbanion qui possède un atome de brome sur un
carbone adjacent. Dans les deux cas, la stabilisation du carbanion se fait
par élimination de cet atome de brome et non par capture d'un proton. C'est
donc la position du deuxième atome de brome qui fixe la position de la
double liaison finale, conjuguée dans la réaction A, non conjuguée dans la
réaction B.
Réaction A (figure 22)

cîi-
VH

Q1eOCH3

l'
Br

COOCH3

O

ClIcil --OCH3

FIGURE 22

Réaction B figure 23)

Br Il ~ Br C ®OCH
8C H~,

H Br




OCH3

cii
00CH3

cII.

FIGURE 23

2.3.2. Stéréochimie de la réaction B
Dans la réaction B, la molecule de départ présente un équilibre

conformationnel. Les deux conforméres peuvent donner stéréospécifiqueinent
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une cyclopropanone qui a la même configuration dans les deux cas, mais qui
présente elle aussi un équilibre conformationnel. Seul le conformére dont le
brome est axial peut réagir dans une élimination de type E2 lors de
l'ouverture de la cyclopropanone, la liaison rompue est alors dans une
disposition quasi antipériplanaire par rapport è la liaison C-Br, ce qui est
la disposition stéréoélectronique favorable è une élimination de type E3.
(figure 24).




CH3_.. O

B




Br 0

CH
2c*

°




Br (E)CH

~~Z

2

CH O




eCH3O

OCH

Fi -ce)
éIirnirtion "anti'* impossible , CH3O

FIGURE 24
C 000 H3

Troisième Partie : SYNTHESE DU TWISTANE

3 1 " Les produits A et B proviennent des deux possibilités de
cycloaddition. On appellera A le produit d'addition endoet B le produit
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d'addition exode la réaction de Ejels-Alder. La formation du produit
d'addition endo eat favorisée

3 " 2 Reduction des esters en alcools (figure 25)

C H20 H
Cu OH H

C D
FIGURE 25

3 3 Estérification des alcools en mésylates (figure 2b>

4 4
CH20-S02CH3 H

E F
FIGURE 26

3 4 Substitution des sylates par des groupes nitrile.
3,4. (figure 27)




4c,
CN

CHjCH u
G H

FIGURE 27

3 " 4 2 La réaction, qui est une double substitution sur des mésylates
d'alcools primaires, est donc de type SN2. Elle est favorisée par un solvant
dipolaire aprotique comma le DXF.

3 " 4 " 3 RaI peut catalyser la réaction en faisant une substitution de
OMs par I, suivie d'une substitution de I par CR, I est meilleur
nucléophile que CR, et meilleur groupe partant que J(sQ
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3 " 5 " . Hydrolyse des nitriles en acides (figure 28)

4. 4
C

CH2C0OH U
I FIGURE 28

3.5.2. Mécanisme de l'hydrolyse basique d'un nitrile (figure 29)

/1- H CH2 CH2 CH HOG
)R-CN R-CiH R-C-FI-l2

H-(




HO
HC,H2O o IRCOOU- RCOO NU3- RCOOU R--NI-l2

FIGURE 29

Donc sur G (figure 30)

4-CN NH 42 2 2 CH2COCHG o

FIGURE 30

3 , 6 " 1 . K provient de I , qui a la même stéréochimie, par une
réaction d' lodo-lactonisation.

I est transforme en anion carboxylate par la soude. 1+ s'additionne sur la
double liaison par la face exo, avec participation de l'anion carboxylate
par la face endo (addition concertée anti) (figure 31). Le produit K
neutre, passe dans la phase éthérée.
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",c H2

FIGURE 31

3.6.2. Dans le deuxième constituant, provenant de J, l'anion
carboxylate ne peut pas participer à l'attaque de la double liaison par
l'iode et l'acide reste, sous torse d'anion, dans la phase aqueuse.

3.7, Réaction d'hydrogénolyse de la liaison C-I de K, donnant la lactose
L, réduite ensuite en diol 11 (figure 32)

H2 OH 12
L IOH
FIGURE 32

3 et. 3,8.3. Structures de N et O (figure 33)

-




',-
-A. 0A.OH CH-CH5OSO2CH3 CHiCHOSO2CH3

N O
FIGURE 33

3 . 8 . 2 " Le monoinésylate le plus facilement formé, car le moins
encombré, est celui de l'alcool primaire.
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3 9. Synthèse de la twistsnone P
3. 9. (figure 34)




etnon

7C H A~ ,,,C H2C H2 C e2
O-SO2CH3 01Sa2CH3

O>H2C

FIGURE 34

3 9 " 2 Le sésylate O a des atomes d'hydrogène acides, en cc et a'
du carbonyle. Nais celui qui est en tête de pont ne peut pas être arraché
car cela reviendrait é introduire une double liaison en tête de pont, ce qui
eat Impossible avec des cycles de cette taille (règle de Bredt). L'anion as
a du carbonyle attaque le mésylate dans une substitution 5N2' favorisée par
l'emploi du lIMP, solvant dipolaire aprotique.

3 . 10. Synthèse du twistane réduction du carbonyle de P par la réaction
du Wolff-Kishner (figure 35)
La première étape est la formation d'une hydrazona, catalysée par un acide
faible comme l'acide acétique, afin de ne pas protonar toutes les molécules
d' hydrazine.
La deuxième étape, qui comporte des déprotonationa de l'hydrazona, exige un
milieu basique fort (KOHl.
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H2F4- &~W2
H
1M H2N

KOH

H2NN
KOIl




NN *

FIGURE 35

Quatrième Partie SYNTHESE DU CUBANE
4.1. Synthèse de l'acide cubane-dicarboxylique
17




4 " 1 . 1 . Les protons les plus acides de 1 9
sont situés en s et s' du C=O et sont les plus facilement
enlevés par la base lors de l'élimination de HBr. La
formation de 22 (et donc aussi de son dliire) correspondrait à
l'arrachement du proton , beaucoup moins acide.

o
H




)Çal .I)Ç
H" Br

\ /rHH
l9

FIGURE 36

4.1 .2. D'après les résultats de la première partie, on attend une
dirisation ends. Mais ici les deux doubles liaisons ne sont pas
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équivalentes et les deux extrémités de chaque liaison ne sont pas non plus
équivalentes; d'où les trois autres possibilités (figure 37)

4

Her




FIGURE 37

4.1.3.
4,1 .3.2. Par rapport à la position "normale" d'un groupe carbonyle

l7l5 cm) les fréquences des vibrations sont plus élevées (d'environ
30 cm ) si le groupa carbonyle est dans un cyclopentane, et également plus
élevées <d'environ 35 cin- s'il y a un brome en position 'a du carbonyle,
avec une liaison C-Br située approximativement dans ce plan; c'est le cas
ici, où on observe la conjonction des deux effets. Le dédoublement de cette
bande correspond aux deux vibrations antisymétrique et symétrique de
l'ensemble des deux groupes carbonyles

4 " 1 " 3. 1 . et 4 " 1 " 3 " 3 " Les deux doubles liaisons éthyléniques
de 21 sont géométriquement bien placées pour donner une réaction de

o/
o




cH 00
H3oocH3

à

Or

CH30 0 C 'H3 CH30Or Or

C 830"
C830 e- FIGURE 38
2 1'

cycloadditlon 2 $ 2 mais la structure 24 qui en résulte présente de fortes
tensions, qui sont diminuées si les carbones sp2 deviennent des carbones sp
d'où la formation facile du bis-acétal 23. (Remarque l'irradiation de
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21 en l'absence de méthanol/HC1, ne donne pas 24, ce qui suggère qu'il y
a d'abord formation du bis-acétal 21 , qui cubit ensuite la photo
cycloaddition pour donner 23) (figure 38)

Le passage de 23 à 24 est une hydrolyse classique d'acétal (figure
39)




+ 2CH309

FIGURE 39

4 1 4 1 Si la réaction passe par le mécanisme E, il se forme des
cyclopropanones intermédiaires, ce qui conduit à un mélange d'acides
cubane-dicarboxyliques provenant des diverses possibilités d'ouverture de
ces cyclopropanones (figure 40)




c00HHOOC

24OH

o
00

H 00CHO0c O O H

H 00c"~FIGURE40

Au contraire, dans le mécanisme C, le groupement carboxyle est
spécifiquement rattaché au même atome de carbone que celui qui portait
l'atome de brome, ce qui conduit au produit unique 1 7 (figure 4*)
C'est donc ce mécanisme qui est suivi ici.
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H
O H

FIGURE 41

4. 1 .4. 2. Malgré la présence d'en atome d'hydrogène en e' du groupe
carbonyle, le réaction ne suit pee le mécanisme E en raison de
l'impossibilité de formation du carbanion en tète de pont (règle de Eredt,
voir question 3.9.2.).

4,2,Synthèse de l'acide cubane-dicarboxylique 18
4 . 2 . 1 . Le réaction photochimique de cycloaddition dans I 'hypothèse

où elle se fait de façon concertée, c'est-à-dire si l'état excité n'est pas
un état triplet, sera influencée par lee interactions entre lee 0M
incomplètement remplies les plus proches; il faut donc considérer les
interactions entre et 4 , et entre et 4 (figure 4t)

XI fl It r1
Réaction photochimique

FIGURE 42

Ces interactions sont favorables pour une cycloaddition euprafaciale
euprafaciale, avec lee deux orientations relatives possibles des groupements
carbonyle (figure 43. On a représenté seulement lee interactions entre

et 4) lee conclusions seraient lee mêmes pour lee interactions entre
et 4
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fi

cTI




Favomble
x,




X,2

Favomble

ble
,




FIGURE 43

4.2.2. Formation du bis-éthylènecétal 29.
4 " 2 " 2. 1 . La disparition des bandes des groupements carbonyle dans

le spectre infra-rouge du melange réactionnel montre la transformation
complète de ces groupements en éthylène-cétals. En revanche, le test à la
2,4-dinitrophénylbydrazine ne donnerait rien car ce réactif opère en milieu
acide (pH 4) où un éthylène-cétal est alors complètement hydrolysé

4 .2. 2.2. Mécanisme de formation de l'éthylène-cétal sur l'un des
groupements C=O (figure 44):

{LCH2-2H[

H®" ®Ii O

H
HCV2

FIGURE 44
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4 2 3. La bromuration directe conduirait à la cétone 28 qui, en
milieu basique pourrait donner la réaction de Pavorskli, ou encore une
réaction de fragmentation (figure 45), en concurrence avec la réaction
d'élimination recherchée

H -H




ˆ:H0 OH ¬)o 0F-1
2 8




FIGURE 45

4 2 " 4 Le réarrangement de 32 " par la voie b conduit
exclusivement à 35 . Par contre, par la voie a, on obtiendrait 33 dont
la dimérisation donnerait (en se limitant aux produits de structure endo) un
mélange d'isomères provenant des diverses possibilités de cycloaddition,
pour les mêmes raisons que dans la question 4.1.2.) (figure 4)
Le produit 35 étant unique, c'est la voie b qui est suivie.

à(-.
3 3'

4




4eo

FIGURE 46

4 " 2 " 5 Structure de 37(figure 47)




36

FIGURE 47



146 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

4.2.6. Acide cubane-dicarboxylique 18
4,2,6, 1 . Elements de symétrie de 38

Groupe C2: un axe C2 et deux plans P1 (contenant les
groupements esters), et P2 (perpendiculaire au précédent) (figure 48)

CH300C




COOCH

FIGURE 48




-27-
4. 2,6,2,. Dans 38, ii y a 12 protons

Les 6 H des groupements méthyle sont équivalents et doivent donc donner un
pic unique : c'est le pic fin à 3,70 ppm.
Les 6 H du cubans sont répartis en 3 groupes, chacun formé de deux H
équivalents, et ayant des couplages différents avec ceux des autres
groupes : d'où l'existence d'un massif complexe entre 4,62 et 3,85 ppm.

4,3, Synthèse du cubane 16,
4 , : Structure de 39. Par action de SOC12 , le diacide 18 est

transformé en dichlorurs d'acide qui, par réaction avec l'hydroperoxyde de
tsrtiobutyle, donne le dipersster 39 (figure 49)




CR3

CH3- Do-cc,"'

O

1 il




FIGURE 49
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4,3.2. Décomposition du perester 39
4 " 3 " 2, 1 . c'est l'hydrogène tertiaire du groupement iso-propyle du

cumène qui est le plus facilement arraché, car la rupture homolytique de
cette liaison C-H conduit à un radical tertiaire et benzylique beaucoup plus
stable que celui qui proviendrait du depart d'un H d'un groupement méthyle.

4 . 3 " 2 " 2 " Mécanisme (figure 50; on a représenté la décomposition
d'un perester quelconque RCIJOOt-Bu))

La décomposition thermique de 39 entrains la rupture de la liaison
centrale Q-O, la plus faible, et la formation de deux radicaux RCOO et
t-Bu0. Le premier perd facilement une molécule de dioxyde de carbone et
donne le radical R, qui peut
- soit arracher un atome d'hydrogène au cuDéne une telle réaction, se
produisant deux fois dans le cas du perester 39, conduit au cubans.
- soit se recosbiner avec t-Bu0 (voir 4.3.2.3)

R-c--o-o--c(cH3)3 -e 3_ÇiÇ" +Ço-c(cH3)3 - 4 I

CO2 +




+
CH3 C.3




R-H
cH3 cH3




J

FIGURE50

4.3,2,3. Le produit 41 peut provenir de la recombinaison du
radical t-Bu0 avec le radical provenant de la décarboxylatiom il s'agit
donc de 41 (ou 41 " si cette recombinaison se produit pour les deux
groupements peresten (figure 51)

CH3 CH,

CH,
CH2 ~OU

cH,JffO_tH3
41 CH, ir

FIGURES!
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4 " 3 " 2. 4. Le cuène est utilisé dans la préparation industrielle du
phénol et de Pacétone.
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Agrégation
(Concours Interne)

OPTION: PHYSIQUE
Épreuve : Commune

1.2. Préparation d'une séance de travaux dirigés

1.1. Le principe fondamental de la dynamique en projection sur u9
s'écrit

m 1 d20/dt = -mg sin O

l'équation différentielle s'écrit

d20/dt2 + (gil) sin 9 = O

1.2.1. La variation d'énergie cinétique d'un point matériel entre deux
instants quelconques est égale, dans un référentiel galiléen au travail de
la somme des forces appliquées au point matériel pendant l'intervalle
de temps considéré.

Les seules forces qui travaillent dans l'exercice sont les forces de
pesanteur de résultante P = mg qui dérivent d'une énergie potentielle
W.




L'axe vertical étant orienté vers le bas on écrit: W = -mgz + cte
car mg = - grad W.

1.2.2. W = -mgz + cte = -mgi cosø + cte. La vitesse V du point
matériel galiléen s'écrit




V= 1 (dO/dt) u9

Le théorème de l'énergie cinétique s'écrit

(m 12/2) (dO/dt)2 - mg, cosO = cte
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1.3. En dérivant par rapport au temps, on retrouve l'équation
m 1 (doldt) (d20 /dt2 + gil sinø) = O

Si dO/dt est différent de zéro, on retrouve l'équation de la première
question.

Rq. Si d0/dt est identiquement nul, cela implique O = cte et le
système est donc en équilibre. Mais la valeur de O dans cette position
ne peut, elle, être donnée par ce théorème. Il y a en fait équivalence
entre le principe fondamental de la dynamique d'une part, et le
théorème de l'énergie cinétique et la donnée des positions d'équilibre
d'autre part.

1.4.1. L'équation différentielle devient: d20/dt2 + (g/l)O = O

La solution de cette équation en tenant compte des conditions
initiales s'écrit




0(t) = 80 cos w0t avec 0) = (g/I)1"2

1.4.2. La période T0 du mouvement est To= 2n(11g)

1.5. En O = O, le module de la vitesse vaut

V = = 00 (g.l)"2 = 00

II

2.1. La tension du fil est remplacée parla réaction de la sphère, ces 2
forces vérifient les mêmes équations différentielles. La période des
petites oscillations s'écrit T0 = 2it (Rig)112.

2.2.1. Le principe fondamental de la dynamique en projection sur
l'axe u0 en supposant l'angle O petit s'écrit:

m R d20/dt2 = -j.t R dO/dt - mg O

2.2.2. On pose = g/R et X = p1(2mw0)

d20/dt2 + 21%dO/dt + (O 0=0
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(00 a la dimension d'une pulsation (radis) et X n'a pas de dimension.

2.2.3. Au régime critique X = I donc = 2mo0.

2.2.4. En tenant compte des valeurs initiales et des différentes valeurs
de ji, on en déduit

* < , le régime est sinusoïdal amorti (figure I):

0(t) = exp (-?,œ0t) 00 (cos ù)t + X sin wt)avec w = w, (1 - X2)"2

e u




r




.Ç)V t.)dI%4
-

L

Figure 1 Figure 2

* = le régime est apériodique critique (figure 2):

0(t) = 00 (1 + Xw0t) exp (-Xo0t)

* > le régime est apériodique (figure 2):

0(t) = OØ/2
[[1

+
]exP (w.t(_2

+ X2 - i
)+
[1W= 1 j

exP
(wo.t

2.3.1. La force F s'écrit F = -ji R (dO/dt - d'Fidt) U

2.3.2. L'équation différentielle d'écrit:

m R d20/dt2 = -t R (dO/dt - d'F/dt) - mg O

2.3.3. En utilisant les notations de l'énoncé on écrit:

d29/dt2 + 2Xoo dO/dt+ co0 = 2XœofPo cost = 2ALOO'Po sin (t + (it/2)).
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2.4.1. Le régime transitoire en exponentielle décroissante s'atténuera,
il ne restera plus au bout d'un temps suffisamment long que le régime
permanent de la forme : 0(t) = °l sin (Qt -q»

2.4.2. La méthode complexe permet de résoudre ce type d'équation:
22

1 2 22 tg(p-2Q
.4j O)0-Q

O
'Yl+

2?cooQ

Figure 3 Figure 4

2.4.3. Voir figure 3 et figure 4.

Lorsque tend vers zéro, tg q tend vers moins l'infini donc q tend
vers -it/2.

Lorsque = o o tgç = O donc q = O ou it.

Lorsque tend vers l'infini tgq tend vers l'infini donc p tend vers

:1




Figure 5
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2.4.4.Voir figure 5.

Lorsque Q vaut zéro, est nul.

Lorsque Q = 0' 01 = "0

Lorsque Q tend vers l'infini, 00 tend vers zéro.

Questions de travaux dirigés
1.2.2.1. A poser à la suite de la question 1.4.2.

La période T0 du mouvement est indépendante de l'amplitude
lorsque celle-ci est faible, on dit que les oscillations sont isochrones.

1.2.2.2. A poser à la suite de la question 1.2.2. et 2.2.4.

Quand le point matériel n'est soumis qu'à son poids, qui dérive
d'une énergie potentielle, et la tension du fil qui ne travaille pas,
l'énergie mécanique Em de ce point reste constante : elle est en ce sens
conservative.

Quand le point matériel est de plus soumis à une force de frottemnt
de puissance négative -t v, on aura:

dEm / dt=-j.tv2

L'énergie mécanique du point matériel diminuera et sera dissipée
en chaleur par frottements : elle est alors non conservative. Mais on
pourra toujours affirmer que l'énergie initiale aura été entièrement
dissipée en chaleur, autre forme d'énergie. Il n'y aura pas eu, au total,
création d'énergie dans l'univers.

1.2.2.3. A poser à la fin de la partie I.

L'énergie potentielle W de pesanteur du point matériel est en
prenant W(1) = O:

W = mgl(1 - cosø) (mgi 02 cos2 w0 t)/2.

Sa valeur moyenne au cours du temps est < w> = mgi 0/4.
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L'énergie cinétique du point matériel est

E = (ml2 co2 0 sin2 Co 0t)/2 = (mgi 0 sin2 w0t)/2.

Sa valeur moyenne au cours du temps est < E > = mgl 02/4.

On vérifie Em = E + W = mgl 902/2 = cte.

Il y a moyenne équipartition entre les deux formes d'énergie
potentielle et cinétique




= <W>= E/2.

1.2.2.4. A poser à la suite de la question 1.4.1. en comparant les 2
équations différentielles.

L'équation différentielle en sinO laisse apparaître que le mouve
ment sera périodique c'est-à-dire que V t, 0(t + T) = 0(t). Si de plus on
assimile sinG à 0, la résolution conduit à une solution sinusoidale
c'est-à-dire O de la forme A sin (Cot + (p), le mouvement sera dit
oscillatoire harmonique

1.2.2.5. A poser à la suite de la question 1.2.2.

Variation d'énergie potentielle du ressort : Wressort = K(l - l)2/2.
(avec W = O quand 1 = b)

Travail du poids : tpolds = mg (I - b) = k (I - l)2 en tenant compte
de l'équation de l'équilibre.

La conservation de l'énergie se justifie en tenant compte du travail
des forces dissipatives intérieures au ressort Tdissi car la transformation
est irréversible Wressort = tpoids + tdissi d'où tdjssj = (1 - 10)2/2.

1.2.2.6. A poser à la suite de la question 2.2.1.

La loi de force F = -j.tv décrit bien aux faibles vitesses la résistance
à l'avancement au sein d'un fluide. Pour des vitesses plus importantes,
la loi est différente (loi par exemple en y2).

Les lois du frottement solide sont modélisées par les lois de
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Coulomb qui conduisent à une résistance proportionnelle à la réaction
normale du support.

L'hypothèse faite dans le problème semble donc très arbitraire.

1.2.2.7. A poser à la suite de la question 2.2.3.

L'oscillateur harmonique est caractérisé par sa pulsation propre %
et le paramètre X.

On définit une grandeur sans dimension Q appelée facteur de qua
lité:

Q = w/(2Xœ) = 1/2X = (km)"24t (cf. Lœ0/R du circuitRLC).

Un oscillateur de fort facteur de qualité est un oscillateur faible
ment amorti.

Pour un oscillateur faiblement amorti on peut définir à partir de
considérations énergétiques.

Le mouvement apériodique critique est caractérisé par un facteur
de qualité Q = 1/2.

1.2.2.8. A poser à la suite de la question 2.2.4.

T = 2i/œ avec = 2 (1 - X2).

La quantité est appelé décrément logarithmique:
= (1/n) In (x(t)/x(t + nT)) = X w0 T

Cette quantité permet de déterminer Q.

1.2.2.9. A poser avant la question 2.4.1.

L'équation différentielle du mouvement est de la forme:

d2 9/dt2 + 2XÛ)0 dO/dt + (O O = 2X0)0 Çl 'q'0 sin (Qt + it/2)

Toute solution d'une équation différentielle de ce type est de la
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forme e(t) = 00(t) + 01(t).

00(t) est une solution de l'équation homogène qui correspond au
régime libre et tend vers zéro quand t tend vers l'infini.

01(t) est une solution particulière de l'équation complète et est
imposée par l'excitation.

On appelle régime transitoire la portion de l'évolution de 0(t) pour
laquelle il faut prendre en compte l'expression complète de 0(t), 0 0(t)
n'étant pas encore négligeable.

Après la fin du régime transitoire on peut confondre 0(t) avec
01(t) : le régime est forcé ou permanent.

1.2.2.10 A poser à la suite de la question 2.4.2.

Résonance d'élongation:
Le phénomène de résonance d'élongation n'existe que si Q> 2_I2.

La pulsation de résonance ù)r est toujours inférieure à la pulsation
propre (00 et tend vers o lorsque Q » 1.

Pour des pulsations très faibles, l'élongation correspond à l'élon
gation de l'excitateur.

La réponse et l'excitation sont en phase aux basses fréquences, en
opposition de phase à fréquences élevées et en quadrature pour la
fréquence propre w

Résonance de vitesse

Le phénomène de résonance de vitesse a toujours lieu pour la
fréquence propre (00.

Pour les pulsations très faibles, la vitesse est nulle.

La réponse en vitesse et l'excitation sont en phase à la résonance.

1.2.2.11. A poser à la suite des questions 2.2.1. et 2.3.3.

A l'instant t la puissance P dissipée sous forme de chaleur par la
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force de frottement fluide -.t y a pour valeur:

p = tv2

Pour le régime libre de l'oscillateur amorti

-P dt = d (m R2 (dO/dt)2/2 + mg 02/2) = dEm

Cette relation traduit la conservation de l'énergie. L'énergie de
l'oscillateur est une fonction décroissante du temps.

Pour le régime forcé

P = h R2 £22 9 cos2(Qt - (p)

On en déduit la valeur moyenne temporelle de cette puis
sance <P> = i R2 f2 2 92/2

On vérifie que cette valeur correspond à la valeur moyenne de la
puisssance f.v fournie par la «force » excitatrice de valeur algébrique f
= j.t R Q 'Vo cos Qt.

<f.v.> = (t R2 Q29 iji cosq»/2 = t R Q2 0/2.

1.3. Choix d'exercices.

1.3.1.

Exercice I Armortisseur d'une voiture. Amortisseur critique.
H. LUMBROSO.

Exercice suivant le cours sur les oscillations amorties qui peut être
repris à la suite des oscillations forcées en soumettant la roue à
différentes inégalités de la route.

Il s'agit d'un exercice provenant d'une situation concrète courante
qui ne présente aucune difficulté particulière si l'on applique méthodi
quement le cours.

Il peut être utilisé pour permettre de revoir le cours à la maison.
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Exercice II Mécanique.
J. BOUTIGNY.

Exercice suivant le cours sur le potentiel harmonique.

Il s'agit d'un exercice de renforcement sur la partie oscillateur spatial.

On insiste sur l'analyse systématique des différentes trajectoires
parabole, ellipse, cercle, hyperbole, droite.

Il peut être utilisé en exercice de travaux dirigés mais aussi (si les
étudiants ont du «temps de libre ») en recherche à la maison.

Exercie III Horloge à balancier.

M. BERTIN, J.P. FAROUX, J. RENAULT.

Exercice suivant le cours sur l'oscillateur amorti et en particulier
sur le paragraphe énergie dissipée. Il s'agit alors d'un exercice qui
permet d'utiliser les formules du cours dans le cas d'un oscillateur
faiblement amorti.

On peut également l'utiliser comme exercice de préparation à ce
cours car il permet alors de «dégrossir » un type de calcul qui sera
systématisé dans le cours.

De toute façon, on insistera sur les notions d'énergie dissipée, de
décrément logarithmique, de facteur de qualité et sur les approxima
tions faites.

Exercice IV Modèle de JJ. Thomson. Oscillateur spatial.

H. GIE, J.P. SARMANT.

Exercice de révision qui permet d'aborder l'histoire des sciences
(culture générale). Les difficultés et remarques sont données dans le
corrigé du manuel : distinction entre mouvement de l'oscillateur spatial
et mouvement newtonien.

Cet exercice peut être également utilisé dans le cours pour étudier
l'oscillateur spatial.
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Exercice V Modèle de molécule diatomique.

H. GIE, J.P. SARMANT.

Exercice de révision en fin de cours sur les oscillateurs qui permet
une liaison entre diverses parties du cours r électricité, optique,
mécanique).

On peut insister plus particulièrement sur l'approximation parabo
lique du puits de potentiel.

Exercice VI Modèle du phénomène de dilatation thermique.

H. GIE J.P. SARMANT.

Exercice de révision et d'approndissement pour étudiants de bon
niveau qui peut être utilisé dès la fin du cours sur les oscillateurs libres.

1.3.2.

Il n'y a pas de raison déterminante de rejeter tel ou tel exercice
dans une progression (sauf s'il comporte des erreurs dans le contenu).
Il est utile de placer les étudiants dans des situations diverses.

1.3.3.

De nombreux autres exercices doivent être proposés aux étudiants.

Exercices préparatoires simples
* Masse accrochée à un ressort, sans frottement et avec frottement,
avec des conditions initiales ne comportant pas de zéro.
* Pendule de torsion (vu dans le secondaire).
* Composition de vibrations simples.

Exercices mettant en situation l'analogie électromécanique
* Circuits (L, C) et (R, L, C) alimentés par des générateurs de tension
mais aussi par des générateurs de courants.
* Masse accrochée à 2 ressorts de plusieurs manières différentes:
comparaison avec les groupements de condensateurs.
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Exercices situant l'oscillateur dans un référentiel non galiléen
* Pendule élastique dans un ascenseur.
* Pendule simple dans un train.
* Sismographe.

Exercices faisant intervenir les frottements solides (préparation au
cours de Maths Spé) :

* Comparaison des oscillations amorties par frottement solide et par
frottement visqueux.

Exercices étudiant les équilibres et leur stabilité.

Exercices précisant la distinction entre résonance d'élongation et
la résonance de vitesse.

Exercices sur l'énergie de l'oscillateur.

1.3.4. Modèle de molécule diatomique.

Voir corrigé du manuel.

2. CONCEPTION D'EXERCICES DESTINÉS AUX INTERROGATIONS
(«COLLES»)

2.1. Première situation

Étude de l'exercice

On se limitera à 3 types d'étude avec des conditions initiales
suffisamment simples pour pouvoir terminer les calculs

1! Conditions de contact du point matériel avec la sphère.
2/ Conditions d'obtention d'un mouvement plan.
3/ Quelques mouvements particuliers.
Le point matériel de masse m est soumis à son poids P = - mg u

et lorsqu'il est en contact avec la sphère à la réaction du support
F = N Ur.
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Soit V le vecteur vitesse du point en contact avec la sphère par
rapport au référentiel galiléen. Dans la base (Ur, 110, u), ce vecteur
s'écrit




V =Rde/dt + R sin O dp/dt

Dans cette même base le principe fondamental s'écrit:

-mR (dO/dt)2 - mR sin20 (dq/dt)2 = N - mg cosO (sur Ur)

R (d20/dt2 - R sine cosO (dsp/dt)2 = g sine (sur 110)

2 cose (thp/dt) (dO/dt) + sinO (d2sp/dt2) = O (sur u)

La dernière équation peut s'écrire : (dp/dt) sin20 = cte en supposant
e différent de O ou de it.

On note d'un indice o les conditions initiales : 0, (dO/dt)0
(dp/dt)0.

Le théorème de l'énergie s'écrit en prenant l'origine de l'énergie
potentielle au point le plus bas de la sphère (z = -R)

(m/2) (R2.(de/dt)2 + R2.sin2O.(thp/dt)2) + mgR (1 + cosO) =

(m/2) (R2.(de/dt) + R2.sin2e0.(dç/dt) + mgR (1 + cos8&

Conditions de contact

1/ Lorsque le point matériel est à l'extérieur de la sphère la
condition de contact avec cette sphère s'écrit

N>0

Le décollement aura lieu pour N = O et sera suivi d'une chute libre.
(Voir plus loin **)

Pendant le contact, le principe fondamental de la dynamique en
projection sur et le théorème de l'énergie permettent de déterminer N.
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Lorsque N = O, on obtient la condition de décollement.

En supposant que la bille reste dans un plan p = cte, l'écriture de
ces équations se simplifie

Principe fondamental en projection sur u r:

-mR (dO/dt)2 = N - mg cosO

Théorème de l'énergie:
R (de/dt)2/2 + g cosO = R (dO/dt)0 2/2 + g cosO0

On en déduit la valeur de N:

N = mg (3 cosO -2 cosø0) - mR (d8/dt)

et l'angle limite Ohm:

cosOlim = ((R(dO/dt)/g) + 2 cosO0)/3

Supposons de plus ue O = O et que (dO/dt)0 est suffisamment
petit pour que R(dO/dt)0 soit négligeable devant 2g alors:

CO5Olim = 2/3 0lim 48

** Lorsque la bille décolle dans les conditions précédentes, elle
possède une vitesse angulaire de norme whim telle que:

lim = g cosOiim/R = 2g/3R

Elle tombera dans le plan xOz (plan p = cte) : O étant le centre de
la sphère, Oz l'axe vertical ascendant et Ox l'axe horizontal.

Les conditions initiales sont:

x0 = R 9lim =51/2 R/3 z0 = R cosOlim = 2R/3

(dx/dt)0 = +Ro1 cosOljm = (2/3) (2gR/3"2

(dz/dt)0 = -R 0lim sinOlim = -(1/3) (lOgR/3)1"2
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On en déduit les équations horaires:
x = (dx/dt)0 t + x0 z = -g t2/2 + (dz/dt)0 t + z0

et la trajectoire:

z = -(27/16R) (x - 51"2R/3)2 -(5 "2/2)(x -5 + 2 R/3

2/ Lorsque le point matériel à l'intérieur de la sphère la condition de
contact s'écrit




N<O

Reprenons l'expression de N lorsque le point se déplace dans un
plan p = cte:

N = mg (3 cosø - 2 cos - mR (dO/dt)0
2

Premier exemple
Le point tournera à l'intérieur de la sphère dans un plan p = cte si:

R (dO/dt)02 + 2g cos90 > 3g

Il faut donc par exemple lancer le point matériel à partir du point
le plus élevé de la sphère avec une vitesse angulaire:

(dO/dt)0 > (g/R)112

Deuxième exemple

Le point oscillera à l'intérieur de la sphère dans un plan
= cte si peut s'annuler, avec N<O. Le principe fondamental

permet de conclure alors à cosOˆO.

Le théorème de l'énergie donne l'expression que doivent vérifier
les conditions initiales




cosO0 + R(d9/dt)/2g ˆ O

Conditions d'obtention d'un mouvement plan

Les calculs précédents sont simples car le mouvement considéré est
plan.
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On étudie maintenant les conditions nécessaires pour obtenir de tels
mouvements dans un plan p = cte ou dans un plan e = ce.

Le principe fondamental en projection sur s'écrit

(d(p/dt) sin2O = (&p/dt)0 sin2O0

On ignore les cas particuliers 0 = it (immobilité) et O = O (chute
libre selon la verticale descendante).

Plans ( = ce.

On constate que si (d(p/dt) = O alors (d(p/dt) = O

Le mouvment dans un plan q = cte est obtenu si (dp/dt)0 = O.

Plans O = cte.

Lorsque le mouvement est dans le plan O = e = ce on en déduit
que la dérivée (d(p/dt) est constante:

p= coot + en notantque o = (dp/dt)0

Dans ces conditions le principe fondamental de la dynamique en
projection sur u. s'écrit:

R cosø0 (dcp/dt)2 = -g

On en déduit la condition pour que le mouvement soit dans un plan
o = 0




(dp/dt)0 = = (-g/(R cos00))1"2

La condition de contact N <O se traduit dans ce cas par
it/2 < 0 < it.

Quelques mouvements particuliers

Premier exemple: mouvement oscillatoire dans un plan p = ce.
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Les conditions initiales permettant un tel mouvement sont données
par les équations

(dç/dt)0 = O et cos80 + R (dO/dt)0 2/2g <O

L'équation du mouvement est: R (d2 9/dt2) = g sinø

Lorsque O reste voisin de it, on écrit ø = it -a ce qui permet de
trouver l'équation d'un mouvement oscillatoire de pulsation propre
(g/R)"2




d2a/dt2 + (g/R) a = O

Deuxième exemple : mouvement oscillant au voisinage d'un
plan O = 00 = ce.

On rappelle que 8 est compris entre it/2 et it.

Choisissons les conditions initiales suivantes : 8, (dO/dt)0 = O, p0
et (thp/dt)0 = (-g/(R cos 80)) 1/2

Le point ainsi lancé décrit un cercle de rayon R sin80 à la vitesse
angulaire w = (dqVdt)0.

Supposons maintenant que le point soit lancé avec les conditions
initiales suivantes repérées par la notation 00:

000=00+a0 avec oc,« 00

(dO/dt)00 = O

(p00 = 'p0

(d(p/dt)00 = (d(p/dt)0 = 0)0

Posons O = o + a avec a « O o et d(p/dt = + d3 /dt
avec d3/dt « w o"

En développant au premier ordre les équations de la dynamique en
projection sur 118 et sur u, on trouve:

d2a/dt2 + a co sin2O0 -2 (d13/dt)w0 sinO0 cos80 = 0O



166 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

d/dt = 2 w cotgø0 (a0 - a) après intégration.

On en déduit l'équation différentielle

d2a/dt2 + o a (1 + 3 cos290) = 4 w2o a0 cos2O0

La solution de cette équation compte tenu des conditions initiales
et en posant Q = w (1 + 3 cos280)2 s'écrit

4a0cos200 a0 sin2 9
+ cosQt

1+3cos290 1+3cos200

ÉNONCÉ PROPOSÉ

Un point matériel de masse m soumis au champ de pesanteur
d'intensité g se déplace sans frottement dans une sphère creuse fixe de
rayon R.

Pour les applications numériques on prendra : m = 10g,
R = 1m, g = lOm/s2.

1/ Lorsqu'il y a contact entre le point et la sphère, écrire dans la base
Ur, U9, uç,:

al les équations de la dynamique

b/ la théorème de l'énergie.

2/ Le point est lancé avec les conditions initiales suivantes
= ir/2, (dq/dt)0 =0, 00= 3it/4, (dp/dt)0 = 2 rad/s

Écrire l'équation différentielle du mouvement en O et décrire le
mouvement.

3/ Le point est lancé 00 = 3it/4 avec une vitesse angulaire (dp/dt)0 = w0
telle que le point reste dans le plan O.

a/ Determiner w0.

bi En réalité le lancement a lieu avec cette vitesse angulaire w0
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mais sous un angle

e0+a0=3/4 +3/100 rad

En posant O = e o + a et (thp/dt) = w o + (df/dt) et en supposant
que le point reste au voisinage du plan e0 écrire l'équation différentielle
en a et décrire le mouvement.

SOLUTION

1/ Voir l'étude générale.

2/ cosO0 + R (dO/dt)0 /2g = -0,5.

Le point m oscille dans le plan p = cte avec de grandes amplitudes.

3/ a. w0=3,76rad/s.

b. Q=5,95rad/s;a=0,6.l02(4+cost).

2.2. Deuxième situation

Etude de l'exercice

Notons h la distance entre les 2 supports, l la longueur à vide du
ressort, 1e la longueur du ressort à l'équilibre, 1(t) la longueur du ressort
à chaque instant.

Appelons u le vecteur unitaire porté par la verticale descendante,
les forces agissant sur la masse m sont

* le poids mg u1
* la force de rappel du ressort -k.(I(t) -le) U1
* la force électrostatique (-q.q'/( 4it0 (h - 1(t))2) U

A l'équilibre la résultante des forces est nulle et 1(t) =

_kle + k10 + mg = qq'/4ite0(h - l) équation(1)
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Étudions graphiquement cette équation en représentant
y1(1)=-kl+k10+mg ety2(1)=qq'/4ltE(h-l)2

Premier cas qq O

al Le ressort est à spires jointives : h ˆ 'e

Il existe une position d'équilibre donnée par l'équation (1) si

mg> qq'/41tE0(h - j)2

Dans le cas contraire, le ressort garde sa longueur à vide l.

/11/4

L Io




Figure 1

Cette position d'équilibre correspond à une longueur le telle que:
lo<l<l0+mg/k. (figure 1).

Cette position d'équilibre est stable car on constate que
* lors d'une augmentation de longueur du ressort, la force

répulsive électrostatique est supérieure à la force de rappel qui ramène
donc la masse m à sa position d'équilibre.

* Lors d'une diminution de longueur du ressort, la force répulsive
électrostatique est cette fois-ci inférieure à la force de rappel qui ramène
la masse m à sa position d'équilibre.
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bi Le ressort est à spires non jointives.

On se donne la longueur 'mini du ressort: 'mini ˆ 1 et h ˆ l ˆ 'mini

Il existe une position d'équilibre donnée par l'équation (1) si:

_klmini + k10 + mg> qq'/4ite0(h - lmini)2

Dans le cas contraire, le ressort garde sa longueur minimale 'mini'

Cette position d'équilibre correspond à une longueur 'e telle que
'mini < 1e < 10 + mg/k.(figure 2).




'Iyt it, k k

Figure 2 Figure 3

Comme précédemment cette position d'équilibre est stable.

Deuxième cas qq O

On recherche la position limite correspondant à une seule position
d'équilibre en écrivant l'égalité des pentes des tangentes (figure 3):

k = -qq'/2ite0(h - le)
3

'e = h - (-qq'/2ice0k)1"3
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Cette équation associée à celle de l'équilibre permet de calculer par
exemple la valeur du produit qq' pour cette position d'équilibre

(qq')e = -(161tc0/27k2)(kh - kl0 - mg)'

Si qq' < (qq')e , il n'existe aucune position d'équilibre prove
nant de l'équation (1). La charge q vient au contact de q' et le =h.

Si qq' > (qq')e, il existe 2 positions d'équilibre correspondant
aux longueurs 'e.1 < et 1e2 <

Un raisonnement analogue à celui décrit dans le premier cas permet
d'énoncer que la position correspondant à le, est une position d'équili
bre stable et que celle correspondant à 'e2 est instable.

On peut étudier maintenant les petites oscillations autour de l'une
des positions d'équilibre stable repérée par lei- On appelle z l'élonga
tion supplémentaire du ressort repérée par rapport à la position
d'équilibre. L'équation de la dynamique s'écrit en projection sur

m d2z/dt2 = mg - k(lel + z - 1e - qq'/4ite0(h -- lei - z)

En supposant Z « 'cl et en utilisant l'équation (1) décrivant
l'équilibre on obtient

m d2z/dt2 = -z (k + (qq'/2ire0(h - l

On définit la pulsation propre w des oscillations

w = (k/rn + qq'/2ite0rn(h
-

le l)3)'2

ÉNONCÉ PROPOSÉ

On considère un point matériel de masse m et de charge q accroché
à l'extrémité inférieure d'un ressort à spires jointives, sans masse, de
longueur à vide l, de raideur k, suspendu à un support fixe placé à une
distance h d'un plan horizontal. Sur la même verticale que l'axe du
ressort dans le plan horizontal, on place une charge ponctuelle q' fixe.

1/ Déterminer par une étude graphique suivant le signe des charges
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le nombre de positions d'équilibre de la masse m.

2/ Étudier la stabilité de ces différentes positions.

3/ Déterminer la pulsation w des petites oscillations autour d'une
position d'équilibre stable.

4/ En utilisant les valeurs numériques suivantes, étudier les dif
fé rentes posssibilités d'équilibre:

al q = q' = 1 gC.

bi q = -q' = I gC.

Valeurs communes aux 2 applications numériques

m = 0,lkg;k = 50N/m;h = 0,3m;10 =0,1 m




;

g = lOm/s2;eo = (36 it 109)_I.

SOLUTION

Premier cas

q = q' = 4tC.

On calcule mg = 1 N que l'on compare à

qq'/4ltEo(h - l) 2 = 0,225 N.

La condition permettant de réaliser l'équilibre est vérifiée : il existe
donc une position d'équilibre stable : le = 0,115 m;
w = 23 rad/s ; T = 0,27 s.

Deuxième cas

q = -q' = Il.LC.

On calcul (qq')e : (qq')e = -4,8.10_12 C2 que l'on compare à
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qq' = _10_12 C2. Il existe donc une position d'équilibre stable et une
position d'équilibre instable:

11 = 0,126m;co = 21,6 rad/s; T = 0,29 s.

12 = 0,265 m.

3. UTILISATION DE L'INFORMATIQUE

3.1. Calcul de la période d'un pendule simple

3.1.1. En l'absence de frottements, on écrit la conservation de
l'énergie mécanique:

(m12/2)(dO/dt)2 - mgi cosO = -mgi cosa

Posons o = g/l: (dO/dt)2 = 2o (cosø - cosa).

Posons sin(8/2) = sin( sin(a/2) : 2coo dt = dO/sin(a/2) cosp

La durée de la phase du mouvement définie par
O ˆ O ˆ a avec (dO/dt) =0 est 1/4:

j:d0s22)
- sin2(O/2))2 = T.ù)0/2

Or cos(8/2) dû = 2 sin(a/2) cosq dq et To = 2n/ù)o

T2$2 T2J2
d*p

T0
-

co4
T0 n o 1 - sin2 - sin2(p

3.2.1. Le programme des classes préparatoires exclut que l'on de
mande aux candidats l'algorithme de calcul permettant d'évaluer
l'intégrale. Seuls les résultats sont attendus des candidats.
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a (radians) TIF l+(a 2/16) écart relatif

0,2 1,00251 1,0025 1.1()-5

1,06633 1,0625 4.10-s

1,3 1,11715 1,1056 1.10_2

1,5 1,16197 1,1406 2.10_2
Dans les conditions imposées, l'approximation est valable à 2%

près.

3.2. Réflexion pédagogique : étude expérimentale d'un pendule
pesant.

Cette question constitue la base d'une réflexion pédagogique sur
l'utilisation de l'ordinateur comme outil de laboratoire en Sciences
Physiques. On utilise ici une manipulation largement décrite dans les
documents à destination des enseignants (cf. en particulier documents
CNAM et fascicules édités par l'Union des Physiciens dans le cadre des
journées IG-INRP-UDP).

u 1 .sh.d% lu c.rR,c
_? Qtt

V1%4$A VI.tIttI,
- v ..eo

Figure 1

3.2.1 On utilise par exemple un potentiomètre linéaire dont l'axe est
solidaire avec l'axe de rotation du pendule pesant. La question se limite
au principe du capteur. Il n'est pas demandé d'étude détaillée sur
la réalisation concrète du montage (Type de matériel, réalisation des
conditions imposées).

3.2.2. 0 varie de façon continue de O à 2E. Le nombre n(t) délivré par
l'interface étant codé sur 8 bits en système binaire peut prendre au
maximum 28 = 256 valeurs différentes discrètes: il ne peut y avoir
proportionnalité.
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L'énoncé indique que l'on recherche une courbe «idéale» indépen
damment du matériel utilisé: il n'est donc pas attendu des candidats de
connaissances sur les convertisseurs analogique-numérique mais une
réflexion générale sur la façon d'obtenir, avec un codage sur huit bits,
le pouvoir de résolution le meilleur. Compte tenu du libellé de la
question, plusieurs réponses peuvent être acceptées, dont la suivante:

------------------

0 0

255*2. 255
.

2. 256 (non code) zça*0 in- LÇ.Ut Lit&4

Figure 2

n=E (2569/2it+O,5) pour øˆOˆ 255,5.2m/256

n=255 pour 255,5.2/256ˆO ˆ2m

Avec une telle caractéristique lorsque le nombre délivré par
l'interface vaut, on a:

2it " (n - O,5)/256 ˆ O ˆ 2ic " (n + O,5)/256

L'erreur maximale commise pour déterminer O est de it/256 = 42'.
Dans le pire des cas, O doit varier de 2it /256 soit environ 1924' pour
que n varie d'une unité.

Remarque:




Figure 3
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Une loi du type ci-dessus double l'erreur maximale commise pour
déterminer e.

Le fait que n reste constant alors que e peut varier de 1224' fait
que, si l'on calcule la dérivée dO/dt numériquement par des calculs du
type (e(t2) - e(t 1))/(t2 - t1), on peut trouver des valeurs nulles ou très
grandes, selon l'intervalle de temps choisi et les mesures saisies, les
résultats des calculs pouvant être fort éloignés des valeurs réelles de la
dérivée.

Divers auteurs (en particulier, dans les documents pédagogiques
IG-UdP-INRP: TRIGEASSOU, DUBOUIX, BIROT, BOUYSSET,...)
proposent des méthodes de calcul numérique pour faire face à
cette situation; ces méthodes ne sont pas exigibles des candidats.

De façon générale, il faut rechercher une valeur numérique
approchée de la dérivée f'(a) pour une fonction y = f(x) dont on connait
le relevé expérimental

x1 :(x0, x1, X2, x) et y : (y0, y1, y2 y),

a appartient à l'ensemble des x.

On peut, par exemple, rechercher une approximation polynomiale
de f(x) par la méthode des polynomes de LAGRANGE ou une méthode
analogue et calculer analytiquement la dérivée du polynome ainsi
défini. L'approximation est opérée sur un intervalle de temps que l'on
fait «glisser» le long de la courbe pour calculer les valeurs successives
de la dérivée.

Les observations faites dans des expériences du type de celle
décrite ici montrent une bonne précision du calcul de la dérivée avec
une interpolation sur cinq points: deux de part et d'autre du point pour
lequel on veut calculer la dérivée.

3.2.3.L'intervalle de temps minimum entre deux saisies est 3 ms. Pour
effectuer 100 mesures, il faut au minimum 0,3s : la pseudo-période du
pendule pesant doit être supérieure à 0,3s, ce qui est compatible avec
l'ordre de grandeur de la pseudo-période pour un appareil de ce type.
On rappelle que la période d'un pendule simple de un mètre de longueur
est 2s.
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3.2.4. On se limite au cas où le mouvement est oscillatoire.

Si l'on augmente le coefficient de frottement visqueux, le pendule
regagne plus rapidement sa position d'équilibre.

La pseudo-période diminue quand l'amplitude des oscillations
diminue (cf. question 3.1.2.).

La pseudo-période augmente quand le coefficient de frottement
augmente.

Il n'est pas demandé dans cette question de justifier ces résultats.

-
'.

- - - el,. C

Figure 4: observation des variations de la pseudo-période du pendule en fonction de
l'amplitude.
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3.2.5. Dans le cas général (amplitude quelconque, coefficient de
frottement quelconque) on ne sait pas résoudre analytiquement l'équa
tion différentielle du mouvement du pendule pesant.

L'ordinateur permet une résolution numérique de cette équation.
On peut ainsi superposer à l'écran les courbes théoriques.

En faisant varier dans les calculs réalisés par la machine les valeurs
des paramètres (coefficient de frottement,...) on peut, d'une part
observer s'il y a concordance entre les résultats expérimentaux et le
modèle théorique, d'autre part déterminer un ordre de grandeur de la
valeur du coefficient de frottement qui permet d'observer la meilleure
concordance.

3.2.6. Les courbes peuvent être tracées si l'on peut saisir les paramè
tres nécessaires au calcul ou à la détermination des grandeurs étudiées,
et si l'ordinateur peut réaliser ces calculs.

L'énoncé n'impose pas que les calculs soient effectués en temps
réel. Nous ne tiendrons donc pas compte des contraintes liées au temps
de calcul. On peut supposer par exemple que les données saisies sont
stockées dans un fichier pour être traitées ultérieurement.

Énergie potentielle du pendule en fonction du temps:
Les paramètres géométriques du pendule, l'intensité de la pesanteur

et la masse sont entrés par l'utilisateur.

Les données saisies par le dispositif sont l'élongation et le temps.

L'ordinateur permet de tracer E = Mga (1 - cosø).

Énergie cinétique du pendule en fonction du temps:
Le moment d'inertie J du pendule par rapport à l'axe de rotation

est entré par l'utilisateur.

les données saisies par le dispositif sont l'élongation et le temps.

L'ordinateur permet de tracer E = J(d8/dt)2/2.

Le calcul de la dérivée se fait comme indiqué précédemment.
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Énergie totale:




E=E + E

Vitesse angulaire en fonction de l'élongation e:

e et t sont saisis par le dispositif et de/dt calculé comme indiqué
précédemment.

Cas où l'élongation est petite.

On assimile sine à O et l'on est ramené à l'équation utilisée dans
l'ensemble du sujet:

J de/dt + fdO/dt + Mga e = O

En posant w20 = Mga/J et 'r = J/f on écrit:

d20/dt2 + (1/'t)(dO/dt) + w20=0

En notant le facteur de qualité Q = w OT :

d20/dt2 + «o0/Q)(dO/dt) + w O = O

La pseudo-pulsation Q s'écrit : Q = w (1 - (114Q2))112. Si Q est
grand Ç2 (00:

e = A exp (-t/2'r) cos (Qt + p) A exp (-t/2'r) cos (o0t + p)

Choisissons comme conditions initiales:

0(0) = O et (dO/dt)0 = O:

e = 0 exp (-t/2'r) coso0t.

Si t est grand (amortissement négligeable), la dérivée de l'expo-
nentielle est négligeable

de/dt = -0 W exp (-t/2'r) sin w0t.

On en déduit les courbes dans ces conditions (O petit et amortiss
ment faible)
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Énergie potentielle E = Mga e 2/2 = (Mga 92)I2 exp (-t/'r) cos2
(00 t.

Énergie cinétique E = (J/2) (dG/dt)2 = (J920 /2) w2 exp (-t/'t )
sin2 00t = (Mga/2) o 2 exp (-t/'c) sin2 œ0t.

Énergie totale E = (Mga/2) e exp (-t/'r) = E0 exp (-t/'r).

Vitesse angulaire en fonction de l'élongation
92 (dO/dt)2/œ20 = O exp (-t/'r) (spirale logarithmique).

Si l'amortissement est nul, la courbe est une ellipse.

Dans le cas général (amplitude quelconque, amortissement quel
conque) on ne peut pas résoudre analytiquement l'équation différen
tielle du mouvement.

L'ordinateur permet de tracer les courbes correspondant aux
données expérimentales saisies et de les comparer aux courbes calcu
lées obtenues par la résolution numérique des équations différentielles.

On peut signaler qu'avec un codage sur huit bits des valeurs saisies,
dans le cas de plusieurs calculs successifs à partir des données saisies
la forme des courbes obtenues peut être assez éloignée de la forme
théorique. Une réflexion sur les méthodes de lissage peut être abordée
ici, mais ces méthodes ne peuvent évidemment compenser le manque
de précision sur les grandeurs.

3.2.7. On a indiqué précédemment une première façon de déterminer
un ordre de grandeur du coefficient de frottement par une résolution
numérique de l'équation différentielle du mouvement suivie d'un
ajustement des courbes théoriques aux courbes expérimentales obser
vées en faisant varier la valeur du coefficient de frottement dans les
solutions calculées.

Si l'amplitude est petite, la pseudo-période peut être considérée
comme indépendante de l'élongation.

On a donc ce cas:
0 = A exp (-t/2'r) cos (t + q»
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Les élongations correspondant à 2 intervalles successifs séparés de
nT sont telles que:




0(t+ nT)/0(t) = exp(-nT/2t).

On déterminera donc:
* la pseudo-période T en mesurant la durée At qui sépare n

passages consécutifs à O = O, n étant le plus grand possible
At = (n - l)T/2.

* la quantité T/2'r en repérant un point de grande élongation 1
pour une faible valeur de t, par exemple un maximum, et un point
d'élongation O à la date (t + nT) : ln(O (t)/0(t + nT)) = nT/2t

Connaissant t = J/f ainsi que la valeur des paramètres géométri
ques et de la masse du pendule, on en déduit f = J/t.

Pour le pendule pesant l'application de cette méthode suppose
nécessairement que l'approximation des petites oscillations soit res
pectée.

Remarque: on peut se demander lorsque l'on évalue la quantité
T/2t comment choisir n pour obtenir la meilleure précision sur (lit) qui
intervient dans le calcul du coefficient f. On pose X = 1/2t.

Soient 01 une élongation maximale pour une faible valeur du temps
t et O l'élongation à la date (t + nT)

= 01 exp(-nXT)

X = (1/nT) lfl(O1/0)

On admet que 01 et O sont des variables aléatoires indépendantes
et que les écarts-types et Gon ont la même valeur (yo *

On suppose enfin que l'écart-type ci de la période T est
négligeable devant

La formule de propagation des erreurs conduit à

'2k = (/n2T2 (1/02 + l/O)
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Il suffit d'étudier la fonction f(n) = (1/n 2) (1 + exp(2nXT)) pour
rechercher le minimum de y

Cette fonction f(n) admet un minimum et sa dérivée s'annule
lorsque exp(-2nT) = n A.T-1.

Cette équation est vérifiée pour n 1,10 9/XT.

La valeur de n pour obtenir la meilleure précision sur ? est:

n E (1,11AT).

4. RÉDACTION D'UN CORRIGÉ DE PROBLÈME

4.1 Mathématiquement les deux dérivées se correspondent si
(ay/ax) (dx/dt) =0.

La grandeur y définie dans l'énoncé dépend de l'abscisse du point
M (xref = x), de l'instant choisi comme origine (tf =0), de la vitesse
du point M à cet instant choisi comme origine (vref = O) et du temps t.

y = f(xref vf tref , t ) = f(Xrep t)

La formule donnant la vitesse dans l'énoncé doit donc être
accompagnée d'une indication précisant les paramètres et les variables:

variable paramètre

u = y(x,t)/at = dy(xref,y)/dt ce qui est la définition d'une
dérivée partielle.

4.2 Le principe fondamental de la dynamique appliqué à la tranche de
ressort envisagée s'écrit:

.t dx (au/at) = -F (x+y,t) + (x+dx+y(x-i-dx),t)
Or, si ay/ax < 1, x+dx+y(x+dx) = x+dx+y(x)

D'où t dx (au/at) = -F (x+y,t) + F (x+dx+y,t)
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4.3.1 En utilisant l'expression F = R(ay/ax), on écrit
= R au/ax.

a2u/atax = (14t) (a2F/x2) = (I /R) (a2F/at2)

L'équation aux dérivées partielles s'écrit

a2Fx 2 2Fx--=v -
&2 ax2

4.3.2. La solution de cette équation sous forme d'ondes planes s'écrit:

F (x,t) = f (x - Vt) + g (x + VI).

y est la célérité de l'onde.

4.3.3. Cette solution est la somme de deux ondes planes progressives
se déplaçant l'une vers les x positifs (f) et l'autre (g) vers les x négatifs.

4.3.4. y(x, t) vérifie la même équation aux dérivées partielles.

4.4.1. Les variables x et t étant, séparées, on envisage des ondes
stationnaires.

4.4.2.1. Plaçons la solution proposée dans l'équation aux dérivées
partielles, on en déduit:

d2g(x)/dx2 = _(O)/V)2 g(x)

g(x) = A sin (o)x/v) + B cos «ùx/v)

On en déduit l'expression de y(x,t) en tenant compte que
y(O,t) = O:




y(x, t) = A sin (o)x/v) cos (ù)t - p)

L'autre condition aux limites donnée dans l'énoncé permet d'é
crire




-M w2 sin (w LA) = -(R œ/v) cos (wLA)
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En remarquant que (L/v)2 = (rn/k), les pulsations œ vérifient:

Mw ( m
==cotg1O) -j

4.4.2.2. L'équation numérique s'écrit (w /10) = cotg (w/0).

On en déduit les 3 premières solutions
= 8,603 rad/s; w1 = 34,256rad/s w = 64,373 rad/s.

4.4.2.3. La solution la plus générale est une combinaison linéaire de
toutes les solutions possibles.

4.4.2.4. L'équation vérifiée par les pulsations s'écrit:

= (rn/M)1/2 cotg (o/wF)(m/M)1/2)

=cot[

]
0) 1
F -4 M ZVZ

On sait que pour x compris entre O et it /2, tgx > x. On en déduit
l'inégalité suivante




°F"°F> (OF/wF donc (OF> (Of

La masse du ressort diminue la pulsation donc augmente la période.

Lorsque la masse m du ressort est faible devant la masse M, on
utilise le développement limité suivant

tgx=x+x3/3 +0(x4).

o'=o(1+(m/3M)) o=
e~1

- M

J. N. BRIFFAUT
Lycée Raspail Paris
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Agrégation

(Concours Interne)
OPTION: PHYSIQUE-CHIMIE

Correction du problème de Chimie 1989

1. L'ÉLÉMENT CARBONE

1.1.a. Signification de la notation 12 6C:
Nombre supérieur: masse atomique de l'élément.

Nombre inférieur: Z nombre de charge du noyau.

1.1.b. Masse d'une mole de carbone 126 C: par définition 12,0000g.

Masse d'un atome de carbone 12 C: masse de l'élément divisée
par le nombre d'Avogadro, soit environ 2 10-26 kg.

1.1.c. Chiffre placé en indice correspondant à l'isotope du carbone:

6, 136 C. Même réponse pour l'isotope 14C.

1.l.d. La propriété remarquable du carbone 13 6 C, isotope stable du
carbone est son spin nucléaire 1/2. Ce spin lui permet d'être détecté par
«RMN» (résonance magnétique nucléaire). Le carbone 12 (comme tous
les noyaux de Z pairs) a un spin nucléaire nul et n'est pas détecté. La
RMN du 13C est utilisée en chimie organique structurale en complé
ment de celle du proton.

1.2.a. Définition du terme période: temps au bout duquel le nombre de
nucléides radioactifs du type considéré est divisé par 2.

1.2.b Équation nucléaire de la décomposition radioactive type :
14 C 14 7N + e + neutrino

l.2.c. Principe de la «datation par le carbone 14» : le taux de '4C02
dans l'atmosphère est approximativement constant car du 14C se forme
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dans la haute atmosphère à partir de l'azote suivant l'équation
nucléaire

147 N + neutron (provenant du rayonnement cosmique) 14 C + p

Un être vivant qui échange du gaz carbonique avec l'atmosphère a
donc un taux de 14C02 approximativement constant. A sa mort il n'y
a plus d'échange et le taux de radioactivité décroit.

1.2.d. Durée historique pouvant être couverte par cette méthode

quelques périodes, soit environ 25000 ans. La méthode est limitée
par le bruit de fond (rayons cosmiques, radioactivité naturelle) car le
nombre de coups comptés est très faible.

1.3.a. Époque probable du «Saint Suaire de Turin»:

1990 - 762 = 1228.

Le «Saint Suaire de Turin» date donc vraisemblablement du
XIIIème siècle.

1.3.b. Pour une étoffe datant de l'époque romaine (an zéro) on trouve

9,82 désintégrations par minute et par gramme de carbone.

1.4. Structure électronique dans l'état fondamental du carbone 12C:

i2 2s2 2p2

L'isotope '3C a bien sûr la même structure électronique.

1.5. L'agrégat en C60 est particulièrement stable car il possède la
structure hautement symétrique formée de cycles à cinq et à six que
l'on rencontre dans un ballon de football (son nom trivial est le
footballène).

1.5.a. Masse naturelle de l'élément carbone

12x0,989 + 13,00335 x 0,011 = 12,001 104

Masse chimique du cluster en C60:
60 x masse de l'élément naturel =

60 x 12,001 104 = 720,662 g.moF1.
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1.5.b. L'allure du spectre du massif du pic moléculaire de l'ion en C60
est constitué des pics successifs 12 C60 (masse 720), 12C59 C (masse
721), 12C58 13C2 (masse 722)... jusqu'à, en théorie, '3C60 (masse 780).
L'intensité de chaqu'un des pics est donné par la loi de distribution
statistique

(0,989 12C + 0,011 13C)60

soit en renormalisant à 100% le plus grand pic

(1 '2c+Ø,011233 13)60

soit pour le pic
m une intensité de 100%
m + 1 une intensité de 66,7%
m + 2 une intensité de 21,9%

1.5.c. La masse chimique est le barycentre des pics constituants le
massif isotopique. Cette technique est utilisée pour déterminer la masse
d'un composé quand la résolution devient insuffisante pour résoudre
les pics du massif isotopique.

1.6. Mesures du nombre d'Avogadro: les méthodes historiques sont
l'étude de l'électrolyse par Avogadro et l'étude du mouvement
brownien à la fin du XIX par J. Perrin.

2. LIAISON FORMÉE PAR LE CARBONE DANS LES COMPOSÉS MO
LÉCULAIRES

2.1.a. La valence la plus probable du carbone d'après la configuration
électronique de l'état fondamental devrait être deux. La valeur de quatre
est obtenue habituellement par remplissage des sous couches 2s et 2p.

Représentation de Lewis en mettant en évidence les paires liantes,
non liantes, les lacunes et les électrons célibataires éventuels des
composés suivants

2.1.b. Méthane: H

H-C-H
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H

2.1.c. Anion CH3: H-Ci

H

H
2.1.d. Cation CH3: H-Co

H

H
2. Le. Radical CH3

"
H -c!"

H

2.2. Les principes de la théorie «VSEPR» sont résumés par la
signification de l'acronyme: «Valence Shell Electron Pair Repulsion»
soit en français: «Répulsion des paires d'électrons de la couche de
valence».

L'énergie de la molécule est minimale lorsque les paires d'élec
trons sont le plus éloigné possible.

On doit aussi prendre en compte le fait qu'un doublet non liant est
plus encombrant qu'une liaison pour corriger la géométrie des molé
cules.

2.3. Structure géométrique des composés suivants:

2.3.a. Méthane: tétraédrique
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2.3.b. Anion CH3: tétraèdre déformé, le doublet libre paraissant plus
gros qu'un atome d'hydrogène.

2.3.c. Cation CH3+: structure plane.

2.3.d. Radical CH3': la théorie VSEPR prévoit une structure tétraé
drique.

2.4.a. Nom du composé de formule CH2: carbène.
Ce composé est isolable à l'état gazeux mais est très réactif.

2.4.b. Il existe deux états de ce corps, l'un appelé singulet dans lequel
les deux électrons du carbone non engagés dans une liaison avec un
atome d'hydrogène sont appareillés, l'autre appelé triplet possède deux
électrons célibataires.

Cette appelation des états est liée aux propriétés de la molécule
dans un champ magnétique: l'état singulet a un spin nul (une seule
valeur), alors que l'état triplet a un spin de un (trois valeurs permises
-1,0, 1).

2.4.c. Notion de Lewis

CH2 singulet: 2

CH2 triplet : CH 2

2.5.a. Structure dumonoxyde de carbone à l'état fondamental.



190 BULLETIN DE L'UNION DES PHYSICIENS

2.5.b. CO et N2 sont isoélectroniques ce qui signifie qu'ils ont le même
nombre d'électrons de valence.

Autres exemples de corps isoélectroniques : He et H.

2.5.c. Différence de structure et de réactivité entre CO et N2

CO est un composé très réactif alors que N2 est pratiquement inerte.
La réactivité de CO est essentiellement due à la présence d'une lacune
sur l'atome de carbone.

2.6.a. Les données montrent que la molécule de dioxyde de carbone est
linéaire.

2.6.b.




+ H H .
C0 ' CO ,C9 4-- - H H

2.6.c. Orientation des moments dipolaires de CO et H2CO

4-
H2C0

2.7.a. Les moments dipolaires sont accessibles à partir de la constante
diélectrique du corps.

2.7.b. Un appareil d'usage domestique basé sur l'utilisation du moment
dipolaire de l'eau est le four-microonde. Principe de fonctionnement:
on excite le moment dipolaire des molécules d'eau (ou des groupements
hydroxyle). Par relaxation les molécules cèdent leur énergie au milieu
(voir par exemple «Pour la Science», n1 14 avril 1987).

2.8.a. Il n'existe pas de composés pentavalent du carbone (ni d'aucuns
éléments de la deuxième ligne du tableau périodique) car les orbitales
disponibles nécessaires sont à un niveau d'énergie trop élevé.

2.8.b.Il existe par contre de nombreux composés pentavalent du
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silicium (par exemple SiF5) comme du soufre et du phosphore, car
il existe des orbitales disponibles (3d) de niveau légèrement supérieur.

2.8.c. Les principales différences de réactivité proviennent des diffé
rences d'énergie de liaison

- la liaison Si-Si est plus faible que la liaison C-C il n'y a pas
d'équivalent de la chimie organique pour le silicium.

- Le silicium ne donne pas de composé à double liaison (les
composés R2Si = O ne sont pas stables)

- la liaison Si-O est plus forte que la liaison C-O (ce qui donne
lieu à toute la chimie des «silicones »).

Pour des applications récentes du silicium et des silicones voir «La
Recherche» n199, mai 1988, Pour la Science, n2147 janvier 1990.

3. ÉQUILIBRE DE BOUDOUARD

3.1. Propriétés réductrices du monoxyde de carbone

l'exemple typique est la réduction des oxydes métalliques.

3.2.a. Équations des phénomènes chimiques observés.
- En l'absence de graphite

(1) SrCO3 SrO + CO2 I( = P(C02)
- En présence de graphite (1) et

(2) SrCO3 + C SrO + 2 CO K2 = P(CO)2

3.2.b. On remarque que l'équation (3)

(3) CO2+C :i 2C0
est liée aux précédentes par
(3) = (2) - (1).

3.2.c. Calcul de K

En présence de graphite P(total) = P(CO) + P(C02) or P(CO) = K2K = P(CO)2 I P(C02) d'ou il vient K = 15,1.
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3.2.d. Avantage de cette détermination de K0 par rapport à une mesure
directe de la constante d'équilibre : on est beaucoup plus sûr d'être à
l'équilibre thermodynamique ; d'autre part on n'a pas à effectuer une
mesure des pressions partielles mais seulement une mesure de la
pression globale. La valeur intervenant au dénominateur dans K est
ainsi connu avec une bonne précision.

3.3.a. Définition de la fraction molaire.

X1 = n1/ n1.

3.3.b. Allure de la variation de x en fonction de la pression totale, à
température constante.

K = P(C0)2 / P(C02) d'où K = P x(CO)2 / x(C02)
K = P x(C0)2 / (1 - x(CO))
à T constant K est constant donc x(CO) décroit avec la pression (ce

qui était prévisible d'après la loi de Le Chatellier).

3.3.c. Influence de la température T sur x.

D'après les données numériques
C (graphite) + 1/2 02 CO AH° = -109 kJ.mol-1
CO + 1/2 02 CO2 AH = -284 kJ.mol-1
d'ou

CO2 + C 2C0 A W = 175 kJ.mol-1

La réaction est donc endothermique.
Or d In K / dT = AH / RT2 donc K augmente avec T; le

monoxyde de carbone est stable à haute temperature.

4. LE CARBONE SOLIDE: GRAPHITE, DIAMANT

4.1.a. Arrangement des atomes dans le diamant, la maille élémentaire
du réseau cristallin (voir un livre de cours de classe préparatoire ou.F.A,
Cotton, G. Wilkinson, Advanced Inorganic Chemistry, Intersience).

4.1.b. Carborundun (SiC), silicium, germanium, étain gris, blende
(ZnS).
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4.2.a. Masse volumique du diamant

3,545 g.cm3 ou 3,545 103 kg.m3

Volume molaire du carbone diamant: 3,385 10 m3.mol.

4.3.a. Arrangement des atomes dans le graphite (voir un livre de cours
de classe préparatoire ou F.A. Cotton, G. Wilkinson, Advanced
Inorganic Chemistry, Intersience).

Remarque : attention les plans sont décalés

4.3.b. Utilisations du graphite dans la vie courante expliquées par cette
structure : propriétés lubrifiantes (huiles ou graisses au «graphite»),
propriétés électriques (électrodes en graphites), ou mixtes («charbons»
de moteur électriques).

4.3.c. Masse volumique du graphite
2,268 g.cm3 ou 2,268 103 kg.m3.

Son volume molaire: 5,295 1O m3.mo11.

4.3.d. Valeurs relatives des masses volumiques du graphite et du dia
mant: le graphite est moins compact que le diamant.

4.4.a. Pression nécessaire pour transformer du graphite en diamant à
température ambiante (2982K)
de la relation classique, o z.G/8T = AV, on tire
iG(p)=iG°+iW(p- 10)=0 soit une pression P égale à environ
15000 bar.

4.4.b. Principe de la synthèse industrielle du diamant: compression à
haute température du graphite (50 à 100 kbar, 1500 à 2500T) en
présence d'un catalyseur (métal de transition). (Voir W. Büchner, R.
Schliebs, G. Winter, K.H. BUchel, Industrial Inorganic Chemistry, VCH
Publishers, 1989).

4.5. Conduction électrique : le diamant est isolant, le silicium est un
mauvais semiconducteur, le graphite est conducteur. (Remarque : le
diamant déposé sur silicium semble promis à un grand avenir, voir
«Pour la Science», n138 avril 1989).
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5. LA SOLUTION AQUEUSE DE CARBONATE DE SODIUM

5.1. On sait que les réactions acido-basiques sont rapides en solution
aqueuse. La décoloration progressive de la phénolphtaléine dans le cas
de la solution de dioxyde de carbone est donc dûe à une réaction
chimique lente avant l'étape acido-basique; cette réaction est l'hydra
tation de la molécule de dioxyde de carbone.

5.2.a. Relation entre K2, K3 et K5

K5=K3/(1 + 1/K2).

5.2.b. Ordre de grandeur de la constante d'équilibre K2

pK2 = 2,9 K2 = 1,26 103

L'équilibre (2) est très déplacé vers la gauche (le dioxyde de
carbone est très peu hydraté).

5.2.c. La réaction (2) est une réaction d'hydratation. Autre exemple en
chimie organique

- hydratation des aldehydes : par exemple le chloral est majoritai
rement sous forme hydraté en solution aqueuse.

- hydratation des alcènes.

5.3.a. Le pont salin est constitué d'une solution aqueuse, d'un sel, ici
de KC1, immobilisé dans un, gel (en général de l'«Agar-Agar») ; son
rôle est de permettre le transport des ions en évitant la diffusion.

5.3.b. Le rôle du chlorure de potassium est de maintenir la «force
ionique constante». La concentration totale utilisée dans chacun des
compartiments est constante.

5.3.c. Q + 2e + 2H . QH2.

5.3.d. Dans chaque compartiment E = E - 0,06 pH

or le pH du bécher 1 est à peu près neutre, celui de bécher 2 acide.
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On en déduit les pôles de la pile:
Bécher 1: pôle moins.
Bécher 2: pôle plus.

5.4.a. e = 0,06 (pH2 -pH,).

pH du bécher 1: 0,378 = 0,06 (pH2 - 2) soit pH = 8,3

5.4.b. Relation entre pK5 et le pH calculé de la solution 1

pH = (pK4 + pK5 )/2

5.4.c. Valeur de pK5 à partir de la valeur de la force électromotrice
mesurée:

pK5 = 6,3 (qui est dans la fourchette de l'énoncé 6,5+1-0,25).

5.5.a. Pression partielle de CO2 au-dessus du bécher 1 dans l'expé
rience précédente:

[HCO3-] = 10-2 [He] = 5 i0 d'où il vient
P(CO2) = [He] [HCO3] / K1 K2 K3 (C02) = 4,7 10 bar

5.5.b. Une petite augmentation de la pression de CO2 par rapport à la
pression initiale à l'équilibre au-dessus du bécher 1 va augmenter la
quantité de dioxyde de carbone dissous et donc diminuer le pH.

5.5.c. La quantité d'ion hydrogénocarbonate restant constante il vient
immédiatement la relation entre la variation de pH (notée dpH) et une
petite variation de la pression de CO 2 par rapport à la valeur calculée
précédement (notée dP(CO2))

dP(C02) = -dpH [H} [HCO3 ] / K1 K2 K3.

Pour améliorer la précision de la mesure de la constante d'équilibre
K5 on peut donc tracer une droite dpH en fonction de dP(CO2) ce qui
donne accès à K2, au lieu de mesurer un seul point comme dans la
manipulation précédente.

5.6.a.

Solution 1: pH d'une solution d'acide faible.
pH = (pK5 + pC) = 4,0
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d'où il vient

[C021 = 2 10-2 MOI 1-1 ; [H2 C031 = 4 10 mol 11

[HCO3_J = 10 MOI 1_' ; [C032i = 5 10-" mol 1-1

Solution 2: pH d'une solution d'hydrogéno sel.

pH = (pK4 + pK5)/2 = 8,3
d'où il vient

[C02] = 2 1O mol l_l ; [H2C03] = 4 10 mol l-1;

[HCO3_] = 2 10-2 mol l_l ; [C0321 = 2 l0 mol l-

5.6.b. pH du mélange au bout d'un temps infini.

On a une solution tampon.

pH = pK5 = 6,3.

5.6.c. Immédiatement après le mélange
- les réactions acido-basiques ont eu lieu.
- La valeur de la concentration en CO 2 dissous n'a pas eu le temps

de s'équilibrer.

On a donc:

[C02] = 10-2 mol l [HC03] = 10_2 mol l

Les ions C032 de la solution mère n22 sont neutralisés (partielle
ment) par les molécules H2 CO3 de la solution mère n21.

H2CO3 + C032 - 2 HCO3
initialement (4 10_)/2 (2 10-4)/2
à l'équilibre 0 (1,6 10)/2

[C032i= 8 10 mol l_1 et [HCO3] = 10-2 mol l_l donnent
pH = 8,2.

5.7.b. On accède à k2 à partir de la cinétique précédente et comme l'on
connait K2 par des mesures chimique (voir plus haut) à k2.
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5.8. Le pH du sang est régulé par les équilibres d'échange de gaz
carbonique au niveau des poumons.

6. CRÉATION DE LIAISON CARBONE-CARBONE EN CHIMIE
ORGANIQUE

6.1.a. Le savon est obtenu à partir des huiles végétales ou animales par
saponification (traitement par une base aqueuse, soude ou potasse). Les
graisses étant constituées principalement de glycérides d'acides gras on
obtient par saponification, du glycérol et des sels d'acides gras.

6.l.b. Un savon agit en formant des micelles qui solubilisent les
salissures organiques insolubles dans l'eau.

6.l.c. Détergents d'origine synthétique:
- détergents anioniques : sulfonates, en particulier les sulfonates

aromatiques (utilisés dans les lessives),
- détergent cationiques: ammonium quaternaire,
- détergent neutres : polyéthylène glycol («Teepol»).

6.2.a. Le glycérol 1 (formule CH2OH-CHOH-CH 20H) n'est pas
chiral.

6.2.b. Principe de la nomenclature R, S (Cahn, Ingold, Prélog):
- classer les groupements par ordre de priorité (rappel: premier

critère: numéros atomiques de l'atome; en cas d'égalité on regarde les
substituants en considérant les doubles liaisons comme autant de
liaisons simples),

- regarder en direction du groupement de plus faible priorité : si
les autres substituants sont vus par ordre de priorité décroissant dans le
sens trigométrique le composé est S, dans le cas contraire il est R.

6.2.c. Principe de la représentation de Fischer
- les substituants sur les branches horizontales sont au-dessus du

plan




- les substituants sur les branches verticales sont au-dessous du
plan.
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6.2.d. Nomenclature R ou S des centres chiraux des produits suivants:
les dérivés 2, 3, 4 sont S.

6.3.a. Les groupements méthylènes du glycérol 1 sont prochiraux.

6.3.b. Projection de Fischer des différents isomères possibles du
glycérol dans lequel un atome d'hydrogène des méthylènes à été
remplacé par un atome de deutérium




OH

D-C-H H-C-D

H-C-OH H-C-OH

H2OH H OH

(on a représenté un seul énantriomère par couple).

6.3.c. Allure du spectre RMN du proton du glycérol I
- doublet vers 3.5 ppm integrant pour 4 protons (C primaire

portant une fonction alcool couplé à 1 hydrogène).
- heptuplet à déplacement chimique légèrement supérieur (C

secondaire portant une fonction alcool couplé à 6 hydrogènes équiva
lents).

6.3.d. Les hydrogènes du composé 2 des groupements méthylènes ne
sont pas nécessairement équivalents. Ils peuvent donc apparaitre sous
forme de deux massifs.

6.4. Ordre de grandeur de l'acidité d'un atome d'hydrogène dans:

6.4.a. L'éthane : 45 (valeur exacte 42)

6.4.b. L'éthylène: 35 (valeur exacte 36,5)

6.4.c. L'acétylène: 25 (valeur exacte 25).

6.4.d. Cette variation s'interprète par le pourcentage de caractère
d'orbitale «s» dans la liaison CH.
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6.5.a. La nomenclature Z et E s'appliquent à une double liaison: on
classe les substituants par ordre de priorité selon Cahn, Ingold, Prélog.
Si les deux composants de plus hautes priorités sont du même côté la
double liaison est Z, dans le cas contraire elle est E.

6.5.b. Nomenclature cis et trans : s'applique à la position par rapport à
un plan (par exemple en série cyclohexanique) avec les mêmes règles
que ci-dessus.

Remarque: cette nomenclature ne s'applique plus aux doubles
liaisons!.

6.5.c. Stucture développée de l'acide linoléique.

CH,-( CH)
NCC/CH2\ ,(cHJ7-cooH
H' H" 'H

6.6.a.

(1) HG CH + NaNH2 + CH3(CH2) 3CH2Br
CH2(CH2)3CH2C CH (6) + NaBr + NH3

(2) 6 + NaNH2 + ICH2CH2 Cl
CH3(CH2)3CH2C CCH2CH2C1 (7) + NaT + NH3

(3) 7 + KCN -+ CH3(CH2)3CH2C CCH2CH2CN (8) + NaCl

(4) 7 + EtONa + CH2(COOEt)2
CH3(CH2)3CH2C CCH2CH2CH(COOEt)2 (9)+ NaCl + EtOH

OH
(5) 9+2H20

CH3(CH2)3CH2C CCH2CH 2CH(COOH)2 (10) +2 EtOH

chauffage
(6) 10

CH3(CH2)3CH2C CCH2CH2CH2(COOH) (11) + CO2
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6.6.b. Le mode opératoire classique pour la première étape consiste à
utiliser Pammoniac liquide comme solvant.

6.6.c. Méthode pour transformer le composé 8 en l'acide homologue:
saponification par la soude, ou traitement en milieu acide aqueux.

6.6.d. Nom de la synthèse classique que constitue les étapes 4,5,6:
synthèse malonique.

6.7.a. CH3(CH2)3CH2C CCH2 CH2P(C6H5)3(12)

6.7.b. 12 + RLi

CH3(CH2)3CH2C CCH2CH -P(C6H5)3 (13)

CH3(CH2)3CH2C CCHCH = P(C6H5)3

6.7.c. 13 + OHC(CH2)7COOMe (14)

CH3(CH2)3CH2C = CCH2CH = CHC(CH2)7COOMeZ (15)

Mécanisme pour cette réaction (réaction de Wittig) : condensation
de type magnésien sur un aldéhyde, formation d'un cycle à quatre avec
le phosphore et l'oxygène et élimination d'oxyde de triphénylphos
phine.

R'- C- H + R2CH -4(Ph) - R1- C- CHR2
O O '(Ph)

= Rl_C_CHR2 - RICHCHR2 + (Ph)P=o
Ti(ph)

6.7.d. Pour passer de 15 à l'acide linoléique il faut tout d'abord réduire
la triple liaison en double liaison par un catalyseur d'hydrogénation
désactivé pour éviter la réduction en alcane puis hydrolyser l'ester.

Remarque attention, le nomenclature de chimie organique en
français vient de changer. Voir «L'Actualité Chimique», août 1989.
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7. CHIMIE DES MÉTAUX CARBONYLES

7.1 .a. Nom chimique des éléments correspondants

K, potassium ; Ca, calcium; Sc, scandium ; Ti, titane; V,
vanadium; Cr, chrome; Mn, manganèse ; Fe, fer; Co, cobalt; Ni,
nickel; Cu, cuivre; Zn, zinc; Ga, gallium; Ge, germanium; As,
arsenic; Se, sélénium ; Br, brome; Kr, krypton.

7.11. Voir un tableau périodique.

7.1.c. Voir un tableau périodique.

7.2.a. Stucture. électronique dans l'état fondamental de l'élément Ca:
is2 2s2 2p6 32 3p 6 4s2.

7.2.b. Pour l'élément Sc : is2 2s2 2p6 32 3p6 4s2 3d'.

7.2.c. Pour l'élément Cu : is2 2s2 2p6 32 3p6 41 3d'0.

Pour l'élément Zn: is2 2s2 2p6 32 3p6 4s2 3d'Q

7.2.d. Pour l'élément Ga: Is2 2s2 2p6 3s2 3p6 4s2 3d10 4p1

7.3. Charge de l'(ou des) ion(s) les plus courants de chaque élément de
la quatrième ligne.

K(i) ; Ca(2) ; Sc(2,3) ; Ti(2,4) ; V(2, 3, 4, 5) ; Cr(3,6) ; Mn(2, 3, 4, 6,
7); Fe(2,3) ; Co(2,3) ; Ni(2) ; Cu(i,2) ; Zn(2).

7.4.a. Nombre de ligands qui fournit un complexe de stabilité maxi
male :

- métal de transisiton ou ion d6 : 6 ligands ; d8 : 5 ligands, d10:
4 ligands.

7.4.b. Structure géométrique la plus probable de ces complexes.

d6 : octaédrique; d8 : bipyramide : d10: plan carré ou tétraèdre.

7.5.a. Cr(CO)6, Fe(CO) , Ni(CO)4.
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7.5.b. L'élément dont le complexe a un nombre impair d'électron va
avoir tendance à donner des dérivés carbonylés possédant une liaison
métal-métal ; par exemple Mn(CO)5 se dimérise en Mn2(CO)10.

7.6.a. Stoechiométrie des complexes [(benzene) M(CO)x]
M=Cr,x=3; Fe, x=2.

7.6.b. Structure pour le complexe du chrome: pyramide Cr(CO)3 lié
par le Cr au nuage pi du noyau benzénique.

7.7.a. Une telle réaction de substitution n'est pas possible sur le
chlorobenzène non complexé. Il faudrait chauffer à haute température
(3OOC) pour obtenir cette réaction par un mécanisme de type carbyne.

7.7.b. Mécanisme de type addition-élimination pour cette réaction
(analogue à celui rencontrer lors de l'hydrolyse d'un ester). Remarque
la substitution du chlore dans le chloro-l dinitro-2,4, benzène a lieu par
un tel mécanisme.

7.7.c. Le traitement du complexe précédent par l'iode en milieu aqueux
permet de libérer l'anisole selon l'équation bilan.

2[(anisole) Cr(CO)31 + '2 - 2 anisole + 2Cr3 6F.

7.8.a. Le traitement de Fe(CO)5 dans le dioxanne par le sodium permet
d'engendrer une espèce métallique portant deux charges négatives
[Fe(CO)42].

7.8.b. Le produit isolé de formule C7H14 O et absorbant en infrarouge
à 1725 cm-1 est l'heptanal (fréquence IR caractéristique de la fonction
aldéhyde).

7.8.c. Mécanisme pour la formation de ce produit
[Fe(CO)42, 2 Nat] + C6 Hl 113r -+ [FeC6H11(CO)4 -' Nat] + NaBr

FeC6H11(CO)4, Nai + CO - [FeCOC6H11(CO)4 -' Nat]

hydrolyse --> C617111 COH

7.8.d. Méthode pour obtenir directement un chlorure d'acide par la
technique précédente : au lieu d'hydrolyser on traite par un agent
chlorant (chlore ou SOCI2).
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(Pour des détails sur ce type de chimie voir par exemple
J.P. Coliman, L.S. Hegedus, Principles and Applications of Organotran
sition Metal Chemistry, Oxford University Press, 1989.)

C. ROLANDO
E.N.S. Paris

Ph. FLEURY
Lycée Saint Louis
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